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A  propos  de  ce  livre 

Ceci  est  une  copie  numérique  d'un  ouvrage  conservé  depuis  des  générations  dans  les  rayonnages  d'une  bibliothèque  avant  d'être  numérisé  avec 
précaution  par  Google  dans  le  cadre  d'un  projet  visant  à  permettre  aux  internautes  de  découvrir  l'ensemble  du  patrimoine  littéraire  mondial  en 
ligne. 

Ce  livre  étant  relativement  ancien,  il  n'est  plus  protégé  par  la  loi  sur  les  droits  d'auteur  et  appartient  à  présent  au  domaine  public.  L'expression 
"appartenir  au  domaine  public"  signifie  que  le  livre  en  question  n'a  jamais  été  soumis  aux  droits  d'auteur  ou  que  ses  droits  légaux  sont  arrivés  à 
expiration.  Les  conditions  requises  pour  qu'un  livre  tombe  dans  le  domaine  public  peuvent  varier  d'un  pays  à  l'autre.  Les  livres  libres  de  droit  sont 
autant  de  liens  avec  le  passé.  Ils  sont  les  témoins  de  la  richesse  de  notre  histoire,  de  notre  patrimoine  culturel  et  de  la  connaissance  humaine  et  sont 
trop  souvent  difficilement  accessibles  au  public. 

Les  notes  de  bas  de  page  et  autres  annotations  en  marge  du  texte  présentes  dans  le  volume  original  sont  reprises  dans  ce  fichier,  comme  un  souvenir 
du  long  chemin  parcouru  par  l'ouvrage  depuis  la  maison  d'édition  en  passant  par  la  bibliothèque  pour  finalement  se  retrouver  entre  vos  mains. 

Consignes  d'utilisation 

Google  est  fier  de  travailler  en  partenariat  avec  des  bibliothèques  à  la  numérisation  des  ouvrages  appartenant  au  domaine  public  et  de  les  rendre 
ainsi  accessibles  à  tous.  Ces  livres  sont  en  effet  la  propriété  de  tous  et  de  toutes  et  nous  sommes  tout  simplement  les  gardiens  de  ce  patrimoine. 
Il  s'agit  toutefois  d'un  projet  coûteux.  Par  conséquent  et  en  vue  de  poursuivre  la  diffusion  de  ces  ressources  inépuisables,  nous  avons  pris  les 
dispositions  nécessaires  afin  de  prévenir  les  éventuels  abus  auxquels  pourraient  se  livrer  des  sites  marchands  tiers,  notamment  en  instaurant  des 
contraintes  techniques  relatives  aux  requêtes  automatisées. 

Nous  vous  demandons  également  de: 

+  Ne  pas  utiliser  les  fichiers  à  des  fins  commerciales  Nous  avons  conçu  le  programme  Google  Recherche  de  Livres  à  l'usage  des  particuliers. 
Nous  vous  demandons  donc  d'utiliser  uniquement  ces  fichiers  à  des  fins  personnelles.  Ils  ne  sauraient  en  effet  être  employés  dans  un 
quelconque  but  commercial. 

+  Ne  pas  procéder  à  des  requêtes  automatisées  N'envoyez  aucune  requête  automatisée  quelle  qu'elle  soit  au  système  Google.  Si  vous  effectuez 
des  recherches  concernant  les  logiciels  de  traduction,  la  reconnaissance  optique  de  caractères  ou  tout  autre  domaine  nécessitant  de  disposer 
d'importantes  quantités  de  texte,  n'hésitez  pas  à  nous  contacter.  Nous  encourageons  pour  la  réalisation  de  ce  type  de  travaux  l'utilisation  des 
ouvrages  et  documents  appartenant  au  domaine  public  et  serions  heureux  de  vous  être  utile. 

+  Ne  pas  supprimer  r attribution  Le  filigrane  Google  contenu  dans  chaque  fichier  est  indispensable  pour  informer  les  internautes  de  notre  projet 
et  leur  permettre  d'accéder  à  davantage  de  documents  par  l'intermédiaire  du  Programme  Google  Recherche  de  Livres.  Ne  le  supprimez  en 
aucun  cas. 

+  Rester  dans  la  légalité  Quelle  que  soit  l'utilisation  que  vous  comptez  faire  des  fichiers,  n'oubliez  pas  qu'il  est  de  votre  responsabilité  de 
veiller  à  respecter  la  loi.  Si  un  ouvrage  appartient  au  domaine  public  américain,  n'en  déduisez  pas  pour  autant  qu'il  en  va  de  même  dans 
les  autres  pays.  La  durée  légale  des  droits  d'auteur  d'un  livre  varie  d'un  pays  à  l'autre.  Nous  ne  sommes  donc  pas  en  mesure  de  répertorier 
les  ouvrages  dont  l'utilisation  est  autorisée  et  ceux  dont  elle  ne  l'est  pas.  Ne  croyez  pas  que  le  simple  fait  d'afficher  un  livre  sur  Google 
Recherche  de  Livres  signifie  que  celui-ci  peut  être  utilisé  de  quelque  façon  que  ce  soit  dans  le  monde  entier.  La  condamnation  à  laquelle  vous 
vous  exposeriez  en  cas  de  violation  des  droits  d'auteur  peut  être  sévère. 

À  propos  du  service  Google  Recherche  de  Livres 

En  favorisant  la  recherche  et  l'accès  à  un  nombre  croissant  de  livres  disponibles  dans  de  nombreuses  langues,  dont  le  français,  Google  souhaite 
contribuer  à  promouvoir  la  diversité  culturelle  grâce  à  Google  Recherche  de  Livres.  En  effet,  le  Programme  Google  Recherche  de  Livres  permet 
aux  internautes  de  découvrir  le  patrimoine  littéraire  mondial,  tout  en  aidant  les  auteurs  et  les  éditeurs  à  élargir  leur  public.  Vous  pouvez  effectuer 
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Liste  des  Correspondants  des  NOUVELLES  ANNALES 
dans  les  nlles  où  siègent  les  Faculté  s  des  Sciences . 

BesançontM.X.STOUFF.— BordeauxiM.BnuNEL.— Caen:M.  A.deSaint- 
Gehmain.  —  Glermont-Ferrand  :  M.  CGuighard.  —  Dijon  :  M.  DuponT. 

—  Grenoble  :  M.  J.  Collet.  —  Lille  :  M.  H.  Padé.  —  Lyon  :  M.  L. 
AuTONNE.  —  Marseille:  M.  Sauvage.  — Montpellier  :  M.  E.  Fabry. 

—  Nancy  :  M.  H^  Vogt.  — Paris  :  M.  Raffv.  —  Poitiers  :  M.  Mail- 
lard. —  Rennes  :  M.  Le  Roux.  —  Toulouse  :  M.  Cosserat. 


Le  prix  de  rabomiemenl  à  la  Bibliothèque  mathématique  des 
travailleurs  est  dfe  12^'  pour  un  an  et  6^''  pour  six  mois. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  pourront 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  100,  c'est-à-dire  que,  pour 
eux,  rabonnement  annuel  ne  sera  que  de  six  francs. 

Pour  profiter  de  cette  réduction,  on  doit  s'adresser  directement 
à  M.  le  D^  lIuLMANN,  Directeur  de  la  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs^  4?  rue  de  la  Cure,  Paris-Auleuril. 


LIBRAIRIE   GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI   DKS  GnVXDS-AUGUSfiNS,   55,  A    PARIS. 


ANDOTER  (H.)»  Maître  de  Conférences  à  la  FacuUé  des  Sciences  de  Paris 
—  Leçons  élémentaires  sur  la  Théorie  des  formes  et  ses  applications 
géométriques,  à  l'usage  des  candidats  à  l'Agrogalion  des  Sciences  maihô- 
matiques.  \j\\  vol.  in-4°  auloj;raphié  de  vi-i 84  pages;  1898 8  fr. 

APPELL  (Paul),  Membre  de  rinstitut,  Professeur  à  TUniversité  de  Paris, 
et  LAGODR  (Emile),  Maître  de  Conférences  ù  rUiiivcrsité  de  Nancv.  — 
Principes  de  la  Théorie  des  Fonctions  elliptiques  et  applications. 
Grand  in-8,  avec  figures  ;  1896 12  fr. 

BERTRAND  (J.),  de  rAcadémie  française,  Secrétaire  perpétuel  de  l'Aca- 
démie des  Sciences.  —  Calcul  des  probabilités.  Grand  in-8  ;  1889.    1 2  fr. 

Dans  ce  Livre,  on  a  cherché  à  faire  reposer  les  résultais  les  plus  utiles  et 
les  plus  célèbres  du  Calcul  des  probabilités  sur  les  démonstrations  les  plus 
simples.  Bien  peu  de  pages  pourront  embarrasser  un  lecteur  familier  avec  les 
éléments  de  la  Science  mathématique.  Si  le  signe  /  s'introduit  quelquefois,  il 
suffit  presque  toujours  d'en  connaître  la  signification.  —  L'Auteur  s'est  efforcé, 
à  l'occasion  de  chaque  question,  de  marquer  avec  précision  le  degré  de  cer- 
titude des  résultats  et  les  limites  nécessaires  de  la  Science.  La  plupart  des 
réflexions  suggérées  par  l'étude  approfondie  des  questions  souvent  controver- 
^ées  avaient  été  proposées  dans  un  Travail  antérieur,  dégagé  de  toute  inter- 
vention des  signes  algébriques;  ce  Travail  est  reproduit  en  tête  de  l'Ouvrage 
et  sert  d'Introduction  à  Texposé  complet  des  théories. 
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MDXIBME  GONCODRS  DES  «  NOllVËttE»  jkliByuis^^ 
POUR  1899. 


Résultat. 

Après  examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction 
pour  le  deuxième  concours  de  1899,  '^  P**^^  ^  ^^^  ^^* 
cerné  à  MM.  Duporcq  et  Gallucci.  Leurs  Mémoires 
paraîtront  prochainement. 

D'après  le  Règlement  des  concours  des  Nouvelles 
udfnnaleSj  les  avantages  attachés  a  un  prix  non  décerné 
doivent  être  reportés  au  concours  suivant.  Ce  cas  s^étant 
produit  pour  le  premier  concours  de  1899,  les  avan- 
tages y  attachés  seront  reportés  au  deuxième  et  partagés 
également  entre  MM.  Duporcq  et  Gallucci. 


Ann.  de  Malhémat..  V  série,  l.  XÏX.  (Janvier  1900.) 
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RÉSUME  DES  PRINCIPALES  FORMULES  DE  LA  THÉORIE 
DES  PONCTIONS  ELLIPTIQUES  ('). 


PONCTIONS  DE  WEIBBSTRASS. 


Développements  en  produits  et  séries  infinis. 

COtW  =  -  H- V    ( ! h   -—  ), 

sin*a~M^       Aà  (^u — Ttic)** 
(«/ =  2//H1L  -»- a/i(o'), 

Ça==  i  4- V  (  — î H  -  -4-  -^  ). 

u      Ad  \u  —  w       w        IV» / 


(*)  Les  candidats  à  F  Agrégation  de  Mathématiques  seront  auto- 
risés à  se  servir,  pour  les  compositions  écrites,  de  ce  Tableau  qu'ils 
trouveront  à  la  librairie  Gauthier-Villars. 


(3) 

Développements  en  séries  entières. 
^'_a. fJ. «7 ii-u*- 


-       2*.3.5  2».  3.5.7  u».3».5.7 

^  u  a».  3. 5  '2*.  5.7  îA*.3.5«.7 

*^  u«  2*. 5  2*. 7  2*. 3. 5*  2^.5.7.11 

Relations  entre  pu  et  ses  dérivées. 
p'^u  =  4p'«*-^tPM  —  5^1=  4(P"  — <?i)(p«»  — «i)(pw-«i). 

p'^U  =  12pup'l<. 

Homogénéité, 
tf{  |JLU  I  |Jt(i),  jxo)')  =  ^.^(a  I  w,  (!>'), 
!;(îAtt  I  jA(o,>ctt')  =  i  ;(M  I  a>,  eu')/ 

p(fAa[fXW,  fAto)')=    -|jp(tt|cD,(0'). 

^,(.{xa>,  |iu)'j  =  -i  ^1(0»,  eu'), 
^3(jAW,  [xu>')=  -^ç^i(a),  (!>'). 


\aw/ 


^"=-Kï^)'"^(2-^)'t^^ 


^         ^i  = *  gj  =  tfj  = j 

a/?î  gi  -i-gx 


Il  7CM  I    /    1t    \» 

Ça  =  —  colang h  ^      —  )  u, 

2  0)  2tO  3   \2U)/ 


(4) 

2"  0)  =  X,  (o'  =  ac  : 


1           „         I 

n  II  =  --  ,            1^11=  -f 
^           a»             ^           M 

<r  e<  =  M, 

e,  =  e,=  <!î,=  o,        ^f=o, 

ir«=o 

Périodicité  et  formules  d'addition. 

p(a-Haw)  =  pa, 
p(a-v-2w')  =  pw, 
Ç(a-4- ao))  =  Ça -h  aij,         tj  =  Çw, 
Ç(a-l-aa)')=  Çii-har/,        7)'=  Çw', 

a'(  a  -+-  2  a>'  )  =  —  c«Ti'(u-Ha)')  o*  ^^ 
a'(a-hamw-i-2nw')  =  (—  !)«»+'»-»-/»  g(tmti+«/tiQ')(u-»-mùH-»»')  q*  |^  j 


le  coefficient  de  i  dans  le  rapport  —  étant  supposé  po- 
sitif. 


pu  — pv  = i --^ — 2 -y 

— ^-H —  ±=  ç(M-i-t»)4-  Ç(a  — i»)-~aÇa, 
pu  —  pv  /       ^\  /         ^    1 

f- =  ç(w-t-p)— Ç(tt  — i')— aÇp, 

pu — pv  .         ^\  y  ^    7 

1  p'u^p'v        ^.  \       ^  ^ 

2  pu  —  pç  ^^  /        1  'i 

'^         '^^  '       2(?u\pa  — pi»/ 

piH-p('4-p(a-f-c)=  -ri- ^— -) 

4Vpa  — pi'/ 

p(li-i-a>)-€,= 
p(a  +  a>-f-w')— €tt= 

p  (  «I  -h  lo'  )  —  ^3 


pu  — Cl 

(gt— g|)(gt— g») 

pa  — e, 
(gs— g|)(gj— gi) 


pa  — es 


(5) 
Racines  €%,  e^i  e^.  —  Fonctions  3*1,  <ft,  <^%. 

,  o'(a  — ci>)o'(a  —  Ci)')  (^(tt-*- (o -+- Cl)') 

0*  O)  tf  Cl)' CT  (  Ci)  -h  O*' )  ^*  " 
^(CD-hCo') 

^"-^«=fëy'  '^"-^•=(1?)''  ^"-^•=(y?y' 

^" *ïii — 

Les  fonctions  (^i,  (^a,  <^,  sont  paires. 

d    ^u  _  ^^u  c'y!*  rf   tfp^M .  tfx^  c'a 

du  cr^u'^  (fiu  <fxa '         dît  (^yU  "     ^  ^       ^^  <fyU  (f^u^ 


Valeurs  réelles  de  pu  quand  tu  et  t  sont  réelles. 

Considérons  le  rectangle  de  sommets  o,  ca,  co  h-  co',  co'. 
Quand  l'argument  u  décrit  le  contour  de  ce  rectangle 
dans  le  sens  o,  ca,  co  4-  co',  co',  o,  la  fonction  pu  diminue 
constamment  de  -+-  oo  à  —  oo  : 

i^  Quand  a  va  de  o  à  o),  pu  est  réel  et  décroit  de  oo  à 
ei  ;  p^u  est  négatif. 

9/^  Quand  ix  va  de  (o  à  co  -4-  co',  pu  décroit  de  e^  à  ^s, 
p'u  est  purement  imaginaire  positive. 

3**  La  variable  u  allant  de  co  +  co'  à  co',  pu  décroît 
de  «2  à  ^3,  p'u  est  réelle  et  positive. 


(6) 

4°  Enfin  u  revenant  de  w'  h  o,  pu  décroît  de  ^3 
à  — 00;  p'i*  est  purement  imaginaire  négative. 

En  tout  point  pris  dans  le  rectangle,  pu  est  imagi- 
naire. 


FONCTIONS   DB  JACODl. 


Séries  trigonométriques. 


H(w)  =  2 /y  sinp  —  ^  V^^'  sinSp  +  2  v^"  sinSf  - 
Hi(m)  =  ay^cosp-f-  2  y^çr^cosSi^-f-  2^^^*cos5p- 

e(u)  =  I  —  a^  C0S2P  -+-  2y*cos4i'  —  a^^cosôp  - 
ei(a)  =  I  -+-  2^  C0S2P  -H  2gr*cos4t'  -H  9.^'cos6p  - 


H,(M)=H(u;f-K), 

I 


e(a)=^H(a+tK'), 
ei(a)  =  ^H(a.H-K-i-iK'), 


Zéros  rfc  H  (a) 

2mK  -+-  2mK', 

» 

H,(M) 

(a/wH-OK-i-a/itK', 

)) 

e(«) 

2/nK-h(a/i-hi)tK', 

» 

e.(«) 

(2/nH-i)K-h(2n-hi)iK'. 

ÎK' 


Produits  infinis. 


H(u)  =  A2v/^siin'(i—  2  5r*cos2V  -h  9'*)(i  —  a^^co5  2P  4-  y*). . .; 

H|(W)=:  A2v/7COSP(H-2  5r»COS2PH-^*)(l-^2^*COS2Ç'-|-  <?*)..  -, 
e(M)  =A(l  —  2y  C0S2C  H-  9')(ï  —  2  ^3  ces  2  P -h  ^*).  •  •• 

6i(a)  =;  A(i-4-  25r  C0S2P   i   5r2)(n-2  5r»cos2P^-  <7''').  .  •• 


(  7  ) 
Addition  d'une  demi-période  ou  d'une  période, 

H(tt-HK)=      H,(w),  H(a-hfK')=     ae(M), 

e(a-4-K)=      ei(a),  e(w-h*K')=     aH(a), 

H,(tt-4-K)  =  — H(a),  H,(a-hiK')=      Xe,(a), 

e,(tt-4-K)=     e(a),  ei(w-f-iK')=    xh,(m), 

H(a4-K-+-tK')=      Xe,(M),  H(wH-2«K')=— (iH(a), 

e(a-f-K-htK')=      XH,(a},  e(aH-2eK0  =  -  {xe(a), 

H,(M -h  K  -h  iK')  =  -  i\  %{u),  \\,{u -+.  2*K')  =     fji  H,(M), 

e,(u-*-K-»- tK')=:      aH(u),  e,(tt-*-atK')=       jxOifM). 

Dans  lout  ce  qui  suit,  nous  supposerons  K  el  K'  par- 
licularisés  de  telle  façon  que 


v/? 


Belations  entre  les  <f  et  les  fonctions  de  Jacobi, 

,.,.,K„K.,=   îi^"-^.-..  =?-i:f-'î-. 

Ces  forntules  donnent  les  fonctions  d  construites  avec 
les  périodes  spéciales  K  et  iK'.  D'après  les  formules 
d'homogénéité,  les  fonctions  d  construites  avec  deux  pé- 
riodes (o  et  (!>',  assujetties  à  la  seule  condition 

w'  _  iK' 
o)  ~  '  K"  ' 

s'obtiennent  immédiatement  : 


V'"       /..iio"' 


r(«|c«,o.')-^~     H'('ô/'^' 


(8) 

V  o)     /    -  —  //* 


>        e,(o) 

o'a(a|a),cu')=-4--/e«^     . 


tf,("|co,a,')  =  -^— ^ei 


e(o) 


FONCTIONS  snUf  cn  M,   diwt. 


I     H(a) 
sn  M  =  -— :  277 — :  » 


,  /r7©i(w)  yp     e(o) 


H(^IV)  ^  Ht(o) 

e(K>      e,(o)' 


addition  d*une  demi-période  ou  d'une  période. 

en  a  ,  .^;,  I 

sn(a4-K)=       T — >  sn(M-l-iK)=         7 > 

dnw  Arsnu 

...  k'snu  ,  .-,,,  .  dnw 

cn(a-HK)= j ,  cn(tt-4- ïK  )  =  — 17 » 

^  ^  dna  A:snw 

j    /  .^x  ^'  j    /  t^^x  -.cnw 

dn(MH-K)=      -T — >  dn(a-hiK)=  —  t > 

^  ^  dnu  ^  sna 

,.        .,„  dn  a 

'  L'  en  ti 


cn(w  +  K  +  iK')  = 


A'  en  u 

-  ik'  ^ 
kcnu 


^  '             ena 

sn(a-f- 2K)  =  — snw,  sn(M+.2iK')=      snw, 

en(a  H-  2K)  =  — ena,  en  (m -h  liK')  =-  -  enu, 

dn(M4-2K)=      dnw,  dn(a-f- 2/K')  =  -  dnM. 


(  9) 


Argument  purement   imaginaire. 
Relation  entre  pu  et  snu. 


dn(<«|K,tK')  = 


dn(a|K\gK) 
cn(tt|K',  tK)' 


c«/«i  —  Cj  =  K,       w'/^i  —  ^3  =  *K'. 


Valeurs  réelles  de  sntt,  en  a,  dna  quand  K  c/  K'  «on/  réels, 

OA  =  K,        OB  =  K'  {Jig.  I), 

Fig.  «. 

B C 


lA    ^ 
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o 
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'Formules  d'addition, 
cna  =  cnucn(u  —  «)-+-  snasn(u  —  a)dna. 
sn'w  -H  en*  a  =  i, 


^*sn*M-t-  dn*w  =  i, 


^î-hA-'«=i, 


sn  a  on  f' dn  i^  H- sni?  en  a  dn  a 
sn(«*H-  p)  = 7^ — , > 


.o) 

>  —  sn 

j    ,  .        ânuânv  —  k^snusnv  cnucnv 

dn(MH-(;)=  y- — ~ . 


c.nucnv  —  snu  snp  dnudni' 
cn(M  -+-  v)  =  - — 


Dérivées, 


Si  Ton  suppose,  comme  dans  ce  qui  précède ,  R  et  K' 
liées  par  la  condition 


on  a 


du 


=       cnudnu, 


d{cnu) 

— j — '  =  — snadnw, 
du 

di^nu) 

—^-7 =  —  Ar'sn  w  en  u. 

du 

Développements  en  séries  entières. 

y}  ni 

snu  =  u  —  2koL -+-4A'*(a«-+-3) .7-7-? 

i.'2.i  '  1.2.3.4.5 

Autre  notation.  Fonction'^  2r. 

Oi 
-  A    .  9  Al    . 

2ri(t;|':)  =  2^*S!np7:  —  29r»s!n3p7r-i-'2(7*sin5t^ir  — .... 
3rj(i>|  -)  =  27*  cost'Tî  -1   2g'*  cas  iv T.   i   2 g'  *  cosSvt:  -  . . . , 


(  "  ) 

3r0(i^|T)  =  I  —  2gcos2Pir  -h  ag*  cos4^'rt  —  2^*  cosôvic  -h.  .t . 
at(p+i)--2ri(p),    a.(«'^-i)  =  &o(p). 

_  I  _i     — 


[02b] 

PROBLÈMES  DIVERS  SUR  LA  MÉTHODE  INVERSE 
DES  TANGENTES  ('); 

Par  m.  Ed.  GOLLIGNON. 

Problémb  dérive  de  celui  de  m.  de  Beaune. 

On  donne  un  axe  fixe  OX.  On  demande  de  trouver 
une  courbe  ÂB  telle  que,  si  Ton  mène  au  point  M  la 
langente  MR  jusqu'au  point  R  où  elle  rencontre  Taxe, 
puis  par  le  point  R  une  droite  RiV,  faisant  avec  RM  un 
angle  donné  a,  le  point  N,  où  la  droite  RN  coupe  la 
normale  MN  à  la  courbe,  appartienne  à  une  droite 
donnée  OH,  faisant  Tangle  ^  avec  Taxe  OX.  En  d'autres 
termes,  le  segment  MN  compris  sur  la  normale  entre  la 

(»)  Voir  p.  488. 


(  «o 

courbe  et  la  droite  OH,  doit  être  vu  du  pied  de  la  tan- 
gente R  sous  un  angle  a  donné  constant. 

On  peut  prendre  pour  origine  le  point  O  où  la  droite 
donnée  rencontre  Taxe  OX.  Le  cas  où  la  droite  serait 
parallèle  sera  examiné  à  part.  Nous  prendrons  pour  axe 
des  y  la  perpendiculaire  OY  menée  à  OX  par  le 
point  O. 

Pour  abréger  l'écriture  nous  poserons  m  =  tanga  et 
h  z=z  tang^.  Mous  avons^  par  conséquent, 

MN  =  RM  X  m. 

Soient  x  =  OP,  j  =  PM  les  coordonnées  du  point  M 

de  la  courbe, 

a:'=OP',       j^'=P'N 

les  coordonnées  du  point  N,  commun  à  la  normale  et  à 
la  droite  OH. 

Menons  par  le  point  M  la  droite  ML  parallèle  à  OX, 
jusqu'à  la  rencontre  de  NP'.  Les  deux  triangles  MLN, 
RPM  sont  semblables  et  donnent  les  égalités 

LN  _  LM  _  MN  _ 
RP  "  PM  ~  RM  "  ^' 

Observons  de  plus  que  RP  est  la  sous-tangente  de  la 

courbe  égale  à  ~ — •  Il  vient  donc 

LN  =RP  xm  =  mv^, 
LM  =  PM  X  m  =  my, 
et,  par  conséquent, 

ar'  =  OP'  =  OP  -  LM  =  a?  —  my, 
y=P'N  =  PM-f-LN  =zy^my^. 

La  condition  imposée  au  point  ^{x\y)  s'exprime 
par  la  relation  y''=  bx'^  équation  de  la  droite  OH;  ce 


(  '3) 
qui  conduit  à  réqualion  dîfTérentielIe 

dx 
ou  bien,  en  divisant  par  y^ 

Celte  équation  rentre  dans  le    type  des  é(|uations 
homogènes  y  et  les  variables  se  séparent  si  l'on  prend 

pour  variable    le   rapport  —  des    deux   coordonnées* 

Posons  —  =  «;  il  viendra,  en  chassant  x  et  dx. 

y 

On  résoudra  cette  équation  par  rapport  a  —  ;  il  vient 


dy  _^  mdt  __ 

y   ~  {b  —  m)t  — (bm-^i)  ~  b 


^  r     ^^     1 

—  ml  n-  bm  I 


Mais  m  =  tanga,  b  =  tang^  *,  donc 

i-hbm  _  iH-tangatangp i  _  ,. 

b  —  m  ""   tang^  —  tanga    ~  tang(P  —  a)"        ^^      ^^* 

et  nous  ferons  |x  =  cot(P  —  a)  =  li_^,  pour  simpli- 
fier la  notation.  Nous  aurons  donc 

,    .  dy  m      I    dt    \ 

équation  dont  l'intégrale  générale  est 

m 

(3)  j'  =  G(<-hl)*-'-, 

avec  une  constante  arbitraire  C. 


(  '4) 

Le  cas  de  b  =  m  doit  être  trailé  à  part;  on  a  alors 
P  =:  a,  et  cot(P  —  a)  a  une  valeur  infinie.  L'équalîon 

1-4- m  (^-1-  ^ — )  =  b{t  —  m) 

peixl  son  terme  en  t  et  se  réduit  à  la  forme 

/     ...  dy  mdt  ^       j^ 

•^       ■  y  tM- mo  I -h /?i« 

d'où  résulte  réquation  intégrale 


_^' 


(3  bis)     :  ^=C^    »+'«• 

Si  dans  l'équation  (3),  qui  correspond  à  la  non-égalité 
de  m  et  de  b^  on  remplace  t  par  — >  il  vient  pour  l'équa- 
tion de  la  courbe  cherchée 

h  m 

(4)  y^^^^^Cix-nyy'^. 

La  même  opération  appliquée  à  Téquation  (3  bis) 
conduit  à  réquatioii 

Les  deu^ équations  (4)  et  (4  bis)  donnent  la  solution 
dans  tous  les  cas  possibles,  sauf  celui  où  la  droite  OH 
est  parallèle  à  OX.  Mais  pour  la  discussion  du  problème, 
il  convient  d'examiner  plusieurs  cas,  suivant  que  l'on  a 
i  <C  m  ou  i  >  m,  et  suivant  que  m  est  positif  ou  néga- 
tif. Quant  à  by  on  peut  toujours  le  supposer  positif. 


(  >3  ) 

Discussion  de  là  solution. 

Premier  cas  :  b  ot  m  positifs.  —  Ce  cas  se  subdivise 
eu  deux,  suivant  que  b  est  plus  petit  que  m  ou  que  b  est 
plus  grand. 

1*  b<,m. 

L'équation  (4)  devient,  en  prenant  positivement  les 
exposants  dans  les  deux  membres, 

m  b 

Le  nombre  \f.  est  négatif,  car  on  a  toujours  [x  =  ^— - — :; 
nous  poserons  donc  [x  =  —  jx',  et  Téquation  deviendra, 
en  posant  — -— ,  =  «,  -  .   ^ 

Lorsque  n  est  entier,  la  courbe  est  une  courbe  algé-*- 
brique  du  n^*™®  ordre. 

Le  signe  de  m  dépend  du  sens  dans  lequel  on  porte 
le  segment  MN  sur  la  normale  à  la  courbe;  ce  sens 
doit  être  choisi  dans  chaque  <;as.  particulier  de  manière  à 
justifier  les  formules  de  transformation  dont  on  a  fait 
usage,  savoir 

,  y  dx 

tP  b>m. 

L'équation  (4)  conserve  sa  forme  primiiive,  [x  est  po- 
sitif, et  ^i  Ton  fait  -, =  n.  elle  devient 

yn^i=:C(x~iiy)", 

Si  n  est  entier,  elle  est  du  (r?  -f-  i)»'"*  ordre. 


(  i6) 
Second  cas  :  b  positif,  m  négatif.  —  Alors  h  —  m  est 
toujours  positif.  Faisons  m=-  —  ml  y  en  mettant  le  signe 
en  évidence.  L^équation  (4)  deviendra 


h  m' 

ou  bien,  en  ramenant  les  exposants  à  une  valeur  positive, 

h  m* 

Dans  ce  cas  [x  =  -r-^;- —  =  -r r  peut  être  positif, 

nul  ou. négatif,  suivant  que  hml  est  moindre  que  Tunité, 
iégal    a  l'unité,    ou   plus    grand  que  Tunité.   Faisons 

; —  =  /ï,  ce  qui  entraîne  — ^ —  =     ___   •  L  équation 

devient 

et  en  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à  la 
puissance  dont  l'exposant  est  /i,  il  vient  en  définitive 

Nous  résumerons  les  divers   cas   que  nous  venons 
d'indiquer  dans  le  Tableau  suivant  : 


(  '7) 
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(  «8  ) 
La  constante  C  qui  figure  dans  ces  équations  est  par- 
tout homogène  à  une  longueur.  Ou  peut  la  faire  égale  à 
zéro,  sauf  dans  le  cas  de  b  =  m.  Ou  obtient  alors  pour 
solution  une  droite  quelconque  passant  par  Porigine. 
Si  Ton  prend  la  droite 

y  =  a7tang(p  — a), 

on  voit  qu'elle  satisfait  à  toutes  les  conditions  en  y  asso- 
ciant la  droite 

y=ar'tangp, 

qui  fait  l'angle  a  avec  la  première. 

Parmi  toutes  les  courbes  qui  sont  comprises  dans  le 
Tableau  précédent,  il  peut  y  avoir  des  courbes  du  second 
ordre.  On  en  obtient  : 

1^  En  faisant  it  =:  2,  pour  m  positif  et  plus  grand 
que  b; 

2"*  En  faisant  «  =  i ,  avec  m  positif  et  moindre  que  b  \ 

3"*  En  faisant  «  =  a,  pour  m  négatif. 

On  obtient,  en  effet,  d'après  ces  hypothèses,  les 
équations  : 

qui  représente  une  parabole; 
qui  en  représente  nne  autre  *,  et 

qui  représente  des  hyperboles. 

Les  paraboles  passent  par  l'origine,  au  point  de  ren- 
contre de  Taxe  OX  et  de  la  droite  j/=  ij/. 

Si  Ton  cherche  à  appliquer  cette  théorie  à  une  para- 
bole quelconque  passant  par  l'origine,  on  n'est  pas  cer- 
tain d'avance  que  cette  parabole  possédera  réellement 
la  propriété  indiquée.  Pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut 


(  «9) 
que  les  valeurs  de  m  et  6  soient  réelles;  autrement  il 
n'existerait  pas  de  droite  réelle  satisfaisant  à  la  condi- 
tion  imposée.  Prenons,  par  exemple,  la  parabole 

Nous  devons  déterminer  m  et  ft  par  les  relations 
m 


m—  b 
I-+-  bm 


m  —  b 
On  tire  de  la  première 

b  =»  \niy 


et  la  seconde  devient 
ou  bien 


m       ^ 


m* —  II' m  -h  2  =  o. 
On  a  donc  pour  m 

Le  nombre  m  ne  sera  réel  qu'autant  qu^on  aura 

et  la   moindre  valeur  admissible   pour  [x'  est  égale  à 
2  y/â;  à  cette  valeur  limite  correspondent  les  valeurs 

m  =  /î,        6  =  -— , 

ce  qui  donne  pour  les  angles  a  et  ^ 

a  =54^4',         P  =  35'»i6' 

environ.  Les  deux  angles  sont  complémentaires,  puisque 
le  produit  des  tangentes  est  égal  à  l'unité. 


(    20) 

La  parabole 

correspond  aux  valeurs  de  m  et  £  déduites  des  équations 

m 

-. =  n  =  2, 

o  —  m 

I  -h  mb 

De  la  première  on  tire  b  =  ^m,  et  substituant  cette 
valeur  dans  la  seconde,  il  vient 

ce  qui  donne 

'^-6-V36~3~  6 

La  propriété  n^est  donc  réelle  pour  la  parabole  que 
si  [X  est  au  moins  égal  à  2  ^/6. 
A  la  valeur  limite 

correspondent  pour  ni  et  b  les  valeurs 

et  Ton  a  encore 

de  sorte  que  les  valeurs  limites  des  angles  a  et  ^  sont 

encore  complémentaires.  On  a,  pour  m  =  l/|> 

a  =  39°i4', 

et  pour  b  =  |/-, 

P  =  5o'»46' 
environ. 


(a.  ) 
Lorsqu'on  examine  de  même  les  hyperboles  repré- 
sentées par  l'équation  générale 

on  a,  puisque  m  est  négatif  et  égal  à  —  m', 

b-hm' 
m 
I  —  bm' 

b  -h  tn 

On  tire  de  la  première 

b^m\ 
et  la  seconde  devient 

m'*  -h  2  fi  /n' —  I  =  o, 

ce  qui  donne  pour  m' 

m'  =  —  fi  di  v/k*  h-  I  • 

]]  faut  que  rrl  soit  réel  et  positif.  La  réalité  de  m  est. 
assurée  quelle  que  soil  la  valeur  de  [x.  Mais  la  valeur 
positive  exige  qu^on  prenne  le  signe  supérieur  du  radical 
et  qu'on  pose  • 

m!  —  —  (1  -t-  /{x*  -4-  I . 

La  même  formule  donne  6,  puisque  h  =  m'. 

Pour  (X  =  o,  m'=  I ,  et  la  courbe  devient  l'hyperbole 
jry  =  C*,  rapportée  à  ces  asymptotes.  La  droite y'=  bx' 
est  alors  la  bissectrice  y  =  x  de  l'angle  des  axes.  Il  est 
aisé  de  vérifier  géométriquement  la  propriété  de  la 
courbe. 

Propriété  générale  des  courbes  étudiées. 

Si  on  laisse  de  côté  la  constante  C,  l'équation  de  la 
courbe,  sauf  le  cas  de  6  =  m,  ne  dépend  que  des  expo- 
sants   r  ou  î —  et  du  coeflicient  ui.  Les  expo- 

m  —  b  m*  ^  " 


sants  ne  sont  pas  altérés  si  l'on  multiplie  les  nombres  m 
et  b  par  un  même  nombre  X;  mais  le  coeflicient  p.  subit 
de  ce  fait  une  certaine  modification  et  passe  générale- 
ment de  la  valeur 

a  la  valeur 


m — b  \{m  —  b) 

Toutefois,  il  conserve  sa  valeur  si  l'on  a  identiquement 

i-H  mb  _  1  -4-  m6X" 
m  —  6  ""  \{m  —  b) 

c'est-à-dire    si  le  facteur  X  satisfait   à  l'équation  du 
second  degré 

Les  racines  de  cette  équation  sont 

X  =  I        et        X  =  — i-- 
mb 

La  première  laisse  subsister  sans  altération  les  coeffi- 
cients m  et  b.  Mais  la  seconde  montre  que  l'équation  de 
•  la  courbe  reste  la  même  si  l'on  substitue  aux  rapports 

m        et        6 
les  rapports 


mX  = 

I 

et 

m' 

ce  qui 

revient  à  remplacer  les 

angles 

a 

et 

p 

par  les  angles 

-? 

et 

7t 

c'est-à-dire  par  les  angles  complémentaires  alternés. 
Dans  les  cas  limites  signalés  plus  haut,  les  angles  a 

et  p  étant  complémentaires,  la  substitution  de |3 


(.3) 

à  a  laisse  a  tel  qu'il  est,  et  ^  est  de  mémo  conservé;  de 
sorte  que  les  nombres  m  et  i  ne  peuvent  subir  aucune 
altération  sans  changement  de  la  courbe. 

Cas  do  parallélisme  des  droites  OX,  011. 

Il  reste  un  cas  à  examiner  :  celui  où  la  droite  donnée 
est  parallèle  à  la  droite  OX.  Le  problème  est  alors  plus 
simple^  car  il  suffit  d'égaler  Toi^onnée  y  îi  uue  cons- 
tante /i.  L'équation  différentielle  devient 

et  l'intégrale  générale  est 

C'est  Téquation  de  la  courbe  de  M.  de  Beauue  géné- 
ralisée, rapportée  à  l'asymptote  et  à  un  axe  perpendicu- 
laire. 

On  voit  que  le  problème  est  très  général  et  comprend 
comme  solution  des  courbes  d^ordres  et  d'espèces  très 
différentes,  les  unes  algébriques,  les  autres  transcen- 
dantes; celles-ci  sont  de  la  forme 

1-4-  m*     .  /  r  \ 
ou  de  la  forme 


mx  =  hl(^^)-y. 


Toutes  ces  courbes  peuvent  être  regardées  comme 
engendrées  par  le  sommet  M  d'un  angle  droit  RMîV, 
appartenant  à  un  triangle  rectangle  formé  par  la  tan- 
gente MR,  la  normale  MN  et  la  droite  RN  qui  joint  le 
pied  R  de  la  tangente  à  l'interseclion  N  de  la  normale 
avec  la  droite  fixe  OH.  Si  Ton  fait  suivre  la  courbe  au 


(M) 

point  M,  le  triangle,  dont  les  deux  autres  sommets 
décrivent,  l'un  Taxe  OX,  l'autre  la  droite  OH,  se  déplace 
en  se  déformant,  mais  en  conservant  sa  similitude^ 
puisque  Tangle  MRN  =  a  et  Tangle  droit  RMN  restent 
constants  tous  deux.  De  plus,  le  côté  RM  reste  tangent 
à  la  courbe.  Imaginons  la  circonférence  circonscrite  au 
triangle  mobile.  Son  centre  sera  le  milieu  I  de  l'hypoté- 
nuse RN.  Considérons  deux  positions  infiniment  voi- 
sines du  point  M  et  du  triangle  RMN  qui  y  est  attaché. 
Quand  ce  triangle  passe  dans  la  position  infiniment 
voisine  R'M'N',  le  point  I  passe  en  I',  la  figure  tourne 
de  l'angle  formé  par  les  tangentes  RM,  RM',  c'est-à-dire 
de  l'angle  de  contingence  de  la  courbe;  enfin  les  dimen- 
sions linéaires  du  triangle  sont  réduites  dans  le  rapport 
des  diamètres  RM,  R'N'  des  deux  cercles  circonscrits. 
On  passe  donc  de  la  première  position  a  la  seconde  : 
i^  par  une  translation  IF;  2^  par  une  rotation  autour 
de  I  égale  à  l'angle  dto  de  contingence;  3^  par  une  dila- 
tation ou  une  contraction  mesurée  par  le  rapport  de 
deux  droites  homologues  prises  dans  chaque  figure  : 

RN   ""   RM   ""    MN  ' 

Les  coordonnées  Xi ,  jr^  du  centre  I  du  cercle  mobile 
sont  données  par  les  équations 

I  /  y  dx  ,\ 

="-f('"-^i)="('-i)--^('"-^-0' 

Si  de  ces  relations  on  tire  x  et  j^  en  fonction  de 
jr,,  j'i,  et  qu'on  substitue  dans  l'équation  de  la  courbe, 
on  aura  comme  équation  finale  en  x,  et  y,  l'équation  du 


(a5) 
lieu  du  point  I.  Une  fois  ce  lieu  tracé,  le  lieu  du  point  M, 
c'est-à-dire  la  courbe  (x,  ^),  s'en  déduirait  aisémenl  : 
par  chaque  point  I  faisons  passer  la  droite  RN  qui,  dans 
l'angle  HOX,  est  divisée  au  point  I  en  deux  parties 
égales.  Cette  droite  construite,  on  fera  sur  RN  un 
triangle  rectangle  en  M,  et  ayant  Tangle  a  en  R.  Le 
sommet  M  de  Tangle  droit  sera  le  point  correspondant 
de  la  courbe. 


[A3a] 

THKORfiNB  SUR  LBS  ÉOUATIONS  ALGÉBRIOUES; 

Par  m.   p.   SONDAT. 


Si  L'équation 

de  degré  impair,  a  racines  égales,  on  a,  pour 

celte  racine  multiple, 

.        A,        A, 

A,  A|  et  A2  étant  des  fonctions  homogènes  et  du  second 
degré  des  coefficients  a^  b^  c^  ,.  .^  h^h^  L 

Appelons  0|,  ^2,  <f3,  . . .,  On-\^  d-i  les  dérivées  suc- 
cessives de  <p,  divisées  respectivement  par  n^  n{n  —  i), 
7ï(/ï  —  i)(/i  —  2),  ...^etsoit 

^{x)  =  637"-»  —  (n  —  i)cx^-^-^. . .  —  (n  —  i)kx  -h  /. 
Dans  'j|  et  '},  remplaçons  les  puissances  décroissantes 


(26) 

de  X  par  Ar,  /t,  . . . ,  c,   &,  a  et  ensuite  par  /,  Xr,  A^  • . . , 
c,  6,  ou  posons 

/  A  =aA:  — (n  — i)6A-f-...— (n  — i)A6H-A:a, 

(a)       J  A|=  a/  — (/i  — 1)6/:-+-. ..— (/i  — i)Ac  -h  A*  A, 

(  A,=  6/  — (n  — i)cA:-f-...-(n--i)A:c  -h /6. 

Dans  ces  fonctions  homogènes,  remplaçons 

a,    6,    c,     ...,    hy    k,     l 
par 

et  appelons  A\  A',,  A!,  les  résultats  des  substitutions. 
Nous  aurons 

IA'=  a©,  —(/i  —  i)9,9„_, -+-...— (n  —  i)<p,©,i_,-i-a(p,, 
A'j=    a<p    — (/i-ri)<pi?«-i-+-...— (n  — i)(p,9«_i-i-©,o,^,, 
^i  =  ??n-i— (/»  — i)?i?/i-î-+-.-  — (^  — 0?i?/i-î-+-??/i-i- 

//A' 

Or  -j—  =  o,  donc  A'  est  indépendant  de  x. 
De  plus 

(4)  A'  =  A, 

car  en  faisant  x  ==  o,  on  rend  les  ternies  de  A'  égaux  à 
ceux  de  A(*). 
On  trouve  aussi 

llx  -  ^' 
d'où 

Aj  =  Aa-  -H  c, 

et,  en  faisant  x  =  o,  —  A,  =  c.  Donc 

(5)  a;  =  Ax-A,. 


(')  Voir  un  théorème  analogue,  A''.  J.,  p.  169;  1897. 


(  ^7) 
En  procédant  de  même,  on  aura 

—y^  =  aA',  ==  ^^x  —  2A|, 
(6)  a;  =  Aa?*—  a  A,  x  h-  A,. 

Cela  posé,  si  Téquation  (i)  a racines  égales,  en 

attribuant  à  a:  la  valeur,  soit  p,  de  cetle  racine  mul- 
tiple, annulant  cp,  ^ i,  •  •  •,  cp„_,  et,  par  suite,  A',  et  A^, 

on  aura,  pour  la  déterminer,  les  deux  équations 

Ap  —  Aj  =  o, 


'  Ap'— aAtp -h  Aj=  o, 

d'où 

et,  par  suite, 

Af— AA,=  o, 

pour  Tune  des  conditions  de  mulliplicité. 

Remarques.  —  I.  Si  p  était  une  racine  multiple  de 

l'ordre »  annulant  A',  A',,  A^,  les  équations  (7), 

devenant  identiques^  la  laisseraient  indéterminée,  mais 
l'équation  0,=  o,  traitée  de  la  même  manière,  la  ferait 
connaître,  et  Ton  aurait  alors  les  trois  conditions  simples 
de  multiplicité 

A  =  o,         Ai=:o,         Ai=o. 

II.  Avec  /i=2v  pair,  si  l'équation  (1)  avait  v  +  i 
racines  égales,  cbacune  des  équations  a>,  =  o,  <]/  =-  0,  de 
degré  impair,  en  aurait  v,  car 

et  le  théorème  leur  serait  applicable. 


(  28) 
Donc,   quand  une  équation  algébrique,  de   degré 
quelconque,  a  plus  de  la  moitié  de  ses  racines  égales, 
la  racine  multiple  doit  affecter  la  forme  (8). 

applications.  —  I.  Si  /i  =  3,  on  a,  pour  une  racine 
double, 

_^     bc  —  ad     __  '2(c*— Arf) 
^^^  '^""  rr^«  — ac)  ""    bc^-ad 

II.  Si  /t  =  5,  on  a,  pour  une  racine  triple^ 

_     icd—Zbe-^-af    _  li^d*—  ^ce -h  bf) 

et  les  trois  trinômes  seraient  nuls  avec  une  racine  qua- 
druple, donnée  par  (9). 

IIL  Si  n  r=  6,  une  racine  quintuple  est  donnée  par  (9), 
une  racine  quadruple  par  (10)  et  entraine  alors  la 
condition 

lorf* — i5ce  -h  6b/ —  aff  =  o. 


[Qlb] 

LBS  SÉRIES  DIKS  Li  PANGÉOMÉTRIE; 

Pab  m.  m.  EFIMOV. 


Dans  son  Précis  de  Géométrie  ou  Pangéométrie, 
Lobatchefsky  emploie  les  relations 


tangin(a:)=: 

e-^, 

8inn(ar)  — 

•;• 

e-*^-+-  e 

X 

cosn(a7)  = 

-X 
-JC 

Puis  en  remplaçant,  dans  un  triangle  dont  les  côtés 


(  >9) 
sont  infiniment  petits,  ces  expressions  par  leurs  valeurs 
approchées 

sînn(x)  =  I JT», 

cosn(j7)  =  r  —  -a-'  =  j^, 

il  trouve  les  théorèmes  de  la  géométrie  non-euclidienne. 
On  peut  montrer  que  l'équation 

sinll(a)sinn(6)  =  sinU(c} 

embrasse  aussi  le  théorème  de  Pythagore.  En  effet,  eu 
substituant  les  valeurs  approchées,  on  aura 


(=-$)(-?)—?• 


Ensuite,  en  négligeant  les  infiniment  petits  d'un 
ordre  supérieur  au  second,  particulièrement  dans  un 
triangle  presque  isoscèle,  il  vient 

De  la  même  manière,  la  relation  de  Lagrange  entre 
triangles  sphérique  et  rectiligne,  dans  lesquels  les 
côtés  sont  égaux,  mais  les  angles  différents,  permet  de 
déduire  la  formule  fondamentale  de  la  pangéométrie 
pour  la  résolution  des  triangles  obliquangles. 

En  remplaçant,  dans  la  formule  du  triangle  sphé- 
rique 

cosc  =  cosa  cos6  -h  sina  siab  cosG, 

les  valeurs  des  côtés  par  leurs  développements  en  séries 
trigonométriques,  on  a 


(3o) 
(1  en  résulte 

sinll(c)  =      sin  II(a)sin  n(6) 

-hcosII(a)co8a(6)(  I — j  cosC. 

Puis,  dans  tout  triangle  rectiligne, 

c«=  a*-+-  ô*—  2a6cosC'; 

et  quand  Tangle  C  s^approche  de  -^y  alors  son  cosinus 
tend  vers  zéro;  par  suite 

I _ —  =  1  —  _. 

6  6 

Mais 

tangn(c)=i^i-lc*), 

ce  qu'on  déduit  aussi  immédiatement  de 

sin  U(c)  _  a 

cosn(c) ~  I      * 

Par  conséquent 


d'où 


I  —  -c*  =  sinll(c). 
6 


On  détermine  enfin 

sinn(c)=      sinn(a)sin  n(6) 

+  sinll(c)  cosII(a)cosn(6)cosC, 

d'où,  en  divisant  par  le  premier  terme, 

sinn(a)sînn(6) 


I  —  cosn(a)cosII(6)  cosG  = 


sinll(c) 


(3,  ) 

Il  esi  évident  que  les  valeurs  approchées,  actuellement 
enseignées,  sont  les  deux  premiers  termes  des  séries 
suivantes 

sinD^^*)  =  — =1 h  --Ï --J— 

i385ar8        5o52iar»o 

■^-8! T^T--^- 

Dans  l'autre  cas, 

sinn(a:)  = =  I  —  -  — 

^    ar*        3i  a?*        38i  a:* 

■^  75  4!  ~"7î  f)î  "^  Ts*  8T     •••• 


CERTIFICATS  DÉTIIDE8  SlIPfiRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1899.    —    COMPOSITIONS. 


Clermont* 

Certificat  d'Analyse. 

Trouver  les  courbes  telles  que  le  rayon  de  courbure 
en  un  point  M  de  la  courbe  soit  une  Jonction  donnée 
du  rayon  vecteur  OM  de  ce  point,  O  est  un  point  fixe. 
Traiter  complètement  le  cas  où  le  rayon  de  courbure 
est  proportionnel  à  OM. 

Lorsque  la  distance  OP  du  point  O  à  la  tangente 
en  M  est  proportionnelle  à  une  puissance  de  OM,  il  en 
est  de  même  du  rayon  de  courbure;  trouver  l'équation 
de  ces  courbes  sous  forme  finie. 


x)?dx. 


(  3.  ) 
Épreuve  pratique.  —  Calculer  les  deux  intégrales 

f  x9(i^ 

En  déduire  une  valeur  approchée  du  nombre,  base 
des  logatithmes  népériens;  limite  supérieure  de 
l^ erreur  commise. 

Certificat  de  Mécanique. 

I.  Un  point  mobile  sur  une  parabole  est  soumis  à 
V action  d'une  force,  fonction  de  la  distance,  passant 
par  le  foyer.  Trouver  la  loi  de  la  force  pour  que  cette 
parabole  soit  une  courbe  brachistochrone. 

Étudier  le  mouvement  et  calculer  la  réaction. 

II.  Dans  le  mouvement  d'un  plan  sur  un  plan  une 
droite  du  plan  mobile  passe  par  un  point  fixe  O,  la 
base  est  un  cercle  passant  par  O. 

Trouver  la  roulette  et  construire  à  chaque  instant 
le  cercle  des  inflexions. 

Epreuve  pratique.  —  Une  aire  plane  homogène  est 
limitée  par  deux  droites  rectangulaires  OA,  OB  et  un 
arc  de  cercle  AB  tangent  à  ces  deux  droites. 


0 

Trouver  en  unités  C.  G.  S.   : 

I**  Les  distances  du  centre  de  gravité  aux  deux 
droites  OAe^OBj 


(33) 

2®  Le  moment  d' inertie  de  Vaire  par  rapport  à  la 
droite  AB. 

Masse  totale  de  Vaire  =  2400, 

OA  =  OB  =  i8o. 

Grenoble. 

Certificat  d'Analyse. 
On  considère  la  surface  définie  par  l'équation 

et  l'on  demande  de  déterminer  : 

I  **  Les  lieux  des  traces  des  normales  à  cette  surface 

sur  les  plans  zOx  et  yOx-^ 

2**  Les  lignes  de  courbure  de  cette  surface. 

On  reconnaîtra  que  cette  surf  ace  est  de  deux  façons 

différentes  l'enveloppe  d 'une  famille  de  sphères, 

Épkeuvb  pratique.  —  Déi^eloppement  de 

y=\{x'^  /a:«— i)'« -^  J  (a?  -f-  /à:»— i)-'«, 

sMÛwant  les  puissances  ascendantes  de  x^  m  étant  entier 
ou  fractionnaire.  Cercle  de  convergence. 

Certificat  dr  Méganique. 

Épreuve  écrite.  —  Un  point  matériel  M,  de  masse  m^ 
non  pesantj  est  mobile  sans  frottement  sur  la  sphère 

ar* -h ^' -i- ^*  =  a*. 

^  et  ^  désignant  ses  coordonnées  polaires  [colati- 

tude  et  longitude).   Il  est  soumis  à  V action  d'une 

force  F  dirigée  constamment  suivant  la  tangente  au 

méridien  et  que  Von  convient  de  considérer  comme 

Ann,  de  Afathémai,,Z*  série,  t.  XIX.  (Janvier  1900.)  3 


(34  ) 
positive  dans  le  sens  oit  6  croit ^  comme  ndgatii^e  dans 
le  sens  opposé. 


i*'  Démontrer  que  F  peut  être  exprimé  par  la  for- 
mule 

oii  A  est  une  constante  positivée  ; 
2"  On  suppose  F  donné  et  égal  à 

on  demande  de  déterminer  les  différentes  trajectoires 
que  peut  décrire  le  point  h  et  de  montrer  que  les  cônes 
ayant  pour  sommet  le  centre  de  la  sphère  et  pour 
directrices  ces  trajectoires  sont  tous  du  quatrième 
degré. 

Examiner  le  cas  particulier  suiK^ant  : 

tj^Q  ==  o;  /a  vitesse  initiale  Vq  est  perpendiculaire  à  O  c, 
et  Von  a  : 

'i  =  ïS-îs(»-<;)- 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  un  prisme  droit 
homogène  dont  la  section  droite  est  un  triangle  rec- 
tangle  et  isoscèle  OAB  de  côté  a  et  dont  les  arêtes  ont 
une  longueur  h,  La  densité  du  prisme  est  o. 


(35) 
On  demande  les  moments  d'inertie  du  prisme  par 
rapport  à  ses    arêtes  et  les  longueurs  des  pendules 


simples  synchrones  des  pendules  composés  que  l*on 
obtient  en  faisant  osciller  le  prisme  successivement 
autour  de  ces  arêtes  supposées  horizontales. 


LiUe. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 
I**   Déterminer  les  pôles  de  la  fonction  de  u 

i   p' u — p'v 
y=- --y 

2      pu  —pv 

ail  pu  est  la  fonction  de  TFeierstras  et  oii  v*  désigne  un 
argument  constant; 

2"  Décomposer  cette  fonction  en  éléments  simples  et 
déterminer  son  intégrale  ; 

i""  Démontrer  a  priori  que  la  fonction  elliptique 
du  huitième  ordre 

m 

satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

où  f(j)  représente  un  polynôme  du  quatrième  degré 
en  y  \  former  ce  polynôme. 


(36) 

Mkcamque  rationnelle. 

Deux  points  matériels  non  pesants  M  et  M',  de 
masses  m  et  m',  sont  assujettis  à  se  mouvoir,  sans  frot- 
tement, le  premier  sur  un  cylindre  de  révolution,  le 
second  sur  l'axe  de  ce  cylindre;  on  demande  d'étudier 
leurs  mouvements,  sachant  qu'ils  s'attirent  proportion- 
nellement à  leur  distance. 

On  suppose  qu'à  l'instant  initial  les  deux  points 
sont  dans  un  même  plan  xOy  de  section  droite  du 
cylindre,  et  l'on  déterminera  les  vitesses  initiales,  de 
manière  que  le  centre  de  gravité  G  du  système  des 
deux  points  reste  dans  le  plan  xOy^  pendant  toute  la 
durée  du  mouvement. 

MÉCANIQUE  APPLIQUÉE. 

Composition  écrite.  —  Etablir  les  équations  de  la 
théorie  générale  des  turbines  hydrauliques,  et  les 
appliquer  à  une  première  étude  comparative  des 
diverses  dispositions  adoptées  pour  ces  moteurs. 

Épkbuve  PRATIQUE.  —  On  douue,  par  un  croquis 
côté  y  une  distribution  Farcot  dont  l'une  des  ailes  de 
la  came  a  pour  profil  une  développante  de  cercle. 

I  ®  De  quel  angle  faut-il  faire  tourner  la  came  pour 
faire  passer  l* indice  de  délente  de  ~^à  ^,  -^y  . . .? 

•i°  Déterminer  par  tangentes  le  profil  de  la  seconde 
aile  de  la  came  de  manière  à  obtenir  le  même  indice 
de  détente  des  deux  côtés  du  piston,  malgré  l'obliquité 
de  la  bielle  du  piston. 

Astronomie. 
Kpreu  V  E  TH ÉOR I Q t' E .  —  Déterminer  les  éléments  de 
Vorbilcd*unc  planète  dont  on  connaît  la  position  el  la 
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vitesse  initiales  (  on  établira  toutes  les  formules  em- 
ployées). 

Etudier  comment  varient  ces  éléments  lorsque,  la 
grandeur  et  la  direction  de  la  vitesse  initiale  restant 
invariables^  la  position  initiale  occupe  les  différents 
points  d'un  rayon  vecteur  issu  du  Soleil  (on  laissera  de 
côté  les  orbites  hyperboliques), 

Marseille» 

Analyse  infinitésijualk. 

On  considère  la  fonction 

jrz=za(z  —x)^ — 4a.r(3  —  xy-^{6ax*-^  b)(z  — x)* 
—  7,x{iax^-^  b){^  —  x)-^  ax^-+-  bx^-+-  c, 

et  V équation  différentialle 

dx         ^^' 

1°  Intégrer  cette  équation  quand  on  a 
a  =  1 ,        6  =  1,        c  =  o^ 

2**  En  prenant  z  —  2X  pour  nous^elle  fonction  de  x, 
on  peut  ramener  l'intégration  de  l'équation  différen- 
tielle aux  quadratures.  Réduire  ces  quadratures  aux 
formes  les  plus  simples  dans  le  cas  oii  c  ri! est  pas  nul. 
On  considérera  spécialement  le  cas  oà  l'on  a 

a  4-  6  H-  c  =  o; 

3"  Intégrer  l'équation  différentielle,  dans  le  cas  oà 

l^ona 

a  =  I,        6  =  0,        c  =  I, 

au    moyen    d'une    série    entière  en    x,    s' annulant 
pour  xz=:  o^  et  convergente  dans  un  cercle  aj  ant  pour 
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centre   l'origine.    On    indiquera  seulement  la    rrgle 
de  construction  de  la  série,  et  Von  déterminera  une 
limite  du  rayon  du  cercle  de  coni^ergence. 

Posons 
il  viendra 

et  réquatiori  générale 
prendra  la  forme 


dx  =  -^-- , 


où  les  variables  sont  séparées. 

Dans  le  calcul  proposé,  on  a,  par  les  procédés  clas- 
siques^ pour  «  =  1 ,  6  =  1 ,  c  =  () 


9.  t  yJ~l^--\-\\ 

—  K  arc  IK  t: -H  3t  arc  Ijî - 


OÙ  Ton  a 

Dans  le  cas  général,  on  a  des  intégrales  abéliennes  de 
forme  classique  qui,  pour  a  -f-  i  +  r  =  o,  se  ramènent 
à  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 

Enfin,  dans  le  cas  où  Ton  a 

a  =  I,         6  =o,         0  =  1, 
Téquation  diÉférenlielle  a  la  forme 

dz  .. , 

En  appliquant  le  théorème  classique  de  Briot  et  Bou- 
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quel,  on  peut  prendre,  par  exemple, 

6  =  |^|<i        a  =  \x\<l        M  =  /I. 

et  Ton  a  pour  rayon  du  cercle  de  convergence  d'après 
Rriot  el  Bouquet 

Epheuve    pratique.    —  Ramener  à   une  intégrale 
simple  le  calcul  de  l'aire  déterminée  par  un  contour  * 
simple  fermé  sur  le  paraboloide  dont  V équation  est 

xy 
z  =  — *-  * 
a 

en  coordonnées  rectangulaires. 

lUn  particulier,  faire  le  calcul  dans  le  cas  oit  l'aire 
considérée  se  projette  suivant  l'une  des  boucles  de  la 
courbe  définie  sur  le  plan  des  xy  par  V équation 

p*-i-  a*=  a*  V^i  -4-  2  sino)  cosu>. 

Eifaluer  cette  aire  à  i  *^°*'ï  près,   en  prenant  a  égal 

Quelle  est  la  signification  du  signe  de  a? 

SOLUTIONS. 

po=o,         (pj -f- </*)*  =  «'(sinto -4- coso)), 
A  =  «J^4^^  ^  a^x  o,i.po. 

D 

Le  signe  de  a  est  lié  à  la  distribution  des  plans  tan- 
gents le  long  d'une  génératrice. 


4*> 


MEJli.^I-CE- 


Dans  un  plan  vertical,  une  p^.aque  ABCD  est  assu- 
jeilie  à  glU§er  fur  une  droite  korizontaJ^  0\;  la 
pbjqne  pèse  lo**  et  le  co^f^cient  de  Jrottenient  est 
égal  à  0,1. 

En  un  point  E  de  la  plaque  est  ai  tachée  l'une  des 
extrémités  d'un  Jii,  /7«xi'7-î\  inextensible  et  sans 
mafse,  qui  va  passer  yur  une  poulie  pleine  et  homo- 
gène pesant  10'»,  qui  est  mobile  autour  d'un  are  ho- 
rizontal I. 


c       o 

A B 


Le  fil  s^ enroule  d'abord  sur  la  poulie  sur  laquelle 
il  ne  peut  pas  glisser,  puis  il  quitte  la  poulie  et  porte  à 
son  autre  extrémité  un  poids  P  de  i^^. 

Primitivement  les  corps  sont  sans  vitesse.  Entre  la 
plaque  et  la  poulie,  le  fil  n  est  pas  tendu,  et  l* excès  de 
sa  longueur  entre  le  point  d^ attache  E  et  le  point  H 
oIl  la  tangente  EH,  qui  est  horizontale,  toucherait  la 
poulie  est  égal  à  1".  De  même,  entre  la  poulie  et  le 
poids  P,  le  fil  n*est  pas  tendu  et  il  a  un  excès  de  lon- 
gueur égal  à  i^.  Le  poids  P  est  situé  sur  la  tangente 
verticale  à  la  poulie.  L'horizontale  EH  passe  par  le 
centre  de  grai/ité  de  la  plaque;  de  sorte  que  le  frotte- 
ment nHnter\fient  pas  pendant  la  percussion. 

On  abandonne  le  système  à  lui-même.  Étudier  son 
mouvement. 
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Solution. 

li  y  a  un  premier  choc  après  lequel  le  poids  P  et  le 
point  K  de  la  poulie  ont  une  vitesse 

^^         6 
AvaDt  le  deuxième  choc,  cette  vitesse  est  devenue 

Après  le  deuxième  choc,  le  théorème  des  moments 
des  quantités  de  mouvement  appliqué  en  considérant 
Taxe  de  la  poulie  donne  une  vitesse  nouvelle 

On  considère  enfin  après  le  deuxième  choc  le  système 
entier  (poids,  disque,  plaque).  On  applique  le  théorème 
du  centre  de  gravité  à  la  plaque,  le  théorème  des  aires 
an  disque,  et  enfin  on  a  pour  le  mouvement  du  poids  P 

dt*  8  128' 

La  vitesse  devient  nulle  quand  on  a 

et  le  système  entier  s'arrête. 

Epreuve  pratique.  —  Une  ferme  ABCDE  du  système 
Polonceau  a  ^6^  de  portée;  elle  repose  par  ses  exlré- 
mités  k  et  Ça  sur  deux  murs  verticaux. 

La  hauteur  du  sommet  B  de  la  ferme  au-dessus  de 
l'horizontale  AC  est  de  10"  et  la  barre  horizontale  DE 
9Ui  relie  les  deux  arbalétriers  estài"^  au-dessus  de  AC. 
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Chacun  des  arbalétriers  AB  et  BC  est  fomié  de 
quatre  tiges  s^ articulant  entre  elles  et  sur  lesquelles 
s'articulent  d'autres  tiges  formant ,  comme  V indique  la 


figure,  six  triangles  pour  i ensemble  du  système  de 
chaque  arbalétrier, 

La  ferme  supporte  un  poids  de  4oo''8  par  mètre  cou- 
rant. 

Trouver  les  tensions  des  tiges  en  recourant  au  dessin 
ou  au  calcul^  selon  la  tension  qu'il  s'agira  de  déter- 
miner. 

On  calcule  la  tension  de  la  base  DE  en  prenant  les 
moments  par  rapport  au  point  B. 

Pour  toutes  les  autres  forces  ou  tensions  la  règle  du 
parallélogramme  appliquée  graphiquement  suffit. 

Astronomie. 

1**  Définir  l'équation  du  temps,  calculer  les  pre- 
miers termes  de  son  développement  et  montrer  qu'elle 
s'annule  quatre  fois  par  an. 

Pour  établir  ce  dernier  point,  on  admettra  que 

l'excentricité  de  l'orbite  terrestre  est  de  -^r-  et  que 
tang-f  r— .  — ,  £  désignant  l'inclinaison  de  l'écliptique 

sur  Véquateur, 

2"  Définir  les  éléments  de  l'orbite  parabolique 
d'une   comète.    Etablir   l'équation    algébrique  qui^ 
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dans  le  cas  du  mouvement  parabolii/ue,  sert  à  calculer 
l'anomalie  vraie  au  moyen  du  temps  écoulé  depuis  le 
passage  au  périhélie. 

Épreuve  PRATIQUE.  —  Première  question  :  Etablir  les 
formules  qui  donnent  sin"j:  et  cos^o:  en  fonction  des 
sinus  et  des  cosinus  des  multiples  de  iarc  x. 

Faire  l'application  à  sîn'o:  et  vérijïer  V exactitude 

de  la  formule  obtenue  en  attribuant  à  x  la  valeur  -!j« 

Deuxième  question.  —  Diaprés  M.  JFaje^la  lon- 
gueur s  d'un  arc  de  méridien  terrestre  exprimé  en 
toises  a  pour  expression  : 

5  =  [1,1997220] a' — [4,2257i]sinaco8  2^  -f-[i,254]siDaacos4^, 

a  désignant  r  amplitude  de  cet  arc  y  et  ^  sa  latitude 
moyenne, 

I**  Calculer  en  toises,  au  moyen  de  cette  formule^  la 
longueur  de  l'arc  compris  entre  les  parallèles  de  Paris 
et  de  Marseille,  en  adoptant  pour  latitudes  respectii^es 
de  ces  parallèles  : 

Paris 48«.  5o'.  1 1  *  N 

Marseille  .  . .  .• 43*.  i8'.i9'  » 

[dans  la  formule  ci-dessus  ^  les  nombres  entre  crochet  s 
sont  des  logarithmes  ;  a''  désigne  l'amplitude  de  l'arc 
évalué  en  secondes); 

2°  Calculer  le  même  arc  s  en  mètres,  sachant 
que  10000000  de  mètres  valent  5  i3o74<>  toises. 

SOLUTION. 

Première  question,   —  Des  formules  bien  connues 
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on  déduit  immédiatement  pour  toutes  les  valeurs  de  n 

n 
a'»-*cosS  =  cos/ijr  H cos(/i  —  'x)x 

n{n  —  i) 


-co8(n  —  4)ar-h. . ., 


pour  n  pair 


(  — i)*2'*-*sin2  =  cos/ia: co8(«  —  'x)x 


n(/i— I) 


cos(n  —  4)^  ■ 


et  pour  n  impair 


n  . 


( — i)   '    •2'*-ïsin5  =  siQ/iiT sin(/i  — i)x 

^ ^^ — sin(n—i)x  —  ,.,, 

Quand  n  est  pair,  il  faut  prendre  la  moitié  seulement 
du  dernier  terme  qui  a  été  doublé 

2*sin»a:  =  sinSar  —  5  sin3a7-h  lo  sinar. 
Deuxième  question  : 

o        ,        ,  o       . 

(p  =    43.18.19  ^ — 0=    «=   5.31.52 

<p'=    48.5o.ii  aa  =  II.  3 

<p-f-<p'=  atj;  =    92.  8.3o  «'=19912' 

44^  =  184.17 

5  =  I  +  llH_II|. 


Log. 

a' 4,a99"49      ' 

Coefficient  1 i ,  1997220      11 

îll 

sina 2,98401  5  (en  toises). 

cos2<]^ —2,57262 

—  Coefficient  II. .     —4,22571  5  (en  toises). 

toise 
mètre 
f  (en  mètres). 


sin2a 

€0544^ 

Coefficient  III... 


T,283 

-î,999 
1,254 


Log.  T. 

5,4988369      3i5382,o 

1,78234  60,6 

-o,536  —3,4 

315439,2 

5,4989157 
0,2898200 

M 

5,7887357      6i48oa,6 
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Réponse  : 

313439, a  toises. 

614 802,6  mètres. 


S0LDTI0N8  DR  0DBSTION8  PROPOSfiBS. 


Question  193. 

(1»V«,  p.  3M;  1196,  p.  99) 

Trouver  et  discuter  l'équation  de  la  sur/ace  qui  Jouit 
tU  cette  propriété  que  la  somjne  des  distances  de  ses  points 
aujp  trois  côtés  d'un  angle  trièdre  trirectangle  est  con- 
stante. 

SOLUTION 

Par  M.  L.  Ripbrt. 

L«  trièdre  donné  étant  pris  pour  trièdre  coordonné,  en  ren^ 
dant  rationnelle  l'équation 

(i)  /^*  -h  ^* -+-  /^* -H  ar*  -H  v^:r» -t-^*  =  a «, 

on  trouve  aisément 

[  ^«  5«  H-  ^t  -pi  _t_  ^ty%  _^  4  ^î  (  art  -4-  ^1  -f-  5Î  )  —  4  a*  ]» 

ou 

\      -+-8a*(a2a?*-h3  2^*^*)  — 32a«2a:«-f-i6a»=o. 

Cette  surface  du  huitième  ordre  admet  les  trois  plans  coor- 
donnés et  leurs  six  plans  bissecteurs  pour  plans  de  symétrie. 
La  section  par  un  plan  coordonné  se  décompose  en  quatre 
hyperboles  équilatères 

(  5=0, 

^3)  *  {xy±:'xa{x -^y) '\-ia'^\ 

\       x{xy±ia[x—y)  —  ia^\^o, 

La  section  par  un  plan  bissecteur  se  décompose  en  deux 
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droites  doubles  (parallèles  à  l'axe  correspondant)  et  en  deux 
ellipses  ayant  leurs  centres  sur  ces  droites  doubles 


y^ 


{y  àz  a  ^,y{9.T^-r-y^-^  'la  ^ly  —  2a-)  =  o. 


La  surface  a  donc  douze  hyperboles,  douze  ellipses  et  douze 
droites  doubles  (arêtes  d'un  cube  concentrique  dont  le  côté 
est  2av/a);  la  section  par  une  face  de  ce  cube  \x^y  ou 
z  =±a  v^a)  se  compose  des  quatre  arêtes  (doubles)  de  cette 
face. 

La  courbe  de  Tinfini  se  réduit  aux  trois  points  à  Tinfini  sur 
les  axes  coordonnes,  points  qui  sont  quadruples,  car.  pour 
toute  droite  (a?  =  X,  j^  =  fji),  l'équation  (2)  a  quatre  racines  z 
inûnies.  Ces  points  sont  sommets  doubles  de  trois  cylindres  de 
révolution  (a:*  -h  j'*  =  4  «*»  .  •  •  )>  passant  chacun  par  quatre  des 
droites  doubles,  et  doublement  asymptotes  à  la  surface  (31). 

Cette  surface  correspond  d'ailleurs,  non  seulement  à  l'équa- 
tion (i),  mais  à  l'équation 


(4) 


±:/r*4-  z^±.  ^z*-^x^-\-^x^ 


En  construisant  les  quatre  hyperboles  (3),  qui  coupent  les 
axes  aux  points  A,  k'{x  =±:  a,  y  =:  o)^  B,  B'{x  =  o^  y  ==fca). 


on  reconnaît  aisément  que  la  partie  de  la  surface  correspon- 
dant à  l'équation  (i),  c'est-à-dire  plus  spécialement  à  l'énonce, 
est  celle  qui  est  limitée,  dans  le  plan  des  xy^  par  le  quadrila- 
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lëre  curviligne  ABA'B'.  Celle  parlie  de  la  surface  csl  toui 
entière  à  rinlérieur  de  la  sphère  de  rayon  a. 

Coupe  par  le  plan  des  XY. 

<'.,  Cylindi-c^^-f-  5«=  ^a-. 
V.^  Cylindre  s' -f- jr' —  4  «'• 
ii  Cylindre  x2-t->^5  =  4 a^ 
l>,  D',  D",  D"  pieds  de  quatre  droites  doubles.  Les  huit  autres  se 

projettCDt  deux  à  deux  suivant  DIV,  O'D',  D'I)**,  iri». 

En  prenant  toutes  les  distances  positivement,  on  voit  que,  dans 
l'angle  XOY,  on  a  respectivement 

Sur  AB OM  -T-  PM  -+-  QM  -^  sa 

Sur  AE OM    -  PM  ~  QM  -  :  aa 

Sur  BK OM       PM  -^  QM  -  aa 

SurGH   -OM-     PM  +  QM  =  !a 

Les  autres  parties  sont  symétriques. 
£,  £',  DD',  irD*  projection  des  sections  par  les  plans  V  —  ±r  5. 

Ce  qui  a  empêché  sans  doute  de  donner  plus  tôt  une  solution 
de  la  question  193,  c'est  que,  après  avoir  obtenu  l'équation  {2) 
de  la  surface,  on  a  abandonné  l'équation  initiale  (4).  Or, 
(2)  est  presque  impossible  à  manier,  tandis  que  ({)  montre 
beaucoup  de  choses.  Par  exemple,  de  (a),  on  tire 

fZ  =  Oj 
ar^  j^*  —  8  a*  07*^»  (  .r» -+- j«  ) 

Il  est  très  difficile  de  voir  directement  que  le  premier 
membre  est  décomposable  en  quatre  facteurs,  tandis  que, 
avec  (4),  on  a 

-  =  o,         zhy  zt  X  zh  /j**  H-  ^*  =  2 <7 . 

On  voit  alors  que,  dans  le  plan  des  stry^  le  lieu  se  compose  de 
quatre  hyperboles,  et  l'on  a  les  quatre  facteurs  de  (5),  comme 
il  est  facile  ensuite  de  le  vérifier. 

La  même  remarque  s'applique  aux  sections  par  y  =±  z, 
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QUESTIONS. 


1833.  Soit 


une  forme  binaire  quadratique  à  coefficients  imaginaires  telle 
que  la  partie  réelle 

o'a?'-f-  ih' xy  -^  c'y^ 

soit  une  forme  positive.  Démontrer  que  le  déterminant  de  la 

forme  proposée 

D  =  ac  —  6» 

n'est  jamais  négatif  (*).  Soit 

v/D  =  a  -f-  /p 

la  valeur  principale  (celle  des  deux  valeurs  de  la  racine  dont 
la  partie  réelle  a  est  >o)  de  la  racine  carrée  de  ce  déter- 
minant. 
Posons 

rt  =  «o/D»         6  =  6o/D»         c  =  Co/D; 

«0»  ^0)  ^0  sont  des  quantités  imaginaires  dont  nous  désignerons 
les  parties  réelles  respectivement  par  a'^,  69,  c'^. 
Faire  voir  que  la  forme 

a;  j?»-t-  9.b'^xy-^  c'^y* 
est  aussi  une  forme  positive.  (J.  Franel.) 


ERRATA. 


T.  XVII,  1898.  —  P.  99,  ligne  i5,  il  y  a  une  légère  erreur  typogra- 
phique. Au  lieu  de  constantj  lisez  constante. 


(')  C'est-à-dire  que  s'il  est  réel,  il  est  nécessairement  positif. 


l  î  nu  A  ï  R  lE  G  A  LIT  H I  E  n  -VI L  L  AR  S. 

<HÏ4i  IIES€lll?ei*$-4CCV«TI^S,5i,  A  PARIS, 


>:  (le  Prtvis.  —  Cours  d^Analyse  infimtési- 
*iftiw,  .1  I  u.-*ti.e  iio  |«f^i"^n*fips  rjiii  éltidieiil  coUe  Scieut:t*eu  vue  de  §es* 
.ipplirMtfona  tïîécafiit|iies  et  pliy^iqueë.  ■>•  éd.  2  vt^t  iii-8,  avec  figures» 

(hi  vend  .iépnrémctit  : 
ToMU  l.  —  Calcul  dt/féreita'tfi, 

i«Hétiki»ul*;iltK«.  ,.,^ , fi  fr*  5o  c. 

foMK  11.  —  Cnkai intégrai . 

tftnij^tii'ffirnth  ;  i  Htjfj ,  ^ ,  ^ ^  ,,,,,,,♦,♦  ♦ *».,.,. •  ♦  •  .   1 6  fr  i 

dOHil*  rËmîle),  MiiUre  de  Confêrouct^s  i\  TÊt^olc;  N'ormalc  8iij>éHeur^.  — 
'    Lêçûtit  fitir  là  Uiéoni  ùm  lonctioni.  Grand  in- 8;  1898..*     3  fr,  ha  e. 

i)i)rti»<  d«.^  VU^iiitrr»^^  ifc  l;i  Lljéonc  des  t3riâorri[»k'§  avëc  ttcf  apptkattoni  A  la 
'^  'Dfie  tl^  Méfiions. 
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SUR  LIS  ÉQUATIONS  FONDAMÈ^tCS-ATTA  THÉORIE  DES 
SURPAGES,  RAPPORTÉES  A  DEUX  TRIBDRES  BIRE€TANGLES 
SUPPLÉMENTAIRES  MOBILES; 

Par  m.  l'abbé  ISSALY. 


1 .  Considérons  comme  prélude  une  ligne,  tout  d'abord 
quelconque  (s),  située  sur  une  surface  F'',  ou  même  (*) 
sur  une  pseudo-surface  ^^,  tangentes,  à  Torigine  M,  au 
pian  des  XY,  et  supposons  en  outre  que  Taxe  des  X  du 
irièdre  trirectangle  mobile  MXYZ,  ou  T,  coïncide  avec 
la  tangente  en  M  à  la  courbe. 

Soient  a^  b,c,a'^  ...  les  cosinus  directeurs  des  arêtes 
de  ce  trièdre,  par  rapport  au  irièdre  fixe  T©,  et  soit 
enfin  R  le  ra^on  de  première  courbure  de  la  ligne  pro- 
posée. La  simple  projection  sur  Taxe  OXq^  par  exemple, 
d'un  triangle  isoscèle  ayant  pour  longueur  de  ses  côtés 
égaux  r  uni  té,  nous  donnera 


a  -4-  ûfd  cos(R,  Xo)  —  (a  -{-  da)  =  o; 


d'où  Ton  tire 


_--    =:COS(R,\o). 


d<r 


Mais  on  a,  par  définition,  ^  r=  —  ;  donc 
da  _  cos(R,  Xq)        a'        a" 


ds 


R. 


a  r  —  a  q, 


(  »  )   Voir  notre  Théorie  des  systèmes  triples  de  pseudo-sur/aces 
{  JVouvelles  Annales f  p.  3o4;  1890). 
Afin,  de  Âfathémat.,  3' série,  t.  XIX.  (  Pévrici'  1900,)  4 


(  3o  ) 
en  posant 

'•=R 


,      "'      ^=^-ïï:- 


Que  si  maintenant,  d'isolée  qu^elle  était,  la  courbe  (3) 
devient  une  ligne  coordonnée,  on  conçoit  sans  peine 
que,  par  une  généralisation  ou  une  extension  conve- 
nables de  la  même  méthode,  on  puisse  établir  géonié- 
triquement  (  *  )  le  système  qui  suit  : 

/    àa'  - 

(.)  I^=ap-ar, 

I  àa' 

aussi  bien  que  son  analogue 

(I)  ^^,=ar^aq, 


De  là  diverses  conséquences  dignes  de  toute  attention. 
I**  Lorsqu'il  s'agit  de  pseudo-surfaces,  les  arcs  //s, 
ds'  doivent  être  regardés  comme  indépendants.  S'il 
s'agit  de  surfaces,  au  contraire,  on  a,  pour  les  soumettre 
au  calcul,  les  expressions  usuelles 

ds  =z  \  du^        ds  =^  \'du\ 

'2^  On  sait  que,  de  nos  jours,  le  système  communé- 
ment adopté  pour  tenir  lieu  des  relations  (i)  est 

ôa  ,  „ 

^1  =  ""'-"^' 


(•)  Pour  plus  de  détails,  voir  dans  le  Bulletin  de  la  Société 
mathématique  de  France  l'article  inlitulé  Nouveaux  principes  de 
la  théorie  des  consrruences  de  droites:  i888. 


(  5.  ) 
Or,  le  calcul   pr/'cédeiit  lait  voir  qu'un   tel  système 
est  manifestement yh/i/i/  et  qu'on  doit,  bon  gré  mal  gré, 
dans  le  cas  des  surfaces  notamment^  le  remplacer  par 
cet  autre 

/M  da        ï   ôa         ,  _ 


3**  II  cîst  vrai  que,  pour  neutraliser  ou  compenser  Ter- 
reur aînsî  commise,  on  prend  /'  =  =  -^  y  =  —  ^>  au  lieu 

de  r  =  ïv-  »  <7  =  —  »-  ;  mais  une  telle  substitution  n'en 

est  pas  moins  vicieuse,  aînsî  que  la  démonstration  ci- 
dessus  le  prouve  quasi  par  surcroît. 

4**  Au  reste,  la  compensation  indiquée  est  loin  d'être 
toujours  aussî  efficace  qu'on  pourrait  le  croire,  car, 
substituer,  par  exemple,  la  condition  analytique  explé> 
lîve 

A'/? -h  \q'  =  o, 

h  la  condition  géométrique  exacte  /;  +  y'=  o,  dans  les 
calculs  relatifs  aux  surfaces  en  général,  c\;st  se  mettre 
dans  l'impossibilité  d'établir  directement  la  propriété 
caractéristique  de  toute  surface,  laquelle  consiste,  on  le 
sait,  dans  l'orthogonal i té  de  ses  lignes  de  courbure. 
Mais  nous  aurons  à  revenir  tout  h  T heure  sur  ce  point 
important. 

2.  Au  trièdre  trircctangle  mobile  qui  nous  a  servi 
jusqu'ici,  substituons  deux  Irièdres  Ai/'ec^rt/ig-/eç  supplé- 
mentaires MXYZ  ou  T,  d'angle  <ï>,  et  MX,Y,Z  ou  T,, 
d'angle  t: — <I>.  Soient  «,  ô,  c,  a',  ...  et  ^/,,  A,,  C|, 
a\j  ...  les  cosinus  directeurs  de  leurs  arêtes  respcjc- 
lîves.  Par   rapport  au  premier  de  ces  irièdres,  le  sys- 


(  52) 
lème  (i')  devra  être  remplacé  par  le  suivant  : 

'    àa  \    da  ,  •       -^^ 

ds         A  du 

da'        \    doT 
ds        A   du  '^  *^ 

dans  lequel 

d^  I   d* 

(3)  ^  =  '-+âr  =  ''^A^^ 

et  où  les  cosinus  qui  y  flgurent  sont  liés  entre  eux  par 

les  relations 

Sa  sin*  =  «i  -H  a\  cos*, 
^q,  a'sin*  =  a',-4- «1  cos*, 

Par  rapport  au  trîèdre  T,,  on  aura  de  même 

da\         I    da\  ,  »        •    ^ 

(J*         A    c^a 


(•2) 


avec 


<)a',  I  da\  g       .     - 

<^5  A  (^a  *^ 

da?  1  da\ 

ds  X  du  ^  ^ 


d^  .   I    <)<!> 

(3'>  '*»  =  ''»-*-^=''«^AdiZ' 

ce  qui,  rapproché  de  (3),  entrainc,  remarquons-le  dès 

à  présent, 

m  =  n,        ri  =  r. 

Quant  à  la  démonstration  de  ces  formules,  on  la 
trouvera  implicitement  renfermée  dans  notre  Mémoire 
déjà  cité  de  1890.  Disons  toutefois  que  les  compo- 
santes  orthogonales   qui    entrent    dans    les    formules. 


(53) 
beaucoup  plus  générales,  de  ce  premier  Travail,  se  rat- 
lâchent  à  nos  composantes  obliques  actuelles  par  les 
ix'IaiioDs  simples 

i  p  -\~  q  cos*  =^  p  =  pi  sin  *, 
(5)  <  a -h/?cos4>  =  9  =  ^isin4>, 

(  r=^r=  ru 

et  par  leurs  inverses 

(7*1  —  qi  cos *  =  /?!  =  /)  sin  4>, 
'  .  9i — /?iCOS*  =  ^1  =  ^  sin*, 

f  ri=ri=  r, 

3.  Appliquons  immédiatement  ces  éléments  de  calcul 
à  la  rectification  ou  à  la  correction  (dans  le  sens  expliqué 
plus  haut)  du  premier  des  deux  systèmes  ternaires 
usuels  de  la  théorie  des  surfaces. 

A  cet  effet,  si  Xo^jo^  Zq  désignent  les  coordonnées  de 
Torigine  M,  par  rapport  au  trièdre^are  Tq,  on  aura 

dxf^  =  — ^  du  -h  —7  du  z=  ads-^  a'ds'  =  Xadu-h  A'a'  du, 
du  au 


el,  par  suite, 


djTQ  _  4  ^  dXQ 


du  au 

Egalant  entre  elles  les  dérivées  -r — t^,  et  ■    ,  ^  »  et  an- 
^  dudu        du  du 

nulant,  après  les  avoir  développés,  les  coefficients  des 

cosinus  a,  a\^  a\^  on  obtient  (sous  la  forme  la  plus 

avantageuse  pour  nos   calculs  ultérieurs)   le   système 

exact  annoncé,  savoir  : 

àP^  AA'  , 

c^a'  sin*^  '^ 

(7)  {  d.V  A\       , 

du  sin4> 


(^4) 

De  luî-mème,  ou  le  voit,  il  nous  fournil,  sous  sa 
vraie  forme,  la  condilion  caractéristique  dont  nou« 
avons  parlé  précédemment.  Que  celle  condition  soîl 
telle,  eu  effet,  cela  résulte  de  ce  que  ré(|ualîou  générale 
des  lignes  de  courbure  de  la  pseudo-surface  ^^  étant, 
comme  on  peut  s'en  assurer,  à  part, 

ces  mômes  lignes  ne  peuvent  devenir  celles  de  la  sur- 
face F"  que  si  la  condition  classique  d'orthogon alité 

/>i -H  ^'i  ■+- ( ^1 -+- A'i  )  cos?  =  o, 

ou  bien,  d'après  (5), 

se  trouve  satisfaite,  ce  qui  est  justement  la  troisième  des 
équatiojis  (7). 

Au  surplus,  si  Ton  reprend  le  calcul  précédent  au 
moyen  des  identités  corrélatives 


(6') 


du        hin* 
du         sin*       * 


le    Irièdre    ï|     permettra    de     contrôler    les    résultats 
acquis  (7)  à  Taide  du  système  similaire  et  équivalent 

0\  A  A'   .  ,         ^x 

du  siii*  * 

fiu  sin*      *  '  ' 


pi-h  (]\  —  (7iH-/>i)  cos*  —  o. 

4.   Arrivons  au  second  système  ternaire  de  la  tliéorîe 
qui   nous   occupe,   et  pour  cela  reprenons  d'abord  le 

trièdre  T.  C'est  de   l 'identité  -r—r--,  =  ^-n-  qu'il  nous 

Ou  au  du  du    ' 


(55) 
faudra  parlîr  ici.  Mais,  sans  nous  engager  dans  un  calcul 
analogue  au  précédent,  il  sera  beaucoup  plus  simple 
d'utiliser  les  formules  (19)  de  notre  premier  Mémoire, 
en  les  adaptant  aux  variables  s  et  s\  et  Ton  aura 

ou  bien  (en  vue  de  réductions  prochaines) 

,dpt       .,àp\  ,  c?A         ,  c^A' 

du  du  '  *  Ou       ^*  du 


Passant  de  ces  projections  orthogonales  aux  projcc- 

du' 


lions  obliques  correspondantes  (5')  et  éliminant  T^' 


—  à  l'aide  de  leurs  premières  expressions  (7),  il  viendra 

(après  avoir  divisé  les  deux  membres  par  A  A') 

^(/)yîn«t>)       f?(/7'8În4>)  __  l  p{n  —  r'cos4>)-4-/)'(r' —  /icos4>) 
as'  ds  ~"  (       -^  n'(y -4-/>cos4»)  —  n{q'-hp'cos^)t 

11  ne  reste  plus  qu'à  développer  ces  deux  dérivées  par- 
tielles, puis  à  y  remplacer  y->  jr  par/z  —  roun'  —  '''(6) 

pour  obtenir  la  première  des  équations  cherchées.  Et 
comme  les  deux  autres  se  calculent  de  la  même  façon, 
nous  les  grouperons  toutes  dans  le  Tableau  qui  suit  : 


j(S-ï) 


I  sin4>  =(pn  -hp' r)-\-  (qn  —  nq')  —  p\n  -h  r)  cos4», 
'1)1'  {-p  —  -j-j  sîn*  =(qn  -f-  q'r')-h(rp' — pr')  —  q(n'-\-  r)  cos4>, 
1  [y,  —  —  I  sin*  =(rn-+-  /•'*)  -h(pq'^  y/>')sin«4>  —  r'{n  H-  r)cos*; 

en  rappelant  que  dsj  ds'  peuvent,  si  bon  semble,  y  être 
remplacés  par  Â(^ii,  Mon'  et  qu'on  a  en  sus  /;  -\-q'  =:oQ). 

^')  L'équation  de  rindicalricc  d'une  surface   quelconque  pouvant 


(5G) 
Lorsque  l'angle  4>  est  coiislaiu,  il  vient  «  =  r,  w'=  r*', 
et  s'il  est  droit  ces  derniers  ternies  disparaissent. 

5.  Vérifions  notre  Tableau  dans  le  eas  remarquable 
où  les  axes  MX,  MY  coïncident  avec  les  tangentes,  à 
l'origine,  des  lignes  de  courbure  de  la  surface  F'^.  Outre 
les  conditions  précédentes,  on  a  encore  p  =  if=o  par 
hypothèse.  D'autre  part  on  peut  constater  (n**  1  )  qu'avec 

r=:  ^y  9  =  —  ~-,  on  a  également /;'=  j^,  r'  =  — ~- 

Tenant  compte  de  toutes  ces  particularités,  le  système  (9) 
se  réduit  à 

^^'^    j  ^t(ïï:)=ïç(ïï:~ïï:)* 

1  5?ViÇ/"^«SVRl/      H^'^KJ'^KrRr* 


Or,  sous  celte  forme  on  reconnaît  â  vue  trois  des 
neuf  relations  différentielles  signalées  par  Lamé  dans 
ses  recherches  sur  les  systèmes  orthogonaux,  à  savoir 
celles  qui  sont  relatives  à  la  surface  F",  tangente  en  M 
au  plan  des  XY. 

6.  Le  trièdreTi  donne  lieu  à  des  considérations  ana- 


s'écrire 


On  voit  qu'elle  ne  peut  représenter  une  hyperbole  équilalcrc  que 
si  l'on  a 

g  —  p'-^{p  —  ^')cos4»  =  o, 

ou  bien  (5) 

Telle  est,  dès  lors,  sous  sa  double  forme,  la  condition  (auxiliaire) 
qui  sert  à  spécifier  les  surfaces  minima. 


(5;) 

logues,  que  nous  allons  retracer  en  peu  de  mots.  Et 
d'abord  îl  n\  a  rien  à  ajouter  à  ce  qui  a  été  dit  au  sujet 
da  premier  des  systèmes  ternaires  déjà  étudié  (n°  3). 
En  ce  qui  concerne  Je  second,  les  formules  (20)  de  notre 
premier  Mémoire  nous  donnent  immédiatement 

OU  bien 

Ou  0u  ^  du  du 

Procédant  à  l'exemple  du  premier  cas,  on  trouve 

d(jDisin*)       d(/>|Sin<t>)  _  l  y?i(/ii  —  r',  cos*) -h/?',  (r',  — /ii  cos*) 
du!  du  ""  (      -^r\(qi — /?i  cos*)  —  r,(gr',  — />',  cos*); 

puis  enfin,  conjointement  avec  la  troisième  des  rela- 
tions (7'), 

drii       dn\  \    .     .       ,    ,  ,    ,  . 

___^_ijs.n*  =  («î  +  nlr,) 

-fr-  (/>iyi  — yi/>i)sin'*—  nt(r', -h  ni)cos*. 

Que  si,  à  titre  de  vérification,  on  se  propose  de  passer 
de  ce  dernier  système  à  son  corrélatif  (9)  el  vice  versa 
il  sera  indispensable  de  reprendre  avant  tout  les  va- 
riables M,  u'  et,  par  elles,  les  fonctions  A,  A'.  On  s'ai- 
dera ensuite  (pour  la  première  de  ces  opérations)  de  la 
seconde  des  formes  données  aux  relations  (3),  et  Ton 
tiendra  compte  enfin  utilement  de  1  identité  suivante  : 

pq'—qp'=-piq\-qip\^ 

Dans  le  cas  particulier  où  4>  est  constant,  il  suffira  de 
faire  partout  n,  =  /i ,  «',  =  r\ . 


K 


(58) 

7.  Les  développements  dans  lesquels  nous  venons 
d^entrer  au  sujet  des  surfaces  ne  doivent  pas  nous  faire 
perdre  de  vue  la  part  que  dans  ces  questions  réclament 
à  bon  droit,  elles  aussi,  les  pseudo-surfaces.  C'est  même 
par  ces  dernières  que  nous  aurions  dû  commenter,  si 
nous  nous  étions  astreint  à  suivre  pas  à  pas  la  même 
marche  que  dans  notre  premier  Travail.  Quoi  qu'il  en 
soit,  on  vérifiera  sans  peine  qu'en  considérante,  s'^  non 
plus  comme  des  fondions  de  u  el  de  u\  mais  comme  des 
variables  indépendantes,  il  vient,  pour  correspondre  au 
trièdre  T  et  prendre  la  place  des  équations  (9), 

[   (^  --^)s»n*  =  (y/i'— /ly')  — (r/— /?r')cos*, 

(»2)  <    ^^,  - -£.jsin*  =  (/7?'  — />r')  —  (gr/i'-n(7')cos*, 

On  trouvera  de  même,  pour  correspondre  à  T^  et 
remplacer  les  équations  (i  i), 

1  [fj  —^)sin*  =  (^t/';-/'t^'i)-H(n,/>',-/),/i;cos*, 

Dans  le  cas  d'excepiion  où  4>  =  const.,  les  deux  pre- 
mières équations  de  (i  a  )  peuvent,  à  cause  de  n  =  r  =  r^ 
et  de  7^' ==/•'=/', ,  s'écrire  plus  simplement  ainsi  en 
vertu  des  relations  (5') 

/    dp         dp'  ,  , 

(II) 


J    àq         dq'  ,  , 


(59) 
Pamlleinenl,  les  deux  premières  de  (i3)  reviennent, 

d'après  (5),  à 

Qaanl  aux  dernières  équations  des  deux  systèmes,  on 
établira  leur  coïneidcnce  absolue  en  observant  qu'outre 
K''=  K'  (selon  une  remarque  déjà  faite),  on  a  acluelle- 

ment  par  hypothèse  -r— -  =  yrr-  et,  par  suite,  a  cause 
de  71=  /!,,  n'=  n\ 

as'       ds  as'  as  ds'  ds 

cequi  démontre  bien  Tidentité  des  équations  considérées. 


[A4a] 
RRHARQUES  SUR  LA  THÉORIE  DES  GROUPES  FIMS; 

Par  m.  Miciiael  BAUER. 


Je  me  propose  de  généraliser  quelques  théorèmes  de 
M.  Frobenius  (  *  )  sur  le  nombre  de  certains  sotis-groupes. 
Les  méthodes  employées  sont  celles  de  M.  Frobenius. 

I.  Le  nombre  des  sous -groupes  d'ordre  —  est 
=  <      (mod/;)  selon   qu*il  y  a   entre  eux  des  sous- 

groupes    invariants   ou    non.   Le    nombre    n  désigne 
V ordre  du  groupe,  p  est  un  /acteur  premier. 


P)  Berlifter  Sitzungsberichte,  i8o5,  p.  16.3-195,981-993. 


(  ^  } 

S'il  n'y  a  pas  de  sous-groupes  invariants  d'ordre  —  » 
le  nombre  des  sons-groupes  d'ordre  -  est  évidemment 
r^o{moiip).  Soient  donc  A,  B  deux  sous-groupcs 
invariants  dWdre  -•  Alors,  désignant  le  groupe  donné 

par  //,  on  a 

/i  =  AB; 

d*où  il  suit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et 

de  B  est  un  sous-groupe  invariant  d'ordre  -^  •  Si  E  est 

un  autre  sous-groupe  invariant  d'ordre  —  «  le  plus  grand 

commun  diviseur  de  A  et  de  E  est  dilTéreut  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  A  et  de  B.  Ainsi  les  sous- 
groupes  invariants  d^ordre  -  se  partagent  en  classes.  La 
classe  i'^™"  se  compose  des  sous-groupes 

(I)  AV»,     Ai",     ..., 

dont  le  plus  grand  commun  diviseur  avec  A  est  S?/.  Mais 
les  facteurs-groupes 

A'/»       AV'J 

■57'  "5";'  '••' 

ne  sont  que  les  sons-groupes  d'ordre  p  du  groupe  s^, 
dont  Tordre  est  p'^,  excepté  le  sous-groupe  ^*  Ainsi, 

chaque  classe  contient  des  groupes  en  nombre  ^  ou  o  ;  le 
nombre  des  sous-groupes  invariants  est  donc  ^  i  (  modp). 

S'il  y  a  encore  des  sous-groupes  d'ordre  -  qui  ne  sont 

pas  invariants,  leur  nombre  est  ^  o(mod/7). 

c.   Q.  F.    D. 

IL  Le  nombre  des  sous-groupcs  invariants  d* ordre  — 


(6.  ) 
est  =  )  *  (modp)  selon  f/uil  j  a  des   sous ^ groupes 
invariants  entre  eux  on  non. 

S'il  n  y  a  pas  de  sous-groupes  iuvariants  d'ordre  -r> 
le  nombre  cherclié  est  évidemment  =zo(mod^).  S'il  y 
a  (les  sous-groupes  invariants  d'ordre  —  >  alors  il  existe 

aussi  des  sous-groupes  invariants  d'ordre  -•  Soient  les 

sous-groupes  iuvariants  d'ordre  - 

(•).)  A,,     Al,     ...,     \r        r-^i(moâp), 

ilsoienl  les  sous-groupes  invariants  d'ordre  —» 
(3)  B„     B„     ...,     B,. 

SI  nous  désignons  par  a^  le  nombre  des  groupes  (3) 
«onlenus  comme  sous-groupes  dans  Ap  et  par  b^  le 
nombre  des  groupes  (2)  (pie  con lient  B^,  nous  avons 

s  r 

a=\  p-t 

Cc^jenJanl 

ùq"  i(mo(\p). 

Car,  si  le  groupe  Ax  contient  B<y  comme  sous-groupe, 

alors  le  groupe  j—  est  un  sous-groupe  d'ordre  /;P~*  du 

groupe  cr-  dont  l'ordre  est  p^.  De  la  relation  (4)  il  suit 

donc 


ic  que 


^Ifa^'S  ~s^  ap(  moâp  ). 


O) 


Déterminons  maintenant  les  nombres  rip.  Ap  est  un 
sous-groupe  invariant.  Nous  démontrerons  (pi'il  contient 


(62) 
des  groupes  d'ordre  -«  comiiie  sons-groupes  invariants 

(ces  sous-groupes  ne  doivent  pas  être  k  la  fois  des  sous- 
groupes  invariants  de  A).  Posons 

n  =  p^m,  le  plus  grand  commun  diviseur  (/?,  m)  =  i. 

Si  Ap  contient,  par  exemple,  B,  comme  sous-groupe, 

B|  est  déjà  un  sous-groupe  cherché.  S'il  n*est  pas  ainsi, 

nous  avons 

h  =  ApBi, 

d*où  il  suit  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  A  et 
de  B  est  un  groupe  &,  dont  l'ordre  est  p^^?~*m.  Ce 
groupe   est    sous-groupe    invariant  de  A.   Le  facteur- 

groupe  V—  d'ordre  p^  a  des   sous -groupes   invariants 

d'ordre  p^  donc  A  a  des  sous-groupes  invariants  d'ordre 

Notre  théorème  II  étant  déjà  démontré  pour  les  sous- 
groupes  d'indice  p,  nous  pouvons  le  supposer  démontré 
pour  les  sous-groupes  d'indices 

Il  en  résulte  que  le  nomhre  des  sous-groupes  invariants 

de  Ap,  dont  l'ordre  est   — >    est    ^i(mod/?).    Il    faut 

encore  exclure  de  ces  soys-groupes  ceux  qui  ne  sont 
pas  des  sous-groupes  invariants  de  G.  Leur  nombre  est 
évidemment  ^  o(mod/>).  Donc 

rtpZH  i(mocl/)), 

d'où  il  suit  que 

/' 

.V  E==  ^  cfp== /•  ^^  i(mod/>). 


(  63  ) 
S*il  y  a  encore  des  sous-groupes  d'ordre  —  qui  ne  sont 
pas  invariants,  leur  nombre  est  ^  o(mod/>). 

C.    Q.    F.    D. 

M.  Frobenius  (*)  a  démontré  le  théorème  suivant  : 

III.  Posons 

n  =  ab. 

Si  le  plus  grand  commun  diviseur 
(a,  ^)  =  i, 
alors  le  groujye  ne  peut  avoir  qiHun  seul  sous-groupe 
invariant  d' ordre  j»  Chaque  sous^groupe,  dont  l'ordre 
divise  j-  >  est  contenu  comme  sous- groupe  dans  ce  sous- 
groupe  invariant. 

On  peut  établir  par  un  raisonnement  analogue  la  pro- 
position suivante,  cjui  complète  ce  théorème  : 

IV.  Chaque  sous* groupe  invariant,   dont  l'ordre 
divise  v»    €st  sous-groupe   de  tous    les  sous-groupes 

d'ordre  -r- 
o 

De  I  et  IV^  on  déduit  les  propositions  suivantes  : 

V.  Posons 

n  =  ab, 

(a,  A)  =  i,        /?  est  un  nombre  premier. 
Si  le  nombre  des  sous- groupes  invariants  d'ordre  — 
e^/  >  I ,  alors  le  nombre  des  sous-groupes  d 'ordre  -—  y 


^^1,  e5^  =  I  '  (niod/;). 


(')  Pajîe  170,  I,  gll.  \ 


(  6-1  ) 
Il  suit  alors  de  ce  qui  préeède  qu'il  y  a  un  sous-groupe 

î II variant  d'ordre  -y 7  etc. 
o 

VI.  Posons 

n  =  ab^ 

(a,  6)  =  I,        /?  est  un  nombre  premier. 

S' il  y  a  un  sous-groupe  invariant  d* ordre  — r  ♦  alors 

il  existe  un  nombre 

o^Y  =  ?. 

de  telle  sorte  que  le  groupe  ait  un  seul  sous- groupe 

invariant  d^ ordre  7— ■  • 

I^s  théorèmes  IIl,  IV  sont  contenus  dans  les  suivants  : 
VIL  Posons 

r 

n^n'Vïpf,         n'=ab, 

(n\pi)  =  i,         (a.b)  =  1. 
Si  A  est  un  sous-groupe  invariant  d  ordre 

alors  chaque  sous-groupe^  dont  V ordre  diifise  a,  est 
souS'groupe  de  A. 

VIII.  Si  A  est  un  sous-groupe  d* ordre 

«ri/'?'. 

alors    chaque    sous- groupe    inv^nriant ,    dont    V ordre 
divise  a j  est  sous-groupe  de  A. 


(65) 
Voici  des  conséquences  de  VIII  : 

IX.  Posons 

n  =  a6, 

(a,  ô)  =  I,        />  est  un  nombre  premier. 

SHIy  a  un  souS'groupe  ins^ariant  d'ordre  a,  alors  le 
nombre  des  sous-groupes  d^ ordre  ap?  est  ^  i  (modp). 
Car,  G  étant  un  sous-groupe  d'ordre  fl/?P,  le  facteur- 

groupe  -^  est  sous-groupe  d'ordre  pP  du  groupe  ■^' 

X.  Si  un  groupe  a  un  sous-groupe  invariant^  dont 
l'ordre  ri  est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pre- 
miers de  /i,  il  a  aussi  un  sous-groupe  invariant,  de 
telle  sorte  quil  n  existe  pas  d'autres  sous-groupes 
invariants  dont  V ordre  soit  le  même. 

Soient  A,  B  des  sous-groupes  invariants  d'un  même 
ordre,  qui  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pre- 
miers de  Ji.  Le  multiple 

AB 

est  aussi  un  sous-groupe  invariant,  dont  l'ordre  à  la 
même  propriété,  etc. 

XI.  Si  l'ordre  d^un  sous-groupe  invariant  maxi^ 
mum,  m,  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs  pi^e- 
miers  de  n^  il  n'y  a  pas  d'autre  sous-groupe  invariant 
d^ ordre  m* 

XII.  Si  M  est  un  sous-groupe  maximum  dont 
r ordre  m  n'est  pas  divisible  par  tous  les  facteurs 
premiers  de  «,  alors  chaque  sous-^groupe  invariant^ 
dont  Vordre  divise  m,  est  sous-groupe  de  M. 

M.  Frobenius  démontre  le  théorème  généralisé  de 
Al,  SyloiP  en  faisant  usage  de  l'équation  symbolique 

Ànn.  de  Matkémat.,  3*  série,  t.  XIX.  (Février  1900.)  5 
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On  peut  éviter  la  discussion  de  cette  équation  si  l'on 
part  du  théorème  rie  31.  Sjlow,  et  Ton  fait  T induction 
par  ordres  décroissants. 


[M,5cac] 

SUR  LES  GUBIOUES  STROPHOÏDALES  ; 

Par  m.  LAGRANGE, 
Professeur  à  Brest. 


Définition.  —  Soient  O  et  A  deux  points  Gxes  et  (A) 
une  droite  passant  par  A;  M  un  point  variable  de  (A). 
On  sait  que  si,  sur  O.M,  on  prend  deux  points  P  et  P' 
tels  que  MP  =  MP'  =  MA  le  lieu  de  ces  points  est  une 
strophoïde  ayant  pour  point  double  le  point  A. 

Dans  le  cas  où  (A)  ne  passe  pas  par  A  le  lieu  est  éga- 
lement une  cubique  que  nous  appellerons  une  cubique 
strophoïdale  et  nous  nous  proposons,  dans  cet  article, 
d*indiquer  quebjues  propriétés  intéressantes  de  cette 
classe  de  cubiques. 

Tout  rayon  issu  de  O  coupe  (A)  en  un  seul  point  M 
et  sur  ce  rayon  il  y  a  deux  points  P  et  P'  du  lieu  dis- 
tincts de  O.  L'un  de  ces  points  ne  peut  venir  en  O  que 
si  Ton  a  INIO  =  MA,  c'est  a-dire  que  si  M  est  sur  la  per- 
pendiculaire au  milieu  de  OA;  soit  D[jl  cette  perpen- 
diculaire-, le  point  O  est  un  point  simple  du  lieu  et  la 
tangente  en  ce  point  est  le  rayon  Ojjl.  Au  point  O  cor- 
respond le  point  (T  tel  que  [jl(t=3  [jlO  {fig*  i).  Le  lieu  est 
donc  bien  une  courbe  du  troisième  ordre. 

Remarquons,  dès  maintenant,  que  le  point  Kx  symé- 
trique de  A  par  rapport  à  (A)  peut,  dans  la  construction 
du  lien,  remplacer  A;  on  a,  en  ellet,  MA  =^  MA|  quel 
que  soit  M.   On  peut  encore  dire  que  P  et  P'  sont  les 


(67) 
points  communs  au  cercle  de  centre  M  et  de  rayon  MA 
avecle  rayon  OM. 

Les  diÛerents  cercles  forment  un  faisceau  linéaire  :  à 
chaque  cercle  du  faisceau  correspond  un  rayon  issu  de  O 
et  inversement,  de  sorte  que  ce  mode  de  génération 
du  lieu  est  un  cas  particulier  du  mode  de  génération  des 
cubiques  quelconques  indiqué  par  Chasles.  Si  OM  de- 
vient une  droite  isotrope,  c'est  une  asymptote  du  cercle 
correspondant,  puisqu'elle  passe  par  le  centre  du  cercle 
et  les  points  P  et  P'  sont  confondus  avec  l'un  des  points 
cycliques  du  plan.  La  cubique  est  donc  circulaire  et  les 
tangentes  aux  points  cycliques,  c'est-à-dire  les  asymp- 
totes imaginaires,  passent  par  O.  Ce  dernier  point  est 
donc  un  foyer  singulier  de  la  courbe. 

Construisons  maintenant  Tasymptote  réelle.  Les 
points  réels  P  et  P'  ne  peuvent  s'éloigner  à  l'infini  que 
si  M  s'éloigne  à  l'infini  sur  (A);  à  la  limite  le  cercle  de 

Fig.    1. 


ceiiti-e  M  se  réduit  à  la  droite  AA<  et  à  la  droite  de  l'în- 
(ini;  le  point  P'  a  pour  limite  le  point  4>,  intersection 
de  AAj  avec  la  parallèle  à  (A)  menée  par  O-,  le  point  P 
t*st  à  l'infini,  mais  les  deux  points  P  et  P  étant  toujours 
à  la  même  distance  de  (A)  l'asymptote  réelle  est  symé- 
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iriqiie  de  O^  par  rapport  à  (A).  Elle  passe  par  t  <|ue 
nous  appellerons  le  point  de  section. 

Forme  de  la  courbe.  —  Les  deux  points  P  et  P' étant 
de  part  et  d'autre  de  (A),  et  la  distance  MP  n'étant  ja- 
mais nulle,  ne  peuvent  venir  se  confondre  quand  OM 
tourne  autour  de  O.  La  cubique  se  compose  donc  de 
deux  séries  conlinues  de  points  :  elle  est  bipartite. 

Elle  comprend  une  branche  infinie  coupant  son 
asymptote  (A')  en  <j  et  d*un  ovale  qui  passe  par  O  et  <P. 
Des  deux 'points  A  et  Af  l'un  est  sur  la  branche  inGuîc-, 
Tautre  sur  Tovale. 

Démontrons  maintenant  le  théorème  suivant  : 

Théobème.  —  Toute  cubique  circulaire  dont  les 
asymptotes  imaginaires  se  coupent  sur  la  courbe  est 
une  cubique  strophoïdalc. 

Remarquons  d'abord  que  A  Test  parallèle  à  Dp.  cl, 
par  suite,  perpendiculaire  à  OA.  De  même  (xAi  est  per- 
pendiculaire à  OA|.  Supposons  que,  les  points  O  cl  t 
et  la  droite  (A)  restant  fixes,  le  point  A  se  déplace  sur 
le  cercle  de  diamètre  Oo-.  A  chaque  position  de  A  cor- 
respond une  cubique  stro|)lioïdale  et  toutes  ces  cubiques 
ont  neuf  points  communs,  savoir  :  quatre  points  de  con- 
tact qui  sont  les  trois  points  à  l'infini  et  le  point  O, 
puis  le  point  t.  Elles  forment  donc  un  faisceau  linéaire 
qui  peut  être  défini  par  les  deux  cubiques  suivantes  : 
I**  la  cubique  formée  par  les  deux  droites  isotropes  is- 
sues de  O  et  par  (A')  ;  2"  la  cubique  formée  par  la  droitiî 
de  l'infini  comptée  deux  fois  et  par  Oo*. 

Cela  posé,  soit  une  cubique  circulaire  ayant  un  foyer 
singulier  en  O,  pour  asymptote  réelle  (A')  et  coupant 
son  asymptote  en  a*.  En  appliquant  aux  trois  points  à 
rinfini  le  théorème  bien  connu  sur  les  tangentiels  de 
trois  points  en  ligne  droite,  on  voit  que  la  tangente  enO 


€$107  et,  par  siiile,  la  cubique  considérée  fail  partie  du 
faisceau  linéaire  examiné  plus  haut. 

Tangentes  aiix  points  A  et  A^.  —  La  tangente  en  A 
est  la  limite  de  ÂP  quant  M  vient  en  13;  or  le  triangle 
MAP  étant  îsoseèle,  AP  est  perpendiculaire  à  la  bissec- 
trice de  PMA;  quand  M  vient  en  B  cette  bissectrice  a 
pour  limite  BA;  donc  la  limite  de  AP  est  A  or.  De  même 
la  tangente  en  A|  est  A|  7.  Du  point  a-  on  peut  mener  à 
la  cubique  quatre  tangentes  réelles,  savoir:  s'A,  o-Ai, 
(tO  et  l'asymptote  (A').  Par  suite,  de  tout  point  de  la 
branche  infinie  on  peut  mener  à  la  courbe  quati*e  tan- 
gentes réelles  :  deux  ont  leurs  points  de  contact  sur  la 
branche  îniinie,  deux  sur  l'ovale. 

Tangentes  aux  points  P  et  P'.  —  Considérons  un 
rayon  ON  voisin  de  OM  et  soient  Q  et  Q'  les  points  du 
lieu  situés  sur  ce  rayon  (le  lecteur  est  prié  de  faire  la 
ligure).  Les  deux  rayons  OM,  ON  coupent  Tasymptote 
en  R  et  S.  Dans  le  triangle  ORS,  les  deux  droites  PQ 
et  P'Q'  sont  deux  transversales  réciproques  :  elles  cou- 
|>ent  donc  l'asymptote  en  deux  points  symétriques  par 
rap{x)rt  au  milieu  de  RS.  Lorsque  N  vient  coïncider 
avec  M,  les  droites  PQ,  F  Q' deviennent  les  tangentes 
eu  P  et  P';  j)ar  suite,  ces  deux  tangentes  coupent 
l'asymptote  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  R. 

Tangentes  parallèles  à  (A).  —  [Jne  droite  quel- 
conque parallèle  à  (A)  coupe  la  cubique  en  deux  poinls 
variables  P  et  Q;  si  OP  et  OQ  coupent  la  courbe  en  F 
et  Q'  la  droite  P'Q'  est  symétrique  de  PQ  par  rapport 
à  (A).  Les  deux  rayons  OP,  OQ  sont  donc  deux  rayons 
homologues  d'un  faisceau  iuvolulif  dont  les  rayons 
doubles  passent  par  les  points  de  contact  des  tangentes 
parallèles  à  (A).  Or  Oo-  et  O*,  OA  et  OA|  forment 
deux  couples  de  rayons  homologues;   ces  deux  coupb's 
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forment  deux  angles   ajant  la  même  bisseetrice  ;  donc 
deux  rayons  homologues  quelconques  sont  également 

inclinés  sur  la  bissectrice  de  AOA4  et  les  rajons  doubles 
sont  les  bissectrices  de  cet  angle  et  de  l'angle  adjacent 
supplémentaire. 

Soient  OaLx\  0^,3'  ces  deux  bissectrices   {fig.    a)-, 
deux  des  points  de  contact,  a'  et  ^'  par  exemple,  sont 


sur  la  branche  infinie,  les  deux  autres  sur  Tovale.  Eu 
appliquant  le  théorème  sur  les  tangentiels  de  trois 
points  en  ligne  droite  on  voit  que  a^  coupe  la  cubique 
en  un  troisième  point  qui  a  pour  tangenliel  9-;  or  ce 
troisième  point  n'est  ni  O  ni  le  point  à  Tinfini,  c'est 
d'ailleurs  un  point  de  la  branche  infinie,  donc  c'est  le 
point  A.  On  verra  de  même  que  a'  j3'  passe  par  A  tandis 
que  a^'  et  ^a'  passent  par  A|. 

Une  propriété  commune  à  toutes  les  cubiques  circu- 
laires nous  apprend  que  la  cubique  considérée  est  anal- 
lagmatique  par  rapport  à  l'un  quelconque  des  quatre 
points  a^a'fJ'.  On  a  donc,  par  exemple,  a^.aA  =  a(J.at.a'. 
Donc  les  quatre  points  pAOa'  sont  sur  un  cercle  et  ap, 
a'p'  sont  deux  droites  rectangulaires.  Par  suite,  trois 
quelconques  des  points  de  contact  a^a'^'  sont  les  sont- 
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mets  d'un  iriaiiglc  dont  le  point  de  concours  des  hau- 
teurs est  le  quatrième  point. 

Points  conjugués.  —  On  sait  (ju*on  appelle  points 
conjugués  sur  une  cubique  deux  points  ayant  le  même 
tangeuticl  ;  dans  une  cubique  n'ayant  pas  de  points 
singuliers,  il  y  a  trois  genres  de  points  conjugués;  dans 
ce  qui  va  suivre  nous  ne  parlerons  que  des  points  con- 
jugués de  même  genre  que  les  points  cycliques.  On  dé- 
montre facilement  que,  dans  toute  cubique,  deux  couples 
de  points  conjugués  du  même  genre  et  leurs  tangentiels 
sont  sur  une  conique  et  réciproquement,  ai  deux  couples 
(le  points  conjugués  et  leurs  tangentiels  sont  sur  une 
conique,  les  deux  couples  sont  du  même  genre  : 

Or,  dans  une  cubique  strophoïdale,  les  deux  points 
cycliques  ont  pour  tangentiel  commun  le  point  O  ;  donc: 

Le  cercle  qui  passe  par  deux  points  conjugués  et  par 
leur  tangentiel  passe  par  O. 

Théorème.  —  Le  conjugué  d'un  point  P  est  le  point 
(^  situé  sur  la  parallèle  à  {\)  menée  par  la  point  P', 
intersection  de  OP  avec  la  courbe. 

Eu  eilet,  appliquons  le  théorème  sur  les  tangentiels 
de  trois  points  en  ligne  droite  aux  trois  points  de  la 
droite  P'Q'  (le  troisième  est  à  l'infini)  et  aux  trois 
points  OPP';  on  en  déduit  facilement  que  les  points  P 
et  Q' oui  le  même  tangentiel.  Lorscjne  OP  vient  coïn- 
cider avec  OA,  OQ'  vient  coïncider  avec  0A|  ;  or  A  et  A< 
sont  conjugués  du]méme  genre  que  les  points  cjciiques, 
puisque  le  cercle  déterminé  par  AA|  et  <j  passe  aussi 
par  0.  Les  points  P  et  Q'  sont  donc  conjugués. 

Conséquence.  —  Le  point  O  a  pour  conjugué  le  point 
réel  à  l'infini,  ^  a  pour  conjugué  o-.  Les  trois  couples 
de  points  conjugués  :    (Ose),   (<I>t),   (  AA*)  pcrmellent 
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de  construire  la  courbe  cKune  manière  disconlinue  par 
rapplicalion  du  ihéorèmc  suivant,  dû  à  Hesse  : 

Théorème.  — -  Si]{aa')  {hU)  sont  deux  couples  de 
points  conjugués  du  même  genre,,  les  droites  ab',  ba 
et  les  droites  aa' y  bV  se  coupent  en  deux  points  conju- 
gués du  même  genre. 

j4ntre  mode  déîgénérat ion.  —  Considérons  un  layon 
OPP'  coupant  ia  courbe  en  P  et  P'^  soient  Q'  et  Q  les 
conjugués  de  F  et  P;  les  droites  PQ,  P'Q'  sont  paral- 
lèles h  (A).  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  le  quadrilnlère  PQQ'P'  est  une  cubique  circulaire 
dont  les  six  sommets  du  quadrilatère  forment  trois 
couples  de  points  conjugues  et  les  deux  points  cycliques 
sont  conjugués  du  même  genre.  Ce  lieu  coïncide  donc 
avec  la  cubique  considérée^  donc  : 

Toute  cubique  strophoïdale  peut  être,  d'une  infinité 
de  manières,  considérée  comme  le  lieu  des  foyers  des 
coniques  inscrite^  darfs  un  quadrilatère. 

Toutes  ces  coniques  ont  leur  centre  sur  (A);  les  deux 
foyers  de  Tune  d'elles  sont  donc  équidistants  de  (A)  et 
comme  ils  ne  sont  pas  en  ligne  droite  avec  le  point  O, 
ce  sont  deux  points  conjugués.  En  particulier  A  et  Aj 
sont  deux  foyers  d*une  conique  inscrite  dans  le  quadri- 
latère PQQ'P';  les  sommets  de  la  conique  situés  sur 
Taxe  forai  sont  les  points  Y  et  y  intersections  de  AA| 
avec  PQ  et  P'Q'  {fig-  3).  Cette  lemarque  nous  permet 
de  construire  les  points  d'intersection  de  la  cubique  avec 
une  droite  parallèle  h  (A).  Le  problème  revient,  en 
«'ffet,  à  mener  du  point  O  les  tangentes  à  une  conique 
dont  on  connaît  Taxe  fo(;al  yy'  et  les  deux  foyers  A 
et  A<.  Elle  nous  permet  encore  de  donner  le  mode  de 
génération  suivant  des  cubiques  slropboYJales  î 
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Soient  un  système  de  coniques  homofocales  de  foyers 
A  et  A|  et  un  point  O  du  plan;  le  lieu  des  points  corn- 

Fig.    3. 


muns  aux  tangentes  a  une  conique  issues  du  point  O  et 
des  tangentes  aux  extrémilés  de  l'axe  focal  est  une  eu- 
bique  sirophoïdale  dont  O  est  le  foyer  singulier. 

On  obtient  immédiatement  celte  propriété  en  remar- 
quant (yîg*.  3)  que,  si  PP'QQ' sont  les  points  donnés 
par  Tune  des  coniques,  on  a 

tt,  par  suite, 

MP  =  MP'=MA. 

Tangente  en  un  point  quelconque.  —  Soient  P  un 
point  de  la  courbe,  Q  le  point  situé  sur  la  parallèle  à 
Tasymptote  menée  par  P^  et  Q'  le  troisième  point  situé 
snrOQ;  P  et  Q'  sont  conjugués;  soit  R  un  point  voisin 
de  P-,  soir  RS  la  parallèle  à  (A)  menée  par  R.  Nous 
avons  vu  que  P  et  Q'  sont  les  foyers  d'une  conique  lan- 
geînle  à  RO  et  RS;  donc,  d'après  une  propriété  connue 
des  coniques,  on  a 

ORQ'  -=  PRS:     • 
Faisons  tendre  R  vers  P  et  soit  PV  la  direction  linjite 


(  71  ) 
de  RP,  c'est  à-dire  la  tangente  eu  P^  on  a 

limite  6rQ^=C)PQ', 
limite   PRS  =  VPQ"; 


doue 


6vii'  =  VPQ^, 


ce  qui  montre cjue  les  angles  OPQ  et  VPQ'  ont  la  même 


bissectrice;  il  en  résulte  une  construction  simple  delà 
tangente  en  P  {Jig-  4)- 

Cette  construction  nous  permet  de  déterminer  le 
taugeutiel  d'un  point  en  prenant  Tintersection  de  la 
tangente  eu  ce  point  avec  la  tangeute  au  point  conjugué 
ou  encore  avec  le  cercle  passant  par  le  point,  par  son 
conjugué  et  par  O. 
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[Klc]  ,      , 

SUR   QUELQUES   NOUVEAUX   THEOREMES, 
RELITIFS   AU   TRIAÏtGLB; 

PAn  M.  F.  CASPARY. 
(Extrail  d'une  lettre   adressée   à   M.   Ë.  Lemoine.) 


On   doil    à    vous,    Monsieur,    à    M.    Brocard, 

à  M.  !Neuberg  et  à  d'autres  ëiuiiienls  géomètres,  des  théo- 
rèmes, relatifs  au  triangle,  dans  lesquels  le  point  (|ui 
porte  votre  notn  est  pris  comme  point  de  départ. 

L'application  des  méthodes  de  Grassma nu  à  la  géo- 
métrie récente  du  triangle  m'a  conduit  au  résultat  sur- 
prenant que  lesdits  théorèmes  existent  encore  si  Ton 
remplace  le  point  d'intersection  des  samedi  ânes  par  un 
point  absolument  quelconque. 

Permettez- moi ,  Monsieur,  de  vous  communiquer 
quelques-uns  de  mes  théorèmes. 

Soit  A1Â2A3  un  triangle,  X  un  point  absolument 
quelconque  de  son  plan  et  X^*\  X^'-^^  X^'^  les  points  où 
les  droites  A|X,  AoX,  A3X  coupent  les  côtés. 
Soient,  de  plus,  W.^^  et  B!,"  les  points  où  les  parallèles 
menées  par  X^*^  et  X^^^  respectivement  aux  côtés  A3  Ai 
et  A1A2  coupent  A2A3;  et  de  même  les  points  B!,^^ 
et  B',^^;  B'j'\  B!;*'  obtenus  par  permutatiou  cyclique. 
Soient  enfin  B'/\  B!,-\  B!''  les  points  situés  respective- 
ment sur  A2A3,  A3  A,,  A|  A2  et  construits  de  façon  que 
les  segments  A3B^^*\  A|  li[^\  A,  B^**  soient  égaux  respec- 
tivement aux  segments  X^*^A2,  X^'-^As,  X^'^Ai.  Alors 
on  a  les  théorèmes  suivants  : 

1.  Les  droites  A,B/',  AoBJ-',  k^V^f  concourent  au 
point  B/(«  ==  i,  2,  3). 
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2.  Les  droites  Bi\  sont  parallèles  aux  cafés  A^A/ 
{i,  kj  /=!  I,  2,3;  2,  3,  i;  3,  i,  '2). 

3.  Les  deux  triangles  A1A2A3  et  RiB^tBs  ont  le 
même  centre  de  graiûfé  G. 

i.  L^s  droites  A/G  passent  par  les  milieux  des  seg- 
ments B/X. 

5.  Lae  point  d^ intersection  G/  des  droites  A/X  et  B/G 
6î5£  situe  sur  la  droite  qui  passe  par  B/  et  le  milieu  du 
segment  B*B/. 

6.  L^es  tiiangles  A^  A2A3  et  B|  HaBj  .90/2^  triplement 
homologif/ueSj  de  façon  que  les  droites  A|B|,  Aal^a, 
A3B3  concourent  au  point  D^  ;  les  droites  A»  B2,  A2B3, 
A3B1  au  point  1)2  <9^  /ff5  droites  AjBj,  A2B1,  A3B2  <tï« 
point  D3. 

7.  te  centre  de  graxnté  du  triangle  D1D2D3  est  It-. 
point  G,  centre  de  gravité  des  triangles  A|A2At  ''/ 

B.BaBs. 

8.  Si  l*on  désigne  par  W^  les  points  d'intersection 
des  droites  Aa  D2  ^t  A/D3.  les  droites  A|  W,  concourent 
au  point  W. 

9.  La  droite  WX  passe  par  le  milieu  du  segment 
D2D3. 

10.  Si  Con  désigne  par  L/  les  points  d'intersection 
des  droites  B^^C/  et  B^C^  el  par  X,-  les  points  d'inter- 
section des  droites  A  a  La  ^^  A/L/,  1rs  points  X  «^  X/ 
5071^  des  points  associés, 

11.  Z!/e.ç  droites  B/X/  passent  par  les  milieux  des 
segments  hh^h 

12.  Si  l'on  diis igné  par  F/  les  points  d* intersection 
des  droites  A/fCi  et  AiCff,  les  droites  F/G  sont  paral- 
lèles aux  droites  B/X  et  aux  côtés  A^A/. 

13.  Les  droites  A/F/  concourent  au  point  F. 

14.  Z/^^  droites  C/F/  concourent  au  point  Q. 

15.  A^.v  points  X,  (i,  F^  Q  .^o///  situés  sur  la  même 
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droite^  et  du  telle  façon  que  le  point  Q  est  le  milita 
du  segment  FX  et  le  segment  XG  =  |  GF  =  2  GQ. 

16.  Les  parallèles  menées  par  les  milieux  des  côtés 
BaB/  aux  côtes  A^A/  concourent  au  point  Q. 

17  Les  parallèles  menées  par  les  points  A/  aux 
côtés  BjtB/  concourent  au  point  R. 

18.  Les  droites  B/G  passent  par  les  milieux  des 
segments  A/R. 

19.  Les  points  B|,  Bj,  B3,  D2,  D3,  X  sont  situés  sur 
une  même  conii/ue. 

20.  Les  points  A|,  A^,  A3,  D»,  D^,  R  sont  situés 
sur  une  même  conique. 

Des  ihéorèmes  {irécédcnts  se  déduisetu  d^a litres  si  roii 
échange  A/  avec  B/,  et  conséqueminent  Do  avec  D3,  X 
avec  R,  etc.  Les  thëorèiues  4  el  18,  19  el  20  en  sont 
des  exemples. 

Si  le  point  quelconque  X  devient  le  point  de  Lemoîne, 
les  triangles  B|  B2B3  et  C|C2C3  représentent  le  premier 
t'i  le  second  triangle  de  Brocard  et  les  points  Da  er  Da 
les  points  brocardicns  û'  et  û. 


CERTIFICATS  D  ÉTUDES  SUPERIEURES 
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SESSION  DE  JUILLET  1899.  —  COMPOSITIONS. 


Poitiers. 

Analysi:. 


1*  Montrer  que  Von  peut   toujours  ramener  aux 
fjuadralures  l'intégration  d'une  équation  de  la  forme 
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Dans  quels  cas  admet-elle  des  solutions  singulières? 
2.  Intégrer 

Epreuve   pratique.  —  La  surface  représentée  par 
l'équation 

renferme  un  volume  égal  au  produit  de  r.ab  par  le 
périmètre  de  l^ ellipse 

a^yt-^b^x^=a^b^. 

Rennes. 

Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  i^  Étude  cinématique  du  pivote- 
ment d^un  corps  rigide  sur  un  point  fixe. 

a°  Sur  deux  cylindres  de  révolution  horizontaux 


fixes  de  même  rayon  n^  distants  de  ac,  et  dont  les 
axes  sont  parallèles  et  situés  dans  un  même  plan  hori- 
zontal, s'appuie  un  prisme  horizontal  homogène  dont 
2  J  est  la  base. 

Montrer  que  l'axe  instantané  décrit  dans  l'espace 
un  cylindre  de  révolution.  Examiner  comment  se  corn- 
porte  par  rapport  au  prisme  la  génératrice  de  ce 
cylindre  qui  est  diamétralement  opposé  à  l'axe  instan- 
tané. En  conclure  le  lieu  de  cet  axe  dans  le  prisme  et 
les  trajectoires  des  différents  points  dans  l'hypothèse 
où  le  prisme  na  pas  de  glissement  horizontal  sur  les 
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génératrices  des  cylindres.  Faire  voir  que  tout  plan 
du  prisme j  parallèle  à  ses  arêtes,  enveloppe  un  cylindre 
de  révolution  horizontal  :  plans  pour  lesquels  ce  cy- 
lindre  se  réduit  à  une  droite. 

Déterminer  enfin  le  mouvement  que  le  poids  fait 
prendre  à  ce  prisme. 

Remarque,  —  Ëii  suivant  pas  à  pas  la  marche  de 
renoncé,  on  résout  très  simplement  ce  problème. 

Épreuve  pratique.  —  Un  pendule  composé  est  formé 
d^une  tige  métallique  prismatique  de  petite  section  a* 
dont  on  connaît  la  longueur  l.  Cette  tige  est  homogène 
et  son  poids  spécifique  est  p.  Elle  est  munie  supérieur 
renient  d'un  couteau  et  porte  une  masse  mobile  de 
poids  P,  quon  peut  fixer  en  diverses  positions  sur  sa 
longueur;  le  centre  de  gravité  de  cette  masse  parcourt 
l'axe  de  la  tige.  On  n'a  pas  de  moyen  de  déterminer 
exactement  sa  distance  à  Vaxe  du  couteau,  mais  on 
peut  mesurer  avec  une  grande  précision  le  déplacement 
ç  de  ce  point  suivant  la  tige. 

On  observe  les  durées  d^ oscillation  /,  t'  pour  deux 
positions  de  la  masse  séparées  par  la  distance  Ç.  En 
conclure  les  deux  longueurs  de  pendules  synchrones  et 
le  moment  d'inertie  de  la  masse  par  rapport  à  Vaxe 
mené  par  son  centre  de  gravité  parallèlement  à  l'arête 
du  couteau. 

Le  couteau  est  supposé  muni  d'un  appareil  de  ré- 
glage permettant  dans  le  calcul  des  observations  de 
faire  abstraction  de  son  moment  d'inertie. 

Effectuer  les  calculs  pour  les  données  numériques 
snis^antes  : 

l  =  2'",5o,        ff  =  o*"*',  000006,       p  =  7«%        P  =  '>4o«^ 
$  =  o-,387i,         f  =  iM83,         /'=i\574. 
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Analyse. 


i"  Etude  de  la  fonction  analytique  u  définie  par 
Inéquation 


z  =  cosw. 


Loi  des  valeurs  quelle  peut  prendre  pour  chaque 
"Valeur  de  z . 

Points  critiques.  —  Expliquer  comment  le  parcours 
d'un  chemin  coni^enab le  par  la  variable  z  permet  à 
cette  fonction  d' acquêt  ir  en  chaque  point  du  plan  une 
quelconque  des  valeurs  dont  elle  est  susceptible  en  ce 
point, 

a°  L'expression 

x"^  '\xj 

dans  laquelle  m  désigne  un  nombre  entier  positif, 
devant  satisfaire  identiquement  à  Inéquation 

on  demande  :  i"^  de  déterminer\la  forme  la  plus  géné- 
rale de  la  fonction  ?  (  -  )  ;  a°  rfe  transformer  et  de  ré" 
soudre  la  même  question  en  coordonnées  polaires* 


Si  Ton  pose 


X  ' 


on   trouve  pour   déterminer   <p    Téquàtion   du    second 
ordre 

(i)        (ï"*-^*)-^^  "'"^('"■^*)^5"J  +m(m  H- i)flp  =  o. 

En  comparant  cette  équation  à  la  formule  de  Liebiiitz, 


(8.  ) 
on  est  ramené  à  poser 

On  trouve  alors 


D' 


ou 


/n«(^)  et  fm^2{^)  désignant  des  polynômes  do  degrés 
respectifs  m  et  m  —  2,  A  et  B  désignant  des  constantes 
arbitraires. 
On  en  déduit 

La  transformation  et  la  résolution  de  cette  question 
en  coordonnées  polaires  ne  présentent  aucune  diffi- 
culté. 

Toulouse. 
Calcul  difpérbntiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I.  On  considère  la  surface  réglée 
S  formée  parles  normales  menées  à  une  quadrique  en 
tous  les  points  de  la  courbe  d'intersection  C  de  cette 
surface  avec  un  plan  donné  P.  Démontrer  que  la  ligne 
de  striction  de  cette  surface  S  est  la  courbe  de  contact 
du  cône  qui  lui  est  circonscrit  et  qui  a  même  sommet 
que  le  cône  circonscrit  à  la  quadrique  tout  le  long  de 
la  courbe  C. 

II.  Intégrer  le  système  d'équations  différentielles 


dx 
dt 

dt 
dz 


__^«^_^  =  o, 


__^^^^^=o, 


Ann.  de  Mathétnai.,  3* série, t.  XIX.  (Février  1900.) 
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III.  On  considère  V équation  aux  dériçées  partielles 
du  premier  ordre 

(l-H/?2-t-^«)z«=  1, 

oiip  et  q  désignent  les  dérivées  partielles  de  la  fonc- 
tion  inconnue  z  par  rapport  aux  variables  indépen- 
dantes X  et  y. 

Déterminer  une  surface  intégrale  passant  par  la 
courbe  dont  les  équations  sont 

X  =  o,        y*-^z^=i. 

Épreuve  pratique.  —  Tromper  pour  la  fonction 

1 

le  déi^eloppement  dont  le  théorème  de  Laurent  dé- 
montre l  existence  dans  la  partie  du  plan  comprise 
entre  les  deux  cercles 

Mécanique  rationnelle. 

I.  Un  disque  circulaire  homogène  très  mince  de 
rayon  a  est  assujetti  à  tourner  autour  d^un  axe  ver- 
tic  al  passant  par  son  centre  et  perpendiculaire  à  son 
plan  avec  une  vitesse  angulaire  constante  o). 

En  un  de  ses  points^  on  pose  une  sphère  homogène 
de  rayon  b  qui  peut  rouler  sur  le  plan  du  disque  sans 
glissement  et  sans  frottement. 

Etudier  le  moui^ement  relatif  de  la  sphère  sur  le  plan 
du  disque, 

II .  Définir  les  courbes  brachistochrones  dans  le  plan 
lorsque  le  point  matériel  qui  les  décrit  est  soumis  à 
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l'action  d' une  force  déris^unt  d'un  polontiel.  Montrer 
que  la  composante  normale  de  la  force  est  égale  à  la 
force  centrifuge. 

applications.  —  i**  La  parabole  est  une  courbe 
brachistochrone  pour  un  point  matériel  qui  la  décrit 
sous  l'action  d'une  force  perpendiculaire  à  la  direc- 
trice et  variant  en  relis  on  inv^erse  du  carré  de  la  dis- 
tance  à  cette  directrice. 

2°  V ellipse  est  une  courbe  brachistochrone  pour  un 
point  qui  la  décrit  sous  Inaction  d'une  force  répulsive 
émanant  d'un  de  ses  fojers  P  et  variant  en  raison  in- 
verse du  carré  de  la  distance  de  ce  point  à  l'autre 
foyer  F. 

MÉCANIQUE   APPLIQUEE. 

Epreuve  écrite.  —  Le  mouvement  relatif  de  deux 
plans  K  et}à  se  représente  par  le  roulement  de  deux 
courbes,  l*uneAR  dans  le  plan  A  et  Vautre  BA  dans  le 
plan  B'. 

1°  On  considère  trois  plans  A,  B,  C  glissant  les  uns 
sur  les  autres;  connaissant  le  mouvement  relatif  de  A 
et  C,  c  es f' à-dire  les  deux  roulettes  AC,  Ck  et  la  loi 
de  leur  roulement  y  connaissant  de  même  le  mouve- 
ment relatif  de  B  ei  C,  en  déduire  le  mouvement  rela- 
tif de  k  et  B. 

2®  Trouver  de  toutes  les  façons  possibles  une  courbe 
^dans  A,  une  courbe  P  dans  B  et  une  courbe  y  dans 
C,  de  telle  façon  que  a  étant  l'enveloppe  de  y  dans  le 
plan  k  et  p  l'enveloppe  de  y  dans  le  plan  B,  les  deux 
courbes  OL  et  p  soient  des  profils  conjugués  dans  le  mou- 
vement relatif  de  A  et  B.  Cas  où  la  courbe  y  est  abso- 
ment  arbitraire, 

3^  Le  mouvement  relatif  de  A  e^  B  étant  donné  ainsi 
que  deux  courbes  ol  et  ^  constituant  deux  profils  con- 


M 
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jugués,  déterminer  le  mouvement  du  plan  C  ainsi  tfue 
la  courbe  y  de  ce  plan^  de  façon  à  engendrer  a  et  ^ 
comme  enveloppes  de  y.    Préciser  les  arbitraires  qui 
entrent  dans  la  solution  générale. 

4"  Le  mouvement  des  trois  plans  A,  B,  C  étant  dé- 
fini de  la  façon  suiv^ante  :  A  tourne  autour  d'un  point 
fixe  Ç,  B  tourne  autour  d^ un  point  fixe  r[  ai^ec  une 
vitesse  constante  to,  C  se  déplace  de  façon  quune  de 
ses  droites  glisse  sur  elle-même,  enfin  les  deux  rou-- 
lettes  BA,  BC  sont  confondues  en  un  cercle  de  rayon 
R  ayant  t\  pour  centre,  déterminer  complètement  les 
mouvements  relatifs  des  trois  plans  ainsi  que  les  courbes 
a,  P,  Y- 

Epreuve  pratique.  —  Une  poutre  articulée  droite 
de  hauteur  constante  est  formée  par  des  triangles  rec- 
tangles isoscèles  comme  l'indique  la  figure. 


E 

c 

soo\ 

D 

\ 

\ 

A 

^ 

\oo 

t/:. 

La  poutre  est  placée  horizontalement,  le  nœud  A 
étant  fixé  et  le  nœud  B  reposant  sur  un  appui  horizon- 
talpoli. 

Au  nœud  C  est  appliquée  une  force  égale  à  400*^8  et 
inclinée  à  45°  comme  V indique  la  figure.  Le  nœud  D 
supporte  une  charge  de  4oo^*  et  le  nœud  E  une  charge 
de  200*^8. 

On  néglige  le  poids  propre  du  système.  On  de- 
mande : 

\^  Épure  donnant  les  réactions  des  deux  appuis; 
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»"*  Epure  donnant  les  tensions.  Indiquer,  sur  la 
poulrcy  les  barres  comprimées  par  de  gros  traits. 

Les  deux  épures  seront  faites  séparément  à  l'échelle 
de  i*^  par  loo'^*  pour  la  première  et  de  2*^°*  par  100*'* 
pour  la  seconde  et  l'on  y  joindra  quelques  indications 
très  sommaires  sur  la  méthode  employée. 

Astronomie  ou  Mécanique  céleste. 

On  donne  les  éléments  suivants  de  V orbite  d'une 
piaf  tète,  rapportés  à  l'écliptique  et  à  Véquinoxe 
moyens  à  une  date  connue  t^  :  demi-grand  axe,  excen- 
tricité, anomalie  moyenne  à  la  date  ^o»  longitude  du 
nœud  ascendant,  inclinaison  du  plan  de  l'orbite  sur 
Véclip tique,  longitude  du  périhélie. 

Faire  connaître  les  formules  à  appliquer  pour  calcu- 
ler les  coordonnées  polaires  équatoriales  héliocen- 
triques  à  une  autre  date  f . 

On  se  bornera  à  écrire,  sans  les  démontrer,  celles 
de  ces  formules  qui  servent  à  calculer  le  rayon  vecteur 
et  l'anomalie  vraie;  on  démontrera  les  autres.  On 
insistera  sur  l'emploi  des  constantes  de  Gauss. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Traité  de  homographie.  —  Théorie  dçs  abaques. 
Applications  pratiques;  par  M.  Maurice  d'Ocagne, 
ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  professeur  à  l'École 
des  Ponts  et  Chaussées,  répétiteur  à  PÉcole  Polytech- 
nique. I  vol.  in-S^'de  480  pages.  Paris,  Gauthier-Villars, 
'899. 

Dans  le  Calcul  par  le  trait  ou  en  Statique  graphique^  on 
f^biicnt  rinconnue  à  l'aide  d'une  épure  qu'il  faut  recommencer 
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toutes  les  fois  que  les  données  prennent  d'autres  valeurs.  En 
Nomographie,  la  figure  qui  représente  l'équation  liant  les  don- 
nées à  l'inconnue  reste,  au  contraire,  la  même,  quelles  que 
soient  les  valeurs  attribuées  aux  données  ;  il  suffit  de  la  con- 
struire une  fois  pour  toutes,  et  alors  une  simple  lecture,  sur 
un  tableau  qu'on  nomme  abaque^  donne,  sans  aucune  opération, 
le  résultat  cherché. 

Le  principe  de  la  représentation  plane  des  équations  à  deux 
variables  remonte  évidemment  à  l'époque  de  la  création  de  la 
Géométrie  aualytique. 

Pour  les  équations  à  trois  variables,  le  premier  essai  de  re- 
présentation plane  est  attribué  à  Pouchet  (1795).  Mais,  malgré 
quelques  tentatives  faites  par  d'Obenheim,  Piobert,  Bellen- 
contre,  AUix,  l'emploi  des  abaques  est  resté,  pendant  un  demi- 
siècle,  fort  restreint.  En  i843,  lorsqu'on  commença  la  construc- 
tion de  nos  voies  ferrées,  la  nécessité  de  méthodes  rapides, 
pour  évaluer  les  terrassements  considérables  que  comportaient 
de  tels  travaux,  amena  nos  ingénieurs,  et  plus  particulièrement 
M.  Lalanne,  à  chercher  quel  parti  on  pourrait  tirer  des  mé- 
thodes graphiques;  c'est  à  cette  occasion  que  Lalanne  dé- 
couvrit le  principe  de  V anamorphose  que  M,  Massau,  dans 
son  Mémoire  sur  l'intégration  graphique,  a  porté,  en  1884,  à 
son  plus  haut  degré  de  généralité. 

La  même  année  1884  vit  apparaître  un  mode  plus  général  de 
représentation  graphique  des  équations,  auquel  M.  d'Ocagne 
avait  été  conduit  en  appliquant  aux  abaques  de  Lalanne  une 
certaine  transformation  dualistique.  Deux  ans  plus  tard, 
M.  l'ingénieur  des  Mines  Lallemand  fit  connaître  une  forme 
particulière  des  abaques  anamorphoses  de  Lalanne,  à  laquelle 
il  attribua  le  nom  (ïabaque  hexagonal,  et  qui  s'applique  à  un 
type  général  d'équation  que  l'on  rencontre  très  souvent  dans 
la  pratique. 

La  comparaison  des  divers  travaux  relatifs  aux  abaques  donna 
en  1891,  à  M.  d'Ocagne,  l'heureuse  idée  de  les  coordonner  et 
de  créer  une  théorie  nouvelle  à  laquelle  il  donna  le  nom  de 
Nomographie.  Nous  avons  eu  à  cette  époque  le  plaisir  de 
rendre  compte  dans  les  yVowpe//e5yin/irt/c5(*)  de  cet  Opuscule 
qui  a  été  couronné  en  1892  par  l'Académie  des  Sciences. 

(')  3"  série,  t.  \,  p.  .V^^. 
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Il  y  a  loin  de  cette  brochure,  qui  semblait  chercher  timide- 
ment à  se  faire  jour»  au  beau  Volume,  cinq  fois  plus  étendu, 
qui  a  la  prétention,  d'ailleurs  justifiée,  de  renfermer  la  solution 
du  problème  pris  dans  le  cas  le  plus  général;  c'est,  en  effet,  un 
véritable  corps  de  doctrine  dans  sa  forme  définitive. 

Le  problème  le  plus  général,  englobant  toutes  les  méthodes 
possibles  de  représentation  plane  des  équations  à  un 
nombre  quelconque  de  variables  fait  l'objet  du  dernier  Cha- 
pitre. L'auteur  fait  observer  que  c'est  par  là  qu'il  eût  débuté 
s'il  s'était  adressé  aux  seuls  mathématiciens.  Mais,  soucieux 
avant  tout  d'être  utile  à  ceux  qui  s'occupent  de  choses  tech- 
niques, il  a  préféré  procéder  du  simple  au  composé,  s'étendant 
davantage  sur  ce  qui  offre  un  intérêt  pratique.  Ajoutons  que 
l'exposé  des  principes  est  accompagné  d'exemples  nombreux, 
variés,  empruntés  aux  divers  arts  techniques  (Génie  civil  ou 
militaire.  Artillerie,  Navigation,  Géodésie,  Finances,  etc.).  Ces 
exemples  ont  été  soumis,  pour  la  plupart,  à  l'épreuve  de  la  pra- 
tique; ce  sont  en  quelque  sorte  des  exemples  vécus. 

Il  nous  reste  maintenant  à  indiquer  le  but  et  le  contenu  de 
chaque  Chapitre. 

Le  Chapitre  I  débute  par  une  étude  approfondie  de  la  Notion 
primordiale  des  échelles  de  fonctions  et  de  leur  application 
aux  abaques  d'équations  à  deux  variables. 

Le  Chapitre  II  concerne  la  représentation  des  équations  à 
trois  variables  au  moyen  de  trois  systèmes  de  lignes  cotées, 
trois  lignes  se  correspondant  dans  ces  systèmes  quand  elles 
concourent  en  un  même  point. 

Sont  compris  dans  cette  catégorie  des  abaques  à  entrecroi- 
sement : 

D'abord,  les  abaques  cartésiens,  tels  que  ceux  de  Pouchet, 
les  premiers  en  date,  et  qui  sont  constitués  par  un  système  de 
lignes  cotées  sur  quadrillage  régulier;  puis  les  abaques  ana- 
morphoses, dans  lesquels  la  substitution,  proposée  par  Lalanne, 
d'un  quadrillage  irrégulier  à  un  quadrillage  régulier  permet 
de  remplacer  par  des  droites  les  courbes  de  l'abaque  cartésien, 
et  qui,  dans  le  cas  où  ces  droites  sont  parallèles,  conduisent 
aux  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand  ;  enfin,  les  abaques 
à  trois  systèmes  de  droites  quelconques  (^na/norjD^o*e  géné- 
rale de  M.  Massau)y  à  propos  desquels  M.  d'Ocagne  montre 
l'heureux  parti  que  l'on  peut  tirer  du  principe  de  l'homogra- 
phie pour  améliorer  la  disposition  d'un  abaque  à  droites  entre- 
croisées. 
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Le  Chapitre  III  est  consacré  à  la  méthode  imaginée  en  i884 
par  Tauteur  et  dont  nous  avons  déjà  parlé.  Le  principe  de  la 
dualité,  appliqué  à  l'aide  des  coordonnées  dites  parallèles, 
a  conduit  M.  d'Ocagne  à  un  nouveau  type  auquel  il  attribue 
aujourd'hui  la  dénomination  d*abaques  à  points  alignés  au 
lieu  de  celle  d*abaque  à  points  isoplèthes  qu'il  avait  adoptée 
d'abord.  Ces  abaques  ofTrent  les  plus  grands  avantages  au 
point  de  vue  de  la  rapidité  de  construction,  de  la  facilité  de 
lecture,  de  la  précision  d'interpolation,  etc.  Là  encore,  on 
peut  utiliser  l'homographie  pour  amener  chaque  abaque  parti- 
culier à  la  forme  la  plus  commode.  L'abaque  du  n°  84,  relatif 
aux  murs  de  soutènement,  offre  un  exemple  frappant  de  l'heu- 
reuse influence  de  l'homographie. 

Chacun  des  trois  systèmes  de  points  cotés  entre  lesquels  se 
prennent  les  alignements  constitue  une  échelle  graduée.  Le 
cas  de  deux  échelles  rectilignes  parallèles  et  d'une  échelle  cur- 
viligne offre  pour  les  applications  une  importance  toute  parti- 
culière ;  aussi  l'auteur  l'a-t-il  traité  avec  tous  les  détails  néces- 
saires et  de  nombreux  exemples  à  l'appui.  Comme  il  faut  se 
borner,  je  me  contenterai  de  signaler  à  l'attention  des  mathé- 
maticiens l'abaque  relatif  à  l'équation  de  Kepler  (n**  83). 

Enfin,  il  faut  encore  compter  à  l'actif  de  ce  Chapitre  le  cu- 
rieux emploi  des  points  alignés  pour  la  représentation  des  lois 
empiriques.  Parmi  les  exemples  donnés  à  ce  sujet,  le  plus  re- 
marquable est  sans  contredit  celui  qui  est  emprunté  à  M.  Râ- 
teau, sur  la  consommation  des  machines  à  vapeur,  où  la  con- 
struction même  de  l'abaque  fait  apparaître  une  loi  physique 
dont  rien  ne  faisait  prévoir  la  forme  a  priori. 

Il  y  a  lieu  aussi  de  citer  divers  types  d'abaques  pour  plus  de 
trois  variables  dérivant  immédiatement  des  abaques  précédents 
(abaques  à  double  alignement  de  M.  d'Ocagne;  abaques  à  trans- 
versale quelconque  de  M.  le  capitaine  Gœdseels;  abaques  à  pa- 
rallèles mobiles  de  M.  Beghin). 

Au  Chapitre  IV  appartient  la  représentation  simultanée  de 
deux  équations  à  quatre  variables,  chacune  de  ces  équations 
renfermant  trois  de  ces  variables. 

Une  première  application  intéressante  est  celle  qui  concerne 
le  calcul  du  point  à  la  mer. 

Mais,  avant  tout,  ce  Chapitre  est  une  application  générale  et 
détaillée  des  principes  précédents  au  calcul  des  profils  de  dé- 
blai et  de  remblai.  Toutes  les  solutions  connues  de  ce  pro- 
blème sont  ramenées  à  un  principe  unique  ;  aucune  solution 
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particulière,  pouvant  être  donnée,  sous  forme  d'abaque, 
n'échappe  à  la  solution  générale  développée  par  Tauteur  et 
d'où  il  fait  sortir  de  la  façon  la  plus  naturelle  tous  les  pro- 
cédés spéciaux  proposés  jusqu'ici,  en  particularisant  d'une 
certaine  façon  quatre  fonctions  arbitraires  qui  figurent  dans 
cette  solution  générale.  Par  l'examen  comparatif  des  diverses 
solutions  de  ce  problème  important,  l'auteur  a  fait  ressortir, 
d'une  manière  incontestable,  les  avantages  de  la  solution  qui 
est  fondée  sur  l'emploi  des  points  alignés  et  qui  a  reçu  tous 
les  développements  utiles. 

Le  Chapitre  V  est  destiné  à  l'extension  des  modes  de  repré- 
sentation précédemment  étudiés  au  cas  d'un  nombre  de  va- 
riables supérieur  à  trois.  Il  n'existe  plus  alors  de  représenta- 
tion applicable  à  une  équation  quelconque;  il  n'y  a  que  des 
méthodes  applicables  à  des  types  plus  ou  moins  généraux 
comprenant  à  peu  près  toutes  les  équations  que  l'on  ren- 
contre dans  la  pratique.  Ces  modes  de  représentation  reposent 
sur  deux  notions  fondamentales,  celle  des  Éléments  à  plu- 
sieurs cotes  et  celle  des  Systèmes  mobiles.  L'auteur  examine, 
avec  de  nombreux  exemples  à  l'appui,  les  types  d'abaque  les 
plus  usuels  dérivant  de  ce  double  emploi  (abaques  hexagonaux 
à  échelles  binaires  de  MM.  Lallemand  et  Prévôt  ;  pointsalignés^ 
àdeux  cotes,  c'est-à-diredoublement  isoplèthes,  de  M.  d'Ocagne  ; 
droites  à  doubles  enveloppes  de  M.  Poulain;  trajectoires  de 
contact  de  M.  Paladini;  règles  à  plusieurs  tiroirs  de  M.  Vaës; 
échelles  tournantes  de  M.  Lallemand;  abaques  à  images  loga- 
rithmiques de  M.  Mehmke).  Citons  enfin  parmi  les  applications 
des  points  alignés  à  deux  cotes,  les  abaques  de  la  Trigonomé- 
trie sphérique  (n**  123  et  124)  et  ceux  des  équations  com- 
plètes du  troisième  et  du  quatrième  degré  (n'»  123  et  126). 

Le  Chapitre  VI  et  dernier  contient,  comme  nous  l'avons  déjà 
dit,  la  théorie  générale  dont  les  résultats  s'expriment  d'une 
manière  abrégée  à  l'aide  d'une  notation  spéciale.  L'auteur  y 
montre  comment  les  divers  types  d'abaques  à  deux,  trois, 
quatre  variables  précédemment  étudiés  dérivent  de  cette  théo- 
rie générale  qui  se  trouve,  au  point  de  vue  de  la  classification 
des  modes  de  représentation  graphique,  avoir  la  même  valeur 
que  la  théorie  cinématique  de  Reuleaux  au  point  de  vue  de  la 
classification  des  mécanismes.  Ce  rapprochement  fort  judicieux 
a  été  signalé  dans  le  journal  anglais  A^af arc  (numéro  du  17  jan- 
vier 1899). 

L'auteur  termine  ce  Chapitre  en  indiquant  une  source  de  pro- 
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blêmes  dignes  d^attirer  l'attention  des  mathématiciens;  il  s'agit 
de  déterminer  pour  chaque  type  d'abaque  les  caractères  ana> 
lytiques  des  équations  correspondantes.  Plusieurs  géomètres 
ont  déjà  travaillé  dans  ce  sens,  et  l'on  rapporte  ici  les  solutions 
données  pour  divers  cas  usuels  par  MM.  de  Saint-Robert,  Mas- 
sau,  Lecornu,  Duporcqet.  Kœnigs.  L'exemple  sera  certainement 
suivi. 

Ce  compte  rendu,  quoique  bien  incomplet,  montre  cependant 
combien  cet  Ouvrage  est  touffu  et  riche  en  applications.  Mais 
ce  qu'il  ne  saurait  mettre  en  évidence,  c'est  l'art  avec  lequel  ce 
Traité  est  composé,  c'est  la  clarté  qui  s'y  trouve  partout  ré- 
pandue comme  à  flots,  c'est  enfin  la  régularité  parfaite  de  la 
méthode  suivie.  Sa  lecture  révèle  à  la  fois  l'œuvre  d'un  profes- 
seur habile  et  d'un  savant  accompli.  Eugène  Rouché. 


S0LITI0!VS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  360. 

(  1837,  p.  a». ) 
NOTE 

Par  UN  AnoNXÉ. 

L'énoncé,  reproduit  dans  le  numéro  d'avril  1898,  page  19.I, 
renferme  une  erreur  typographique.  Si  O  est  foyer  d'une  sec- 
tion méridienne  d'une  quadrique  de  révolution,  on  a  pour  la 
distance  du  point  0  à  un  point  de  la  quadrique 

p  =  Aa:-i-  By  -{-  Cz-^-D; 

si  donc  l'on  considère  cinq  points  de  la  quadrique,  on  a 

OA  X  Vol.  BGDE  -+-  OB  x  Vol.  GDEA  h-.  . .  =  o, 

les  volumes  ayant  des  signes. 

.  Question  M8. 

(  1858.  p.  3iî».  ) 

Note 

Par  UN   VnoNNÉ. 

L'énoncé,  reproduit  à  la  page  52  du  numéro  de  janvier  1899. 
est   inexact   en   plusieurs   points.  Il  s'agit  évidemment   d'une 
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projeclion  du  théorème  de  cotes,  pris  dans  les  deax  cas 
simples  auxquels  il  donne  lieu,  et  la  question  est  alors  trop 
facile  pour  que  l'on  doive  insister. 

Qaestion  495. 

(1859,  p.  444.) 

Une  courbe  C„  de  degré  n  et  une  conique  Cj  sont  données 
dans  le  même  plan;  on  prend  la  polaire  d*un  point  quel- 
conque situé  sur  G«  par  rapport  à  la  conique  Cj;  soient  P 
et  Q  les  points  d* intersection  de  cette  polaire  avec  la  co- 
nique :  le  lieu  du  point  d'intersection  des  deux  normales 
menées  en  P  e/  Q  «  la  conique  est  d^ ordre  3/i  au  plus. 

(Desboyes.) 

Solution. 

Par  UN  Abonné. 

Le  fait  énoncé  résulte  immédiatement  des  formules  bien 
connues,  données  par  M.  Desboves, 

_c^x{b^'-y^)  _  —  c^y  {a^—  x^) 

'    ""  "IP X*  -+-  a'^y^  '  ""  ~62j-«-+-a«^*    ' 

qui  expriment  les  coordonnées  X  et  Y  du  point  de  rencontre 
des  normales  aux  extrémités  de  la  corde  dont  le  pôle  a  pour 
coordonnées  a?  et  ^  :  si  le  point  (a?,  J^)  décrit  une  courbe 
d'ordre  n,  les  points  (X,  Y)  situés  sur  une  droite  donnée 
seront,  en  effet,  les  intersections  de  la  courbe  d'ordre  n  avec 
la  cubique  transformée  de  la  droite  par  les  formules  ci-dessus. 
On  a  d'ailleurs  facilement  les  formules  ci-dessus  en  exprimant 
que  l'hyperbole  d'Apollonius  relative  au  point  (X,  Y)  et  la 
conique  donnée  admettent  pour  corde  commune  la  polaire  du 
point  (a?, ^)  :  on  écrit  pour  cela  que  la  conique  H-hAS  =o 
comprend  cette  droite;  voir  aussi  Salmon,  Sections  coniques, 
n*  181,  exercice  4- 

Question  496. 

(1839.  p.  444.) 

Par  un  point  pris  arbitrairement  dans  l'espace,  on  peut, 

'    •     f                mpim — \)(p  —  i)    ,     .         > 
en  gênerai,  mener  —^^ ^ '-  droites,  dont  chacune 


rencontre  en  deux  points  la  ligne  à  double  courbure  ré- 
sultant  de    V intersection  de   deux  surfaces  algébriques 
d'ordres  m  et  p\  toutes  ces  droites  sont  sur  un  cône  d* ordre 
(m  — i)(/?  — 1). 
//  suit  de  là  que  la  perspective  de  V intersection  de  deux 

r           j*     j                 *               nip{m  —  \){p  —  \) 
surfaces    d  ordres   m    et  p   a    — ^—^ -^^ points 

doubles  situés  sur  une  courbe  d'ordre  {m  — 1)(/)  —  i). 

(Moutard.) 
solution 
Par  M.  G.  Fontené. 

,,     .  ,       mpim  —  i)(p  —  i)    ,     .  ,. 

L  existence  des  —^-^ -^^ droites   est  démontrée 

2 

dans  le  Traité  de  Géométrie  analytique  à  trois  dimensions 
de  Salmon,  n°  343  :  on  désigne  par  a,  6,  c,  d  les  coordonnées 
tétraédriques  du  point  donné  O,  et  Ton  écrit  que  les  deux 
points  {x^y^  ^,  f)  et  (a?  -4-  Xa,  ^-4-  X6,  ...)  sont  sur  la  courbe. 
Si  Ton  veut  obtenir  le  cône  de  l'énoncé,  il  faut  procéder 
autrement. 

Soient  les  deux  surfaces/ =  o,  <p  =  o.  L'origine  0  des  coor- 
données étant  le  point  d'émission  des  droites,  le  point  {x^  y  y  z) 
appartiendra  à  l'une  des  droites  cherchées  si  les  deux  équa- 
tions eno":/(-j— >-)=:o,   o(— >—>-)=  o,  ont  deux 

''    \<S        <I       <J  J  *\(JO(T/ 

racines  communes;  ces  deux  équations  deviennent 

/o<ï'"^-/i<ï"*~*-+-- .  .=  o,         cpo<T^-+-  9i(tP-*-+-.  .  .=  o, 

les  /  et  les  <p  étant  homogènes.  Si  l'on  écrit  d'abord  que  les 
deux  équations  ont  une  racine  commune,  on  aura  l'équation  du 
cône  G  d'ordre  mp  qui  a  O  pour  sommet  et  la  courbe  gauche 
pour  directrice  :  la  méthode  d'élimination  d'Ëuler  (méthode 
des  polynômes  multiplicateurs),  ou  la  méthode  dialytique  de 
Sylvester,  donnerait  Téquation  de  ce  cône  par  un  déterminant 
d'ordre  m -{-p.  Pour  écrire  l'existence  d'une  seconde  racine 
commune,  nous  emploierons  la  méthode  des  polynômes  multi- 
plicateurs, en  tenant  compte  de  ce  que  les  deux  équations  ont 
déjà  une  racine  commune  :  au  lieu  d'identifier  complètement 
les  deux  équations 

ik<jP-'  -h  Bçr/'-3  -f...  .)(/Q<T"«-t-/i(r'«-»-4-...)  =  o, 

(GGr'«-2-f-  Il7/«-3_j_.  .  .)(Oo7/'   -j-0,7/'-i   -i-..  .)  =  O, 


{  93  ) 
nous  écrirons  seulemenl  que  les  premiers  membres  sont  iden- 
tiques à  une  constante  près;  comme  ils  sont  nuls  tous  deux 
pour  une  même  valeur  de  œ,  cette  constante  sera  nécessaire- 
ment nulle.  On  a  ainsi  la  condition 


=  o, 


et  cette  relation  nécessairement  homogène  représente  un 
cône  C  d'ordre  (/n  — 1)(/?  —  i),  comme  le  montre  la  considé- 
ration du  terme  principal  (/o)''"''X  (?p-i )"*"*•  Ce  cône  C  a 
en  commun  avec  le  cône  G  des  génératrices  en  nombre 
mpx{m  —  i)(/>  —  i);  mais  les  droites  cherchées  sont  des 
génératrices  doubles  du  cône  G  et  leur  nombre  est  la  moitié  du 
précédent;  on  voit  pourquoi  l'on  a  tenu  à  conserver  la  condi- 
tion qui  donne  le  cône  G. 

Une  marche  analogue  à  celle  adoptée  ici  peut  être  employée 
quand  on  doit  écrire  que  deux  équations  des  degrés  m  et  ^ 
ont  A  racines  communes  :  on  aurait  k  déterminants  d'ordres 
m-^p,  nt-^p  —  2,  m-hp  —  4»  •..»  donnant  des  conditions 
qui  ont  pour  points  respectifs 

mp,    (/n  — !)(/?  — I),     {ni  —  'i){p  —  -2),     ...; 

dans  un  espace  analytique  à  un  nombre  quelconque  de  dimen- 
sions, cela  permettrait  de  généraliser  la  question  actuelle. 

La  méthode  de  Lagrauge  {voir  la  Théorie  des  déterminants 
de  Baltzer,  §  XI,  9)  conduirait  pour  la  question  actuelle  à 
un  cône  d'ordre  m(p  —  i)  ou  à  un  cône  d'ordre  {m  —  i)/?,  au 
lieu  du  cône  d'ordre  (m^i){p  —  i)  donné  par  la  méthode 
d'Euler. 

Question  1788. 

(18»8,  p.  148.) 

On  considère,  dans  un  cercle  de  centre  O,  un  rayon 
fixe  OA  et  un  rayon  variable  OM.  Le  point  M  se  projette 
en  P  sur  OA.  Le  lieu  du  centre  des  symédianes  du  triangle 
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MOP  est  une  courbe  fermée  dont  l'aire  est  le  yï  de  i'aire 
du  cercle.  (  E.-N.  Barisien.;* 

,|  SOLUTION 

1  Par  M.  V.  Retali. 

l  En  prenant  O  pour  origine  et  OA  pour  axe  des  x^  les  coor- 

î  données  rectangulaires  du  point  de  Lemoine  K  du  triangle  OMP 

sont  données  par 

)  aar  =  rcosO(i -h  cos^O), 
(  'iy  =  rsinO  cos6, 

1  r  étant  le  rayon  du  cercle  et  <  MOP  =  0;  nous  avons  donc 

I  ^ydx  —  (3r*sin^0  —  4r«sin»6  cos«0)i/0, 

et  le  double  de  Faire  est 

A  =  3/'»r    sin*0</0  —  4r»  ^    sin^O  cos^O  (iO 

;  ~  -2.4   '2         *'     \8  3-2     /o  lO  If)  i(i     * 

Observation.  —  En  posant  cos'O  =  ^  les  équations  (i; 
donnent 

4^2=  r«/(i-h/2). 

et  éliminant  t,  nous  trouvons  pour  équation  du  lieu 

(-2)       4(372-1-^1)3—  ^;.2(.7«-t-^2)«-f-  /•2/'(27:r*-4-r»)  =  o. 

Le  lieu  est  une  courbe  du  sixième  ordre  et  deuxième  genre, 
symétrique  par  rapport  aux  axes,  ayant  un  tacnode  à  l'origine 
et  Taxe  des  x  pour  tangente  tacnodale;  la  courbe  est  bitan- 
gente  au  cercle  donné,  sur  Taxe  des  x;  a  un  rebroussement  en 
chacun  des  points  circulaires  à  Pinfini,  avec  la  droite  à  Pinfini 
pour  bitangente  cuspidale,  et  deux  points  doubles  isolés  sur 
Paxe  des  y  {x  =  o,  y  =±  r  :  v^);  elle  a  enfin  quatre  points 
d'inflexions  réels. 

Le  lieu  de  la  projection  de  K  sur  le  rayon  OM  est  \e  folium 
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double 

(3)  (a:«-+-7«)5=r»x^; 

Tenvcloppe  de  la  droite  |  PK  |,  c'est-à-dire  Tantipodaire  de  (3) 
par  rapport  au  centre,  est  la  sextique 

(4)  (;r«-4-^>)>—  r'^ix^-^'iox^y^—  87*)  -+-  i6r*j^*  =  o, 

qui  a  aussi  un  tacnode  à  l'origine  avec  l'axe  des  x  par  tangente 
tacnodale,  deux  rebroussements  aux  points  circulaires  à  l'in- 
fini et  la  droite  à  l'infini  pour  tangente  double  cuspidale;  la 
courbe  a  en  outre  quatre  rebroussements  réels 

(  ^  =  ±  4  r /6  :  9 ,  ^^  =  ±  4 /' /3  :  9  ) 

et  deux  points  doubles  imaginaires  sur  l'axe  des^. 

La  droite  |  MK  |  rencontre  la  perpendiculaire  en  O  a  |  OM  | 
en  le  pôle  de  |  OP  |  par  rapport  au  cercle  ayant  OM  pour  dia- 
mètre; les  coordonnées  de  ce  pôle  étant  évidemment 

r  r 

ar=-cosO.  v=~cos6cot6, 

nous  avons,  en  éliminant  6,  pour  équation  du  lieu  de  ce  point 

(5)  r»^î=  4a;«(a?«-hjK*), 

qui  représente  un  cappa  dirigé  vers  Taxe  des  y  et  avec  son 
tacnode  à  l'origine. 

Autres  solutions  de  MM.  Droz-Farny  et  Lez. 


QUESTIONS. 


1834.  Étant  données  deux  coniques  S  et  S',  trouver  le  lieu 
d'un  point  P  tel  que  l'on  puisse  mener  de  ce  point  une  tan- 
gente à  S  et  une  tangente  à  S'  perpendiculaires  entre  elles. 

Montrer  que  ce  lieu  est  une  courbe  Gs  du  huitième  ordre  et 
du  premier  genre  ayant  les  points  cycliques  pour  points  qua- 
druples et  huit  points  doubles  à  distance  finie.  On  déterminera 
la  position  de  ces  derniers  en  montrant  que  ce  sont  les  points 
communs  à  distance  finie  à  trois  courbes  du  quatrième  ordre, 


dont  on  formera  les  équations.  On  établira  que  les  points  niul-> 
tiples  de  Gg  et  les  foyers  réels  et  imaginaires  des  deux  coniques 
S  et  S'  sont  sur  une  même  courbe  G3  du  troisième  ordre  qui 
dégénère  en  une  hyperbole  équilatère  et  la  droite  de  rinOni, 
lorsque  S  et  S'  sont  concentriques.  Ou  donnera  une  définition 
géométrique  de  cette  courbe  Cj.  Le  lieu  cherché  Cj  est  tan- 
gent en  huit  points  à  chacune  des  coniques  données;  les  seize 
points  de  contact  sont  sur  une  même  courbe  du  quatrième 
ordre. 

Exprimer  les  coordonnées  d'un  point  du  lieu  en  fonction 
d'un  paramètre. 

Examiner  les  cas  particuliers  où  l'une  des  coniques  données 
se  réduit  a  une  parabole  ou  à  un  couple  de  droites. 

(J.  Franel.) 

1835.  Au  bout  de  quel  temps  /,  un  capital  G  placé  à  intérêts' 
simples  à  un  taux  r  constitue-t-il  une  somme  égale  à  celle  que 
constituerait  le  même  capital  placé  à  intérêts  composés  au 
taux  r'(r'<  r)  pendant  le  même  temps? 

Exprimer  t  en  fonction  de  r  et  r.  On  admet  que  les  deux 
sommes  sont  calculées  d'après  les  formules  respectives 

C{i-\- rt),     G(i-4-r')'. 

(E.-M.  LÉMERAY.) 

1836.  A  quelle  distance  du  centre  d'une  hyperbole  équilatère 
doit-on  mener  une  perpendiculaire  à  son  axe  réel  pour  que 
l'aire  comprise  entre  les  asymptotes,  la  courbe  et  la  droite 
cherchée,  ait  une  valeur  donnée  k.  (E.-M.  Lémeray.) 

1837.  Les  deux  triangles  ABC,  A'B'G'  sont  homologiques 
des  deux  manières  : 

ABG 
A'B'G' 
ABG 
G'B'A' 

Démontrer  que  si  o  passe  par  0'  :  1°  o'  passe  par  0  ;  t.*  les  six 
points  O,  0',  ba'y  hc\  b'uy  h'c  sont  les  sommets  d'un  quadri- 
latère complet;  3°  les  six  droites  o,  0%  BA',  BG',  B' A,  B'G  sont 
les  côtés  d'un  quadraugle  complet;  4°  le  triangle  diagonal  du 
quadrangle,  qui  a  pour  sommets  ba\  bc',  b'a,  b' c,  coïncide 
avec  le  trilatère  diagonal  du  quadrilatère  qui  a  pour  côtés  BA', 
BG',  BA,  B'G.  (G.  Gallucci.) 


i*»  Gentre  O 
2**  Gentre  0' 


»  axe  o: 


y  a\e  o , 
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l)uclt*urs  0*  ScîoïiPc*^.  a8  vol»  in-î. 
!       f.>.  |3  vol»  111- 1, 

VoÛîMïîS   PAUlfS  i 

'  Série.   —  Tcvnr  T,  r^ï'f"^  ^  Th^^^rie  J^?  in  prnpft*»*itifm  //*•*  ftnJ^^  A  f^-t  trtrfaee 

CuH^  prufiyufi'fi'ur  ittdé/tnU,  —    ^'  jr /#j 

—  1\> fil  e  IV.  i  SH  \ .  r. > me  V ,  i  VI. 

Mil,  |Ky3.  Tome  U,  .-jk  i i.*  X. 

>r^ .,.. ^Sh. 

1*  SiHv*  —  Ti»lne  UL  i^nT  i  €**»''*  d^jinalrte  de  i*iCrt>U  rorafp  Putrréthmffkf  J 

^  T   M'     i\     -w       ■  /-• ^r-  i.r^u/tn  f/ttHMfff-M  à  i'Fi^ftfi'  PuhteA 

m*f  ' /*  Lri'iiti #  itu *'  ft  Vit hn t iiflfr * ritt tri  \ , 
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[D8d] 

UNE  APPLICATION  DE  LA  FORMULE  BB  STOKES; 

Par  m.  VOGT, 
Professeur  à  TU  Diversité  de  Nancy. 


1.  Dans  le  premier  Volume  de  son  Cours  d'Analyse, 
M.  Picard  indique,  après  Kronecker,  la  solution  du  pro- 
blème suivant  : 

Etant  fionnées  deux  équations  algébriques  ou  trans- 
cendantes 

entre  deux  variables  réelles,  et  à  coefficients  réels, 
déterminer  le  nombre  des  solutions  de  ce  système 
d'équations  comprises  à  V  intérieur  d 'un  contour  fermé 

donné. 

On  considère  pour  cela  F  intégrale  curviligne 
I  =  ^ —  I  darc  tang  -pr  =  —  /  ïf? — tA > 

étendue  au  contour  donné  parcouru  dans  le  sens  positif, 
la  valeur  de  cette  intégrale  est  égale  à  Texcès  du  nombre 
des  solutions  intérieures  au  contour  pour  lesquelles  le 
déterminant  fonctionnel 

D(Fi,F,) 

«st  positif,  sur  le  nombre  de  celles  pour  lesquelles  il  est 
négatif. 

3e  ne  sais  si  Ton  a  déjà  remarqué  que  ce  résultat  est 
susceptible  d'une  généralisation  relative  à  la  ligne  d'in- 

Ann,  de  JUatheniat.fZ*  série,  t.  XIX.  (Mars  1900.)  7 


(98) 
terscctîon  de  deux  surfaces;  c'est  celle  généralisation 
que  je  me  propose  d'indiquer  ici,  en  suivant  la  marche 
de  M.  Picard. 

Etant  données  deux  équations 

entre  trois  variables  réelles,  et  à  coefGcients  réels,  elles 
définissent  une  certaine  ligne  réelle  L  formée  d'une  ou 
de  plusieurs  parties  ;  nous  supposons  les  fonctions  F| 
et  Fa  finies  continues  et  uniformes  dans  une  certaine 
région  de  l'espace,  et  nous  considérons  dans  cette  région 
un  contour  fermé  C  ne  rencontrant  pas  la  ligne  L^  nous 
formons  Tinlégrale  curviligne 


1=  -î-   /  é/arctang—, 


étendue  au  contour  C  parcouru  dans  un  certain  sens,  et 
nous  nous  proposons  de  chercher  la  signification  de 
cette  intégrale. 

On  peut  récrire,  en  la  développant,  sous  la  forme 


(») 

I=—  1  Pdx-i-qdr  +  Ro 

en  posant 

„       ^'  dx        ^*dx 
F» -4- F» 

^              F\  +  ?i 

rfF,            dF, 

FJ  +  F» 
comme  P,  Q,  R  sont  les  dérivées  partielles  d'une  même 


(99) 
fonction,  elles  satisfont  aux  conditions 


dq  _  dR 

dR       dp 

dp     dq 

dz  "~  dy 

dx  ""  dz' 

dy"  dx' 

que  Ton  vérifie  du  reste  directement  sans  peine;  on  en 
conclut  que  I  ne  change  pas  de  valeur  lorsqu'on  déforme 
le  contour  C  sans  passer  par  un  point  où  P,  Q,  R  de- 
viennent discontinues,  c'est-à-dire  sans  rencontrer  la 
ligne  L. 

2.  Supposons  que  par  le  contour  C  on  fasse  passer 
une  calotte  de  surface  S,  que  cette  calotte  soit  simple  et 
ait  deux  faces  distinctes  ;  prenons  comme  face  supérieure 
ou  positive  la  face  sur  laquelle  doit  être  situé  un  obser- 
vateur pour  que,  en  s'approchant  du  contour  C,  il  voie 
le  sens  d'intégration  de  gauche  à  droite,  comme  le  sens 
du  trièdre  de  coord<mnées  ;  la  face  inférieure  ou  néga- 
tive sera  la  face  opposée. 

Si  la  calotte  S  ne  rencontre  pas  la  ligne  L,  le  théo- 
rèrae  de  Slokes  nous  indique  que  l'intégrale  I  est  égale 
à  l'intégrale  double 

étendue  à  S,  et  cette  intégrale  est  nulle. 

Si  la  calotte  rencontre  la  ligne  L  en  des  points  A, 
6,  ...,  M,  imaginons  qucFon  trace  sur  la  surface  des 
contours  C^,  G^,  . . .,  Cm  assez  petits  pour  n'entourer 
chacun  qu'un  seul  de  ces  points  et  pour  ne  couper  ni  C 
ni  les  autres  contours;  enlevons  de  S  les  portions  S^, 
Sb7  •  •  •)  S]|  intérieures  à  ces  contours  et  réunissons  les 
ouvertures  ainsi  pratiquées  dans  S  au  contour  C  par  des 
coupures  F^,  Fg,  .. .,  F),  ne  se  coupant  pas  les  unes  les 


(   >oo  ) 
autres;  ces  opérations  ont  pour  effet  de  constituer  une 
calotte  Sf  à  un  seul  contour  ne  contenant  à  son  intérieur 
aucun  point  de  L. 

L'intégrale  double  (3),  étendue  à  cette  calotte  Si,  est 
constamment  nulle;  mais,  d'après  la  formule  de  Stokes, 
elle  est  égale  h  l'intégrale  curviligne  (2),  étendue  au 
contour  entier  de  S|  ;  cette  intégrale  est  donc  nulle. 
Elle  se  compose  de  différentes  parties  étendues  respec- 
tivement :  1°  au  contour  C  parcouru  dans  le  sens  adopté 
primitivement  sur  ce  contour;  a'*  aux  deux  bords  de 
chacune  des  coupures  F^^,  Fg,  ...,  F|,,  ces  bords  étant  par- 
courus l'un  dans  un  sens,  l'autre,  qui  lui  est  opposé,  dans 
le  sens  contraire  ;  les  parties  d'intégrale  relatives  à  ces 
bords  sont  deux  à  deux  égales  et  de  signes  contraires  et 
ont  une  somme  nulle;  3°  aux  contours  Cj^,  Ce,  . . .,  Cji 
parcourus  dans  le  môme  sens  que  le  contour  G  relative- 
ment à  la  calotte  S|  ;  les  parties  d'intégrale  correspon- 
dantes sont  égales  et  de  signes  contraires  à  celles  que 
Fou  obtiendrait  si  les  contours  étaient  parcourus  dans 
le  sens  opposé,  et  ce  dernier  sens  est  celui  que  l'on  doit 
adopter  si  l'on  veut  que  les  faces  supérieures  des  calottes 
partielles  S^,  Sb»  .  •*,  Su  coïncident  avec  la  face  supé- 
rieure de  la  calotte  totale  S.  Si  donc  on  adopte  pour 
tous  les  contours  C,  C^,  Cb,  . . .,  Cm  le  sens  pour  lequel 
les  faces  supérieures  des  calottes  S,  S^,  Sb,  > . .,  Su  soient 
les  mêmes  et  si  l'on  appelle  I,  I^,  Iq,  . . .,  Im  les  valeurs 
de  l'intégrale  I  étendue  à  ces  contours,  on  aura 

I  =  lA-4-lBH-...-t-Iii; 

tout  revient  donc  à  évaluer  chacune  des  intégrales  du 
second  membre. 

3.  Considérons  l'une  d'elles,  par  exemple  la  première  : 
soient  jCq,  J^o»  ^0  les  coordonnées  du  point  A;  la  tan- 
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gente  à  la  ligne  L  en  ce  point  a  pour  équations 

en  désignant  par  D|,  Dj  et  D3  les  déterniinanis 

*""  dy^   dzo        "tjxo   c^«o* 


D  _  «JFi  <>F. 

dFt  dF, 

'       dzn  àxt 

dzQ  (>.ro 

'      àxo  dyQ 

_<^F,  ^ 

âxo   à/o 

que  nous  ne  supposerons  pas  nuls  simultanément,  on 
voit  que  les  cosinus  directeurs  de  la  tangente  sont  donnés 
par  les  équations 
...  cosa  _  cosp  __  cosy 1 

nous  appellerons  demi-tangente  positive  à  la  ligne  L 
en  A  celle  des  deux  directions  précédentes  qui  corres- 
pond au  signe  -\-  devant  le  radical. 

Nous  supposons  que  la  calotte  S  et,  par  suite,  la  ca- 
lotte Sj^  qui  en  fait  partie  ne  sont  pas  tangentes  en  Â  à 
la  ligne  L  ;  le  contour  G^,  qui  limite  S^,  peut  être  choisi 
aussi  petit  que  Ton  veut;  on  peut  sans  inconvénient 
supposer  que  ce  contour  est  une  petite  courbe  plane  et 
que  Sj^  est  la  portion  du  plan  de  cette  courbe  qui  lui  est 
intérieure. 

Les  coordonnées  des  points  du  contour  Ca  auront  des 
expressions  de  la  forme 

£  étant  une  quantité  fixe  que  l'on  peut  prendre  aussi 
pciiie  que  Ton  veut,  Ç,  r\^  <  étant  fonctions  d'un  même 


(     '02    ) 

paramètre^  rinlégrale  I^  s'exprimera  au  moyen  de  ce 
paramètre  par  une  somme  de  deux  parties,  Tune  indé- 
pendante de  e  et  l'autre  s'annulant  avec  cette  dernière 
quantité.  Comme  nous  avons  remarqué  au  début  que  la 
valeur  de  I  ou  de  I^  ne  change  pas  lorsqu'on  modifie  le 
contour  sans  franchir  la  ligne  L,  nous  concluons  que 
l'intégrale  actuelle  ne  doit  pas  varier  avec  e;  la  seconde 
partie,  qui  peut  être  rendue  aussi  petite  qu'on  veut,  est 
donc  rigoureusement  nulle  et  I^  se  réduit  à  la  première; 
elle  est,  toutes  réductions  faites. 


Ia  = 


Di(>)t/;-  Ç  d-O  H-  D,(  UÇ  -  {  dQ-^D^ijàr^—T^d'O 


r 


Nous  choisirons  comme  contour  C^  une  ellipse  tracée 
sur  un  cylindre  ayant  pour  axe  la  tangente  à  la  ligne  L, 
et  dont  l'équation  est 


aF,  d¥^ 


dF 
àzQ 


nous  assujettissons  de  celte  façon  Ç,  y;,  Ç  à  rendre  égal 
à  l'unité  le  dénominateur  de  la  fraction  diflerentielle; 
nous  remarquons,  de  plus,  que  les  parenthèses  qui 
entrent  au  numérateur  sont  proportionnelles  aux  cosinus 
directeurs  de  la  normale  extérieure  à  la  calotte  Sj^  au 
point  A;  si  a',  P',  Y  sont  les  angles  de  cctle  normale 
avec  les  axes  de  coordonnées,  on  a 


cos  a 


cos  P' 


_        cos  Y 


uî-u;    i^iri--ndi 


En  considérant  ponr  un   instant-  Ç,  y,,  Ç  comme  les 


(  .03  ) 
coordonnces  des  points  d'une   courbe  plane  dont  les 
coordonnées  polaires  sont  p  et  6,  on  aura  pour  valeur 
du  radical 

v/p«rfj»  — p*e/p»  =  p»  rfO, 

de  sorte  que  Ton  a 

ITj  û?Ç  —  Ç  ^7)  =  p*  <i6  cosa', 
5  rfT)  —  7)  rf{  =  p»  c/9  ces  y'; 

en  désignant  enfin  par  V  Tangle  aigu  ou  obtus  formé 
parla  demi-tangente  positive  à  la  ligne  L  et  la  normale 
extérieure  à  la  calotte  S^  en  A,  on  a,  en  tenant  compte 
des  formules  (4)  et  (5), 

Ia=  —   f  /Dî-HDî-hDîcosVp»rfO. 

L'intégrale 


X 


p«dO 


est  égale  au  double  de  l'aire  de  Tellipse  Ca",  mais  cette 
aire  peut  s'évaluer  d'une  autre  manière,  car  son  plan 
fait  l'angle  V  avec  le  plan  de  section  droite  du  cylindre, 
et  Taire  de  celte  section  droite  est  égale  à 


v/Df-HDî-hDî^ 
on  a  donc 


X 


p*rfe  = 


d'< 


ou 


v/DÎ4-Dî-^D|    |cosV| 

.   __     cosV 
^""   |cosV|  ' 


Nous  vojons  que  l'intégrale  I^  est  égale  à  + 1  ou  à 
—  I,  suivant  que  Tangle  V  est  aigu  ou  obtus  ;  en  faisant 
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la  somme  de  toutes  les  intégrales  analogues,  nous  arri- 
vons au  résultat  suivant  : 

Étant  donnés  un  contour  C  et  r intégrale  I  prise  sur 
ce  contour  dans  un  certain  sens,  imaginons  par  ce  con- 
tour une  calotte  quelconque  S  qui  rencontre  la  ligne  L 
en  un  ou  plusieurs  points;  l'intégrale  I  est  égale  à 
r  excès  du  nombre  des  points  de  rencontre  ou  la  nor- 
male extérieure  à  S  et  la  demi-tangente  positivée  à  L 
font  entre  elles  un  angle  aigu  sur  le  nombre  de  ces 
points  oii  elles  font  un  angle  obtus. 

Lorsque  les  surfaces  représentées  par  les  équations  (i) 
sont  des  cylindres  parallèles  kOz  et  que  le  contour  C 
est  tracé  dans  le  plan  des  xy^  on  retrouve,  en  prenant 
pour  S  la  surface  plane  intérieure  à  C,  le  résultat  de 
Kronecker  et  de  M.  Picard. 

4.  Nous  terminerons  par  quelques  remarques  qui  peu- 
vent faciliter  l'application  de  la  proposition  précédente. 
Considérons  sur  la  ligne  L  une  portion  L{  continue  et 
ne  renfermant  aucun  point  singulier,  c'est-à-dire  aucun 
point  pour  lequel  les  dét^minants  fonctionnels  D|,  D3 
et  D3  s^annulent  simultanément^  cette  portion  L|  peut 
avoir  la  forme  d'un  contour  fermé,  ou  s'étendre  à  l'inGni 
dans  un  sens  ou  dans  les  deux  sens;  si  l'on  choisit  sur 
L|  un  cerlain  sens  de  mouvement,  qui  sera  par  exemple 
celui  des  arcs  croissants,  je  dis  que  la  demi-tangente  po- 
sitive sera  toujours  dirigée  de  la  même  manière  en  tous 
les  points  de  Li,  c'est-à-dire  sera  toujours  confondue 
avec  la  demi-tangente  dans  le  sens  du  mouvement,  ou 
toujours  avec  la  demi-tangente  opposée. 

Cela  résulte  immédiatement  de  ce  que  D,,  D^  et  D3 
ne  s'annulent  pas  à  la  fois;  si  l'on  prend  comme  va- 
riable 1  arc  5  de  f.,  t*l  si  l'on  sii[>|)()so  (|ii(*  les  roordon- 
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nées  des  points  de  L|  en  sont  des  fonctions  continues  et 
uniformes,  ou  a  constamment 


dx 

dr 

dz 

in 

Ts 

s 

i>. 

i>i 

l), 

/Dî-+-D|-t-Df 

comme  le  radical  ne  s'annule  pas  et  que  les  termes  des 
rapports  sont  des  fonctions  continues,  le  signe  du  radical 
ne  peut  changer;  il  sufBt  par  suite  de  le  déterminer  en 
un  point  de  Li  pour  l'avoir  en  tous  les  autres. 

Une  autre  remarque  est  la  suivante  :  Supposons  que 
Ton  déforme  les  surfaces  F^  etF^  et,  par  suite,  la  ligne  L, 
mais  sans  rencontrer  le  contour C;  imaginons  pour  cela 
que  les  fonctions  F<  et  F2  dépendent  d'un  paramètre  a 
et  que  l'on  fasse  varier  ce  paramètre;  je  dis  que  l'inté- 
grale I  conserve  la  même  valeur  tant  que  la  ligne  L  ne 
vient  pas  couper  le  contour  d'intégration. 

Considérons  deux  valeurs  or  et  a  +  Aa  du  paramètre, 
et  les  valeurs  correspondantes  1  et  I  +  AI  de  Tintégrale 
curviligne  étendue  au  contour  C  ;  on  a 

A I  =  —   1  a  arc  lang  =-7 — r—^  —  «  a» c  tang  =— , 

^-kJ^  ^F,(ar,^,a,  a-4-Aa)  *="  F,(x,  r, -3,  a) 

-A    r^ ^F,(a-l-Ag)F^(a)--F,(a-4-Ag)Fi(a), 

la  fraction  qui  entre  sous  le  signe  arc  lang  a  un  dénomi- 
nateur qui  dîilère  de  F;  4-  FJ  d'une  quantité  s'annulant 
avec  Aa;  comme  F^  -+-  F^  n'est  pas  nul,  on  peut  sup- 
poser que  Aa  est  assez  petit  pour  que  le  dénominateur 
de  la  fraction  reste  positif  pour  les  valeurs  de  Xyy^  z 
correspondant  à  tons  les  points  du  contour  d'inlégra- 
lion  C;  supposons  qu'à  Torigine  de  ce  contour  on 
prenne   pour  valeur  de  l'intégrale  indéfinie  arc    tang 

celle  cjuî  est  comprise  entre  —  -*  et  -i-  ->  et  qu'on  sui\e 
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la  variation  de  cet  arc  tout  le  long  de  C;  la  tangente  ne 
devenant  pas  infinie,  la  valeur  finale  est  comprise  entre 
les  mêmes  limites  que  la  valeur  initiale  et  lui  est  iden- 
tique; on  a  donc  AI  =  o.  On  peut  ainsi,  de  proche  en 
proche,  passer  d'une  première  position  de  L  à  une  autre 
sans  que  I  cesse  de  garder  la  même  valeur,  ce  que  nous 
voulions  démontrer. 

5.  Comme  application  de  ces  remarques,  nous  allons 
considérer  la  ligne  d'intersection  d'un  ellipsoïde 

a?»        v«        z* 
a»        6*        c* 

et  d'une  sphère 

F,  =  ^«-4-^* -+-;!«—  R«  =  o; 

nous  supposons  que  Ton  ail 

a  >  R  >  6  >  c, 

de  telle  sorte  que  L  soit  constituée  par  deux  parties  fer- 
mées entourant  Taxe  des  x  et  situées  de  part  et  d'autre 
du  plan  des^z;  prenons  comme  contour  C  une  poitiou 
de  l'axe  des  x  allant  du  point  d'abscisse  — a  k  celui 
d'abscisse  a,  complétée  par  une  demi-circonférence  de 
rayon  a  dans  un  plan  quelconque,  que  Ton  peut  sans 
inconvénient  supposer  celui  des  xy.  Je  vais  montier 
que  l'intégrale  I  est  nulle,  bien  que  toute  calotte  pas- 
sant par  le  contour  C  coupe  L  en  deux  points  au  moins. 
En  appliquant  la  première  remarque,  on  est  amené  à 
chercher  les  signes  des  déterminants  D|,  D2,  D3  en  un 
point  de  chacune  des  parties  de  L,  par  exemple  en  un 
point  situé  dans  le  plan  à^sxy\  on  a  alors,  si  oTc/oî  ^ 
sont  les  coordonnées  de  ce  point 

Di  =  o,         Dj=o,         ^3=^o>'o  (^  ~"  ^)' 
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de  façon  que  Dj  est  négatif  si  Xq  eljr^  sont  positifs;  on 
en  concint  que  pour  la  portion  de  L,  située  du  côté  des 
jT  positifs,  la  demi-tangente  positive  est  dirigée  dans  le 
sens  du  mouvement  qui  va  de  la  portion  positive  du 
plan  des  xz  à  la  portion  positive  du  plan  des  xy;  pour 
l'autre  partie  de  L,  la  demi-tangente  positive  a  une  di* 
rection  opposée.  On  en  conclut  facilement  que  Tinté* 
gralel  est  nulle. 

Cela  résulte  encore  plus  simplement  de  la  deuxième 
remarque;  supposons  que  Ton  fasse  diminuer  le  rajon 
de  la  sphère  d'une  manière  continue;  la  ligne  L  se  dé- 
forme, passe  par  une  position  où  elle  se  compose  de 
deux  cercles,  puis  esl  formée  de  deux  parties  entou- 
rant O2,  et  finit  par  disparaître  sans  rencontrer  le  con- 
tour C.  L'intégrale  I  ne  change  pas,  et  comme  elle  est 
nulle  pour  R  <  c,  elle  est  nulle  pour  a  <  R  <  i. 

[04a] 
SYMÉTRIE  0RTB060NALB  PAR  RAPPORT  A  UN  GYLINDRR 
QUELCaNQUB; 

Par  m.  GEMINIANO  PIRONDINI,  à  Parme. 


§1. 

Deux  points  A,  A<  sont  symétriques  par  rapport  à 
un  cylindre  K  {cylindre  ichnographiqiie)  quand  la 
droite  AA|  est  normale  à  la  surface  de  K  et  qu'en  outre 
elle  est  partagée  en  deux  parties  égales  par  cette  sur- 
face. 

Deux  figures  F,  F4  sont  symétriques,  quand  une  d'elles 
est  le  lieu  des  symétriques  des  points  de  l'autre. 

A  une  figure  F  peuvent  correspondre  une  ou  plusieurs 
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figures  réelles  ou  imaginaires  F^.  Cela  tient  à  ce  qu'un 
point  A  a  autant  de  symétriques  A|  que  le  cylindre  K 
a  de  normales  passant  par  A. 

Si  la  figure  donnée  est  une  ligne  L,  le  lieu  des  pieds 
des  normales  au  cylindre  K,  menées  des  points  de  L, 
«stune  autre  ligne  A  qu'on  appelle  la  projection  ortho- 
gonale de  L  sur  le  cylindre. 

Problème.  —  On  donne  le  cylindre  ichno graphique}^ 
et  la  figure  primitive  F  -,  déterminer  la  figure  symé- 
trique F, . 

Si  A(a:,y,  z),  A,  (j:,,  j^,,  z«  ),  Ao(Ç,  ti^î;)  sont  trois 
points  correspondants  de  F,  F{,  K^  la  condition  que  la 
droite  AA{  soit  normale  à  K  est  exprimée  par  les  équa- 
tions 


Ç  =  -=^i, 


Puisqu'on  peut  regarder  Ç,  Tj  comme  des  fonctions 
d*un  paramètre  t,  et  x,  y^  z  comme  des  fonctions  d'un 
paramètre  t,  ou  de  deux  paramètres  indépendants  u^  v^ 
suivant  que  la  figure  F  est  une  ligne  ou  une  surface,  on 
voit  que  la  figure  symétrique  Ff  est,  dans  tous  les  cas,  dé- 
finie par  les  équations  (3),  pourvu  qu'on  y  élimine  un 
des  deux  paramètres  f,  t,  ou  bien  un  des  trois  para- 
mètres u,  i>,  T  au  moyen  de  la  première  équation  (i). 

La  projection  orthogonale  d'une  ligne  L  sur  le  cy- 


(.)           Y 

D'ailleurs,  puisque 

(.)         ç=^. 

on  a 

(3)          a-,=  9.C-x, 

ri=2r^— ^ 
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lindre  K  est  représeutée  par  les  équations  'qu'on  dérive 
iiis  relations  (  2),  en  y  éliminant  l'un  des  paramètres  £,  t^ 
comme  on  vient  de  dire. 

La  figure  F  est  une  ligne  L.  —  Soient 

les  équations  cartésiennes  de  la  section  droite  du  cy- 
lindre K  et  de  la  projection  de  la  ligne  objective  L  sur 
le  plan  3  =  0. 

En  ayant  recours  aux  égalités  (3),  (i),  on  trouve  que 
la  ligne  symétrique  L4  est  définie  par  les  équations 

X % 

^1=2$  — ar,        j.i=(p({)-^-— ^,         z^  =  z, 

quand  on  emploie  la  relation 

pour  y  éliminer  x  ou  ^. 

On  peut  effectuer  Téliminatiou  quand  L  est  sur  un 
plan  parallèle  à  Taxe  des  z. 

En  supposant,  en  effet,  x  =  k  (ce  qu'on  peut  faire 
sans  nuire  à  la  généralité ),  la  ligne  symétrique  L|  est 
placée  sur  le  cylindre  dont  la  section  droite  est  la  courbe 

/Xi-+-k\  k  —  xi 


7»^ 


«K'-^) 


Remarque. — Les  calculs  précédents  restent  les  mêmes 
si,  au  lieu  d'une  ligne  gauche  L,  on  a  un  cylindre  C  dont 
les  génératrices  sont  parallèles  à  Taxe  des  z.  La  figure 
symétrique  est,  dans  ce  cas,  un  autre  cylindre  C|  ayant 
même  direction  que  G. 

La  figure  F  est  une  surface  S.  —  Soit 

lequation  cartésienne  de  S. 
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Comme  réquatioii  (i)  donne  dans  ce  cas 

en  se  rappelant  les  égalités  (3),  on  trouve  que  la  sur- 
face symétrique  S|  est  représentée  par  les  équations 


(4) 


Xx  =  -iî  -  X,  ^,  =  <f  (0  -+-  -^fjT)  ' 


dans  lesquelles  x  et  ^  doivent  être  regardés  comme 
deux  paramètres  indépendants. 

Remarque.  —  Ce  théorème  n'est  pas  applicable 
quand  S  est  un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  pa- 
rallèles à  Taxe  des  z.  Mais  dans  ce  cas  on  peut  mettre  à 
profit  la  remarque  précédente. 

§11. 

Exemples.  —  1.  La  figure  objective  est  une  droite. 
Puisqu'on  peut  prendre 

ar  =  o,        j'  =  /sinO,         5  =  /cosO 

(0  étant  une  constante)  sans  nuire  à  la  généralité,  la 
première  condition  (i)  donne 

Yj'sinO 

La  droite  donnée  L  a  donc  pour  symétrique  L,  la 
courbe 


(5)      :r,  =  .5,  ^,=  ^15:=^', 


et  pour  projection  orthogonale  sur   le   cylindre   K    la 
ligne  A,  qu'on  obtient  en  portant  sur  les  génératrices  de 


^ 
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celai-ci  des  hauleurs  1^(=  Zt)  données  par  la  troisième 
égalité  (5). 
En  supposant 

(a,  ^,  Y,  k  étant  des  constantes),  les  équations   (5) 
donnent 

2aîr/-+-P(Tir/-J$'>  +  YC0te(î$'+T,r/)=A-T/. 

Cette  équation,  bien  qu'elle  ne  soit  pas  intégrable 
dans  le  cas  général,  démontre  que,  sous  certaines  con- 
ditions, une  droite  peut  avoir  une  symétrique  plane. 

Si  a  =  o,  on  a,  Tiutégration  étant  effectuée, 

(fcoie  — P)S*-i-(YCoteH-P)r,«  — aA-T)  =  A  (A  =  consl.). 

Donc,  51  la  ligne  symétrique  (Vune  droite  est  sur  un 
plan  perpendiculaire  au  plan  déterminé  par  la  droite 
donnée  et  la  direction  des  génératrices  du  cj  lindre 
ichno graphique  y  la  section  droite  de  celui-ci  est  une 
conique  à  centre. 

En  supposant 

(a=:  const.  ),  la  troisième  équation  (5)  donne  par  inté- 
gration 

Çî-h  r<«=  (atangO.Tj  H-  6)*. 

Par  conséquent,  si  la  projection  orthogonale  A  d'une 
droite  L  sur  un  cylindre  K  s'obtient  en  portant  sur  les 
génératrices  des  distances  proportionnelles  aux  rayons 
vecteurs^  de  la  section  droite  rfe  K,  cette  section  droite 
est  une  conique  à  centre.  L'origine  des  rayons  vec- 
teurs R  est  au  centre  de  cette  conique. 

Quand  on  donne  arbitrairement  le  cylindre  K,  on 
peut  tracer  sur  sa  surface  une  ligne  A  sous  des  con- 


(  "^  ) 

ditions  telles  quelle  soit   la  projection  orthogonale 
d'une  certaine  droite. 

En  effet,  supposons  que  l'on  ait 

(6;  î  =  ?(<y)        ')=J /'  —  ?'* (<y)rf^, 

a  étant  Tare  de  la  section  droite  Aq  de  K. 

En  remarquant  que  le  rayon  de  courbure  de  Aq  est 
donné  par  l'égal J té 

on  déduit  de  là 

h  et  h  étant  deux  constantes  arbitraires. 
De  plus,  la  troisième  égalité  (5)  donne 

/         r  r^ ?(<r)©'(<T)  "1 

,„  .)/co.(*./^)*^.„,(*./l') 

1  X      /  sin/^^-i-   /  —  jrfffH-A   I  cote. 

Pour  construire  la  ligne  A  dont  on  vient  de  parler,  il 
suffit  donc  de  plier,  sur  le  cylindre  K,  le  plan  de  la 
ligne  Lq  représentée  par  la  première  ou  par  la  deuxième 
équation  (7),  suivant  que  la  section  droite  Aq  du  cy- 
lindre K  est  définie  par  les  équations  (6)  ou  par  Féqua- 
tion  intrinsèque  p  =  p  (a). 

Si,  par  exemple,  la  section  droite  de  K  est  une  chaî- 
nette ou  un  cercle,  on  a  respectivement 

çp(<T)=  /a»-t-  (T»,        p  =  a. 

La  détermination  de  A  se  fait  donc  par  la  construction 
indiquée,  en  opérant  sur  les  lignes  planes  Lq  représen- 
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tées  respeclivemeDl  par  les  ëqualious  cartésiennes  : 

;  =  la  log  ï^ — -+-  -^^ — j  cote, 

;=:  Acot0.tang(^-i — j« 
S.  Si  la  section  droite  du  cjlindre  K  est  la  parabole 

et  si  la  surface  objective  8  est  le  plan 

5  =  F{Xyy)  =  mx, 

passant  par  Taxe  de  la  parabole  précitée,  Tel  i  mi  nation 
des  deux  paramètres  x,  \  entre  les  égalités  (4)  conduit  à 
lequatîon 

Celle-ci  démontre  que  le  plan  donné  a  pour  symé- 
trique une  surface  algébrique  du  troisième  ordre. 

§111. 

Quand  ou  donne  le  cylindre  iclinographicjue  K  et  la 
ligne  A,  projection  orthogonale  d'une  ligne  inconnue  L, 
on  peut  déterminer  cette  ligne  et  sa  symétrique  L{  d'une 
in6nité  de  manières,  car  la  seule  condition  à  vérifier^ 
c'est  que  les  lignes  L,  L|  soient  sur  la  surface  réglée  S 
lieu  des  normales  au  cylindre  K  le  long  de  A.  Si  l'on  a 
recours  à  la  première  condition  (i),  et  si  Ton  remarque, 
de  plus,  que  pour  chaque  poînl  de  S  on  a  ;;  =  JJ,  on 
peut  énoncer  ce  théorème  : 

La  sur/ace  réglée  S  à  plan  directeur,  avant  la 
ligne  ç=X(w),7\  =  [jl(JJ)  pour  trajectoire  orthogonale 
Ann.de  Matkémat.,  o' sértCy  l.  \I\.  (Mars  1900.)  8 
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de  ses  génératrices,  est  représentée  par  f  équation 

[r  -  M^)n'(z)  +  [r  -  î^(-)]k'(^)  =  o. 

On  voit  par  là  que,  si  la  ligne  A  est  de  Tordre  «,  la 
surface  réglée  S  est  de  Tordre  2/1 —  i. 

s  IV. 

Problème.  —  On  demande  de  déterminer  d'abord 
les  conditions  sous  lesquelles  on  doit  prendre  deux 
figures  F,  [\  pour  que  celles-ci  puissent  être  considé- 
rées comme  deux  figures  symétriques  par  rapport  à 
un  cylindre,  et  ensuite  de  trouver  un  tel  cylindre. 

Premier  cas.  —  Les  figures  données  sont  deux 
lignes  L,  L| . 

Ces  ligues  L,  L|  ne  peuvent  pas  être  tracées  d*une 
façon  absolument  arbitraire. 

En  effet,  si  Ton  suppose  que  les  génératrices  du  cy- 
lindre ichnograpliique  soient  parallèles  â  Taxe  des  z, 
menons  une  suite  de  droites  parallèles  au  plan  2  =  o  et 
s'appuyant  aux  deux  courbes  L,  L|  ;  la  correspondance 
entre  les  points  de  celles-ci  est  alors  fixée  complètement. 
Conséquemnicnt  on  ue  peut  pas  assujettir  les  droites  AA 1 , 
joignant  les  couples  de  points  correspondants  des  lignes 
L,  L|,  à  la  condition  d'être  normales  au  cylindre  K  (pas- 
sant par  les  milieux  des  segments  AAj  et  ayant  les  géné- 
ratrices parallèles  à  Taxe  des  z. 

On  peut  cependant  démontrer  qu'o«  peut  prendre 
arbitrairement  une  des  lignes  L,  L|  et  le  cylindre  sur 
lequel  l'autre  doit  être  placée , 

Si^  en  effet,  L^,  L|o  sont  les  projections  des  lignes  L, 
Lf  sur  le  plan  z  =  o,  supposons  qu^on  prenne  L  et  Lio 
d^une  façon  arbitraire. 


(  '«5  ) 

Le  problème  proposé  est  résolu  dès  qu'on  a  déter. 
miné  la  loi  de  correspondance  entre  les  points  Aq, 
A,o  des  ligues  Lq,  Lio>  Car  il  sufiit  alors  de  mener  des 
parallèles  aux  droites  Aq,  A|o  par  les  points  de  L.  Ces 
parallèles  vont  couper  le  cylindre,  dont  L©  est  la  section 
droite,  suivant  la  ligne  L|  symétrique  de  L. 

On  voit  donc  que  la  seule  condition  qu^on  doit  ex- 
primer est  que  la  ligne  Aq,  lieu  des  milieux  des  seg- 
ments Ao,  A 4 01  est  une  trajectoire  orthogonale  de  ces 
droites.  Or,  les  cosinus  directeurs  des  segments  AoAio 
et  ceux  de  la  tangente  à  A©  sont  proportionnels  respec- 
livement  aux  diflérences 

et  aux  quantités 

La  condition  à  vériiier  est  donc  la  suivante 

(8  j     (2;'-Xi)ich:'h€ÙPi)-h(y—yi)(dy-t'dyi)  =  o. 

Et  comme  celle-ci  est  réductible  a  une  relation  difle- 
rentielle  entre  les  paramètres  t,  ff,  en  fonction  desquels 
on  peut  supposer  que  soient  exprimés  (.r,  y)  et  {^i^yt  ) 
respectivement,  la  détermination  de  la  loi  de  correspon- 
dance dout  on  vient  de  parler  est  ramenée  à  l'intégration 
de  l'équation  (8). 

Remarque.  —  Si  l'on  exprime  les  variables  x,  ^,  x< , 
ji  en  fonction  de  Ç  et  t^,  en  ayant  recours  aux  égalités  (a) 
et  aux  équations 

y  =  ¥{x),         7i=  F,  (.ri), 

des  ligues  données  Lo,  Lio,  Téquation  (8)  se  réduit  à 
une  relation  différentielle  entre  $,  t;. 
L'intégration  de  celle-ci  définit  la  ligne  A©  et  consé- 


(   "6) 
queiiiiiicul  le  cylindre  K.  A  ce  point,  le  problème  doit 
être  regardé  comme  résolu. 

§v. 

Exemple.  —  La  ligne  donnée  h  et  la  ligne  L|  sont 
sur  deux  plans  II,  II|  parallèles  à  l'axe  des  z. 

Si  Ton  suppose  que  II  soît  le  plan  coordonné  j^  =  o  et 
que  IIi  passe  par  Taxe  des  z  et  soit  incliné  de  l'angle  H 
sur  11,  on  a 

x=t,        y  =  o,        a?i=ficot0,         yi=  tt. 

La  première  méthode  conduit  à  Téquation  différen- 
tielle 

(9)  sin0(^sin6  -—  /,  cos^)dt  -h  (isinO  cosO  —  ti)dtx  =  o, 

qu'on  ne  sait  pas  intégrer  dans  le  cas  général. 

Quant  h  la  deuxième  méthode,  si  Ton  remarque  que 

j^i=a7),        a?i  =  2T)cot6,        a?  = -ij  —  Xi  =  i^  —  aTj  cotO, 

on  arrive  à  l'équation  différentielle 

5  </5  —  TQ  rfïj  —  1  cot6 . r,  c?5  =  o, 

d'où,  en  intégrant, 

(J»— 2^7).  cote  — T)«)[sine.Ç4-(i  — cosO)yj]«<»«^ 
=  c[sinO.Ç  — (n-  cose)7)]co»e^ 

c  étant  une  constante  arbitraire. 
En  décomposant  le  trinôme 

î*—  2Î7).COtO—  7)2, 

en  facteurs  linéaires,  on  peut  donner  à   l'équalion  ci- 
dessus  la  forme 

(10)  UsinÔ-H(i— coie)iri]«+«-»»0[tsinO  — (n-cos0)rji-«'"0  =  c. 


(  "7  ) 

Celle-ci  dëCnit  la  section  droite  du  cylindre  K^  Tin- 
détermination  de  c  nous  apprend  que  le  problème  pro- 
posé est  résoluble  d'une  infinité  de  manières. 

Remarque,  —  La  surface  symétrique  du  plan  II  par 
rapport  au  cylindre  K  qu'on  vient  de  déterminer  est 
Vautre  plan  II,. 

Cas  particulier.  —  Quand  6=  -^  l'équation  (9)  se 

réduit  à  cette  autre  : 

/,  dti=  tdt\ 

d'où,  par  intégration, 


/,=  /^«  — 4^^, 

c  étant  une  constante  arbitraire. 

Il  en  résulte  alors 

et 

(II)  ?^-r,«  =  c. 

Celte  équation  peut  aussi  se  déduire  de  Fégalitc  (10), 
en  y  supposant  8  =  -  • 
L'analyse  précédente  démontre  que  : 

Si  la  ligne  L  du  plan  j^=  o,  représentée  par  l^é- 
(juation  z  =y(a:),  a  pour  symétrique  une  ligne  L|  du 
plan  X  =  o  : 

1°  Le  cylindre  ichnographique  K  a  pour  section 
droite  une  hyperbole  équilatère  quelconque  (1 1),  dont 
les  asymptotes  sont  les  axes  coordonnés, 

2®  La  ligne  Li  est  représentée  par  l'équation 
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Si,  par  exemple,  on  suppose  successiveonent 

-=/(^)  =  (a^-Hp,  v/âï«Tp,^,  yj^,  ...V 

on  a  respeclivement 


^1-  ^  =  ^'  5}=  aî(rî-4-4c) 

Donc  :  Quand  L  e5/  une  droite,  ou  une  conique  à 
centre,  ou  une  parabole  dont  l'axe  coïncide  avec 
l*axe  des  5,  ou  une  parabole  dont  Vaxe  coïncide  avec 
l'axe  des  x^  la  ligne  symétrique  Lj  est  respectii^ement 
une  conique  à  centre^  une  conique  à  centrey  une  para- 
bole dont  l'axe  coïncide  avec  l'axe  des  5,  une  ligne 
du  quatrième  ordre, 

§  VI. 

Second  cas.  —  Les  figures  données  sont  deux  sur- 
faces S,  S|. 

Quelles  que  soient  ces  surfaces,  on  peut  les  repré- 
senter par  les  équations 

K,  =  *(/,(;), 

u  et  t^  étant  deux  paramètres  indépendants  et  /  un  troi- 
sième paramètre  qu'on  doit  regarder  comme  une  fonc- 
tion (inconnue)  de  u  et  t^. 

Puisque  la  condition  Zi=z  est  remplie  quelle  que 
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soit  la  valeur  des  paramètres  u  et  v^  il  ne  nous  reste 
qu'à  vérifier  les  deux  conditions  suivantes  : 

a.  Que  le  lieu  des  milieux  Âo  des  segments  AA|, 
joignant  les  couples  de  points  correspondants  A,  A|  des 
surfaces  S,  S,,  est  un  cylindre  K  dont  les  génératrices 
sont  parallèles  à  Taxe  des  z, 

b.  Que  les  droites  AA,  sont  normales  à  ce  cylindre  K. 
Puisque  la  coordonnée  Ç  de  Ao  est  une  fonction  du 

paramètre  v^  la  condition  (a)  équivaut  à  cette  autre  que 
les  coordonnées  5,  7\  soient  des  fonctions  de  l'autre  para- 
mètre u. 
On  doit  donc  avoir  [formules  (2)] 

df      d¥  do       d* 

La  condition  (b)  est  vérifiée,  si  les  droites  x\A|  sont 
normales  aux  sections  droites  correspondanlcs  de  K  (re- 
présentées par  Téquation  v  =  const.).  Or  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  aux  lignes  v  =  const.  sont 
proportionnels  aux  quantités 

du       du  '  du       du^ 

et  ceux  de  la  droite  AA«  sont  proportionnels  aux  dif- 
férences 

/-F,       <P-*^ 

U  s'ensuit  que  la  condition  ultérieure  à  vérifier  est 
exprimée  par  Téquation 

Conséquemment,  les  surfaces  S,  S|  ne  peuvent  pas 
être  prises  arbitrairement  d'avance,  les  fonctions  /,  ç, 
F,  4>,  ^,  t  étant  liées  par  les  relations  (12),  (i3). 


§  vu. 

Exemple,  —  Les  surfaces  S,  S|  sont  définies  par  les 
équations 

i  X  =   l(u)  -+-  miv), 
(i4)  J  y  =/i(a)-4-mt(p), 

|x,=  X(m)-4-[jl(p), 
7,  =  X,(a)-f-  [ii(v^), 

Les  conditions  (12)  donnent 
(16)       ii(p)  =  — m(i')-ha,         ixi(t^)=  — mi(i^)-h?, 
(a,  p  constantes)  et  la  condition  (i3)  se  réduit  à 

^'^^   I     -f-(/i-x,)(/\  +  x;)-f-(2m,-p)(/;-+-x;)  =  o, 

d'où,  en  dérivant  par  rapport  à  v^ 

,;i'( /'+X')  H- /n',  (/;•+■  x;)  =  o, 

c'est-à-dire 


11  — . 


l\  -f-  XI  ' 


En  remarquant  que  le  premier  membre  est  une  fonc- 
tion de  %f  et  le  deuxième  une  fonction  de  m,  on  doit  avoir 


-7  =a, 


/',  +  X', 


a  étant  une  constante. 
On  trouve  par  intégration 


(18) 


mj  =  ani  4-  6, 


A,=- 


a/, 


(  •>•  ) 

(b,  c  consUates);  et,  eu  vertu   de  ces  équations,    on 
déduit  de  l'égalité  (17) 

Celie-cî  se  dédouble  de  la  façon  suivante  : 
/'-hV=o, 


(19)  . 
(  (a»-4-  i)X  — (a'  —  1) /-+-•«  a/f -h  a'aH~via6  —  ap-hc=o. 

Si  la  première  condition   (19)   a  lieu,    Tintégration 
donne 

(20)  X  =  —  / -h  e,         (^  =  const.), 

ce  qui  réduit  la  deuxième  équation  (18)  à  celte  autre 

(21)  X,=—  /| -; — 

a 

Dans  ce  cas,  les  équations  (i4)«  (>S))  ^^^  vertu  des 
égalités  (16),  (18),  (20),  (ai),  deviennent 

1^  =  l{u)  -hm(v), 

jr,  =  — /(m)  —  m(i')  H- (a -h  e), 
«1  =  H^)'^ 


(23) 


et,  comme  les  équations  (2)  donnent 

(,4)      5=—-.  r,  =  -^p-— -j.  î  =  ^(.^), 

on  en  conclut  que  le  cylindre  iclinographique  se  réduit  à 
une  droite;  les  deux  surfaces  S,  Si  sont  donc  égales. 
Si  la  deuxième  condition  (19)  a  lieu,  on  en  déduit 

.  _  (a* —  i)f  ~  2rt/|  —  a*a  —  ?. a6  h-  a 3  —  c 


(  ï»2  ) 

Si  donc  ou  suit  un  développement  lout  à  fait  analogue 
au  précédent,  on  trouve  que  les  équations  (aa)  restent 
inaltérées  et  (23),  (24)  sont  remplacées  par  les  sui- 
vantes : 


(a^—i)  l(u)  —  'ia  li(u)                ^       a-hrtS  —  'xab  —  c 
= ; m(i^)H '-r > 


■  "^  a*  H- 1  ^  ^  a*  -h  I 

r  _  a-  l(u)  —  a  li{u)       a-i-aS  — artô  — c 

h    —   i -f- r » 

—  — al(u)-h  li{u)        a{a  'i-a^  —  c)H--ib 
'  ""  a^-M  2(a*-f-i) 

Comme  les  dernières  équations  donnent 

y                  a  4-  aS  —  c 
{  +  arj=  ^i^ , 

on  en  conclut  que,  dans  ce  cas,  le  cylindre  icbnogra- 
phique  se  réduit  à  un  plan  et  que  les  deux  surfaces  S,  S» 
représentées  par  les  équations  (^îî),  (aS),  sont  symé- 
triques par  rapport  à  ce  plan. 

§  VIII. 

Eu  supposant  que  x,  y,  Ç,  ti  soient  liées  par  les  re- 
lations 

la  condition  fondamentale  (1)  fait  voir  que  :  la  section 
droite  du  cylindre  ichno graphique  est  représentée  par 
l'équation 
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En  particulier  :  Quand  x  =  a^,  y  =  by\y  le  cylindre 
ichno graphique  a  pour  section    droite  la  conique  à 
centre 

La  ligne  objective  L  et  sa  symétrique  Li  sont 
placées  sur  deux  cylindres^  dont  les  sections  droites 
sont  les  deux  coniques  à  centre 

a  —  1-       ^->  —  I.                    a  —  i       ,         à  —  I 
-  x'  -1 j^ — jr^  =  Cf  ^?  • 


Pareillement,  quand  oui  lieu  les  relations 

Ç  =  F(ar),        T,  =  <l>(jr), 
ou  bien  les  suivantes 

la  section  droite  du  cylindre  contenant  la  ligne  objec- 
tive L  est  représentée  respectivement  par  les  équations 

F»(t)  h-  *«( j^)  —  -2  jx  F'(x)  dx  —  ijjr  *'(^)  dy  =  c, 
À^(ar)-f-JJL^(^)~(x«^-^^) 
—  ix\{x)  —  2/  p.(j^)  -\-^  l\{x)dx->r  t^j  \L{y)  dy  =  c, 

c  étant  une  constante. 

Ze5  sections  droites  /,  /|  <ie5  cylindres  contenant  les 
lignes  symétriques  L,  L| ,  peuuent-elles  devenir  deux 
courbes  homothétiques,  après  la  rotation  de  l'une 
d^ entre  elles  autour  d'un  point? 

Si  Torigine  des  axes  est  le  centre  de  rotation  (ce  qui 
n'est  pas  une  particularité)  ou  doit  avoir 

(26)       a:i  =  ^(iFCos9 — ^sin6),        yi  =  k{x  f>in^ -^ y  cxys^)^ 
k  et  8  étant  deux  constantes. 


(  IM  ) 

Dans  celte  hypothèse,  la  condîtiou  (8)  devient 

-  ,         aArsinO ,       ,  ,   ^ 

xdx^ydy=    ^^_^  {ydx  —  xdy), 

c'est-à-dire  (en  posant  x  =  R  cosu,  -)=  R  sin«) 
dK       2Xsin6 


i-X» 


du. 


On  trouve  par  intégration 

(27)  R  =  a<r  «-*«", 

a  étant  une  constante  arbitraire. 

De  même,  en  posant  x,  =  R|  cosi/,,  j  1  =  R|  sin/<i, 
on  en  déduit 

^1  =  /x{-4-jr}=:  AR,        com,  =  —  =  coi(«n-e), 

et  conséquemment 

On  a,  en  outre, 

^        a^-4-jri         (i-+- Xcos6)jr  —  X  sin6v 
«=   — Ti-    =  -^ ' 

_  y  -^  y\  _  X*  sin6a?-4-  (iH-  X-  cos6)j^ 


d'où  il  suit 


J        (1-4- Xco56)cottt  — XsinC 
col  11^  =  -  =  ^ 


T,        XsinO  colii +  (i  H- X'cosO) 

En  résolvant  la  dernière  équation  par  rapport  a  cotu, 
on  trouve 

X- sin  6 -+- (  I  —  X' cos  Q )  coUi^ 

col  u  =  , 1 ,—.—^ ' 

{}  -4-  Xcos6)  —  X  5in6  cotii« 


(     125    ) 

On  a  donc 
(.9)     H,=  WA'-^  .^.cos6  ^ .  ;.*^^[.,....,o.(-i±i£|i!)] 

Les  équations  (27),  (28),  (29)  démontrent  que  les 
projections  /,  /|  des  lignes  symétriques  L,  L|  5wr  /e 
/>2a/t  coordonné  z  =  o  et  la  section  droite  du  cylindre 
ichno graphique  K  sont  trois  spirales  logarithmiques 
égales  (*),  ayant  leurs  pôles  en  un  même  point  {Vori- 
gine). 

Remarque,  —  Les  trois  spirales  logarithmiques  re- 
viennent à  trois  cercles,  quand  6  =  o,  ou  6  =  tc. 

Les  deux  lignes  symétriques  L,  L|  peuifent -elles  être 
des  lignes  égales,  ai^ec  la  condition  que  les  couples  de 
points  homologues  dans  l'égalité  soient  aussi  corres- 
pondants  dans  la  symétrie? 

Puisqu^on  a  toujours  Z|  =  z,  la  propriété  susdite  est 
vérifiée  quand  ont  lieu  les  relations  qu'on  peut  déduire 
des  équations  (26),  en  y  supposant  A  =  1 . 

Dans  cette  hypothèse,  on  a 

y  dx  —  X  dy  =  o, 

d'où,  par  intégration, 

y  =  ax, 
a  étant  une  constante. 

Celteéquation  (en  remarquant  que  â?=.ricos0+7'isin6, 
y  =  —  Xi  sin6  +  J"i  cos9)  donne 

_  sin6  -t-a  cos6 
•^*""  cose— asine^*' 


(  ^  )  Ce  résultat  n'est  pas  en  contradiction  avec  la  condition  posée 
dans  le  problème,  comme  on  peut  le  supposer  au  premier  abord;  en 
effet,  deux  spirales  logarithmiques  semblables  sont  aussi  des  lignes 
égales. 


(  «'^e  ) 

Rn  ou  ire 

^~"ar-}-a?|^~(i-h  cos6)  —  asinô  ■•* 

Celle  analyse  démonlre  que  les  cylindres  projeianl  les 
lignes  symélriques  L,  L|  sur  le  plan  >s=o,  el  le  cylindre 
icliuographique  K  soûl  réduils  à  irois  plans  passanl  par 
une  droile. 

On  doit  donc  répondre  négativemenl  à  la  question 
énoncée  plus  haut. 


[L'18b] 

NOTE  POUR  SERVIR  A  L'ÉTDDE  DES  FAISCEAUX 
DE  CONIQUES; 

Par  m.  JosEini  SER,  à  Nantes. 


La  lliéorie  des  polaires  réciproques  fait  correspondre 
les  propriétés  des  coniques  passant  par  quatre  points  et 
celles  des  coniques  tangentes  a  quatre  droites.  Le  théo- 
rème suivant  permet  en  outre  de  rattacher  ces  pro- 
priétés à  celles  de  la  conique  directrice. 

Soient  trois  droites  AB,  BC,  CA,  un  point  P  et  une 
quatrième  droile  A. 

Nous  allons  considérer  les  trois  involutions  détermi- 
nées sur  la  droite  A  respectivement  par  rintersection 
de  celle  droile  : 

1°  Avec  les  coniques  (nous  les  appellerons  les  co- 
niques S)  passant  par  les  quatre  points  A,  B,  C,  P; 

2®  Avec  les  tangentes  issues  du  point  P  aux  coniques  T 
qui  touchent  les  quatre  droites  AB,  BC,  CA  v.l  A; 

3"  Avec  les  droites  passanl  par  le  point  P  et  conju- 


(  '^7) 
guées  par  rapport  à  une  conique  (nous  l'appellerons  la 
conique  D)  déterminée  sans  ambiguïté  de  la  manière 
suivante  :  elle  admet  le  triangle  ABC  comme  iriangle 
conjugué,  et  la  polaire  du  point  P  par  rapport  à  cette 
conique  est  la  droite  A. 

Fig.  I. 


r^ous  disons  que  les  trois  involutions  ainsi  définies 
coïncident. 

Considérons  un  couple  de  points  tel  que  celui  que 
nous  obtenons  par  l'intersection  de  la  droite  A  avec  le 
système  des  droites  PA,  BC.  Soient  m  et  n  ces  deux 
points;  ce  couple  est  commun  aux  trois  involutions. 

Il  appartient  évidemment  à  la  première  pour  le  cas 
où  IW  considère  parmi  les  coniques  S  celle  qui  est 
formée  des  deux  droites  PA,  BC. 

Il  appartient  aussi  à  la  seconde.  En  ed'et,  parmi  les 
coniques  tangentes  aux  quatre  droites  AB,  BC,  CA  et  A, 
on  peut  considérer  celle  qui  est  réduite  aux  deux  points 
A  et/z  et  les  tangentes  issues  du  point  P  à  cette  conique 
sont  les  droites  PmA  et  P/i. 

Enfin,  le  couple  appartient  aussi  à  la  troisième  iuvo- 
lution,  car  les  droites  PmA  et  P/i  sont  conjuguées  par 


(  '28) 
rapport  à  la  conique  D.  En  elTet,  le  point  n  est  1^ inter- 
section de  la  droite  A,  polaire  du  point  P,  et  de  la  droite 
BC,  polaire  du  point  A..  C'est  donc  le  pôle  de  la  droite 
PmA. 

Comme  il  existe  évidemment  trois  couples  de  points 
tels  que  le  couple  mn^  ces  couples  étant  communs  aux 
trois  învolutious,  celles-ci  coïncident. 

Remarquons  que  les  coniques  S  peuvent  être  l'egar- 
dées  comme  les  polaires  réciproques  des  coniques  T  par 
rapport  à  la  conique  directrice  D. 

Applications,  —  On  voit  que  ce  théorème  permet  de 
relier  dans  chacun  des  groupes  de  coniques  S,  T  et  D 
les  propriétés  qui  y  dépendent  respectivement  de  Tinvo- 
lution  considérée.  Par  sa  généralité  et  sa  symétrie,  il  est 
susceptible  d^un  certain  nombre  d^applications;  nous 
nous  contenterons  d'en  déduire  quelques  théorèmes 
connus. 

I.  Soient  Q  et  R  deux  points  de  la  droite  A.  S'ils  ap- 
partiennent à  Tune  des  trois  involutions  considérées,  ils 
appartiendront  simultanément  aux  deux  autres,  et  alors 

Fig.  2. 


il  existera  à  la  Ibis  :   i°  une  conique  circonscrite  aux 
deux  triangles  ABC,  PQR  j  2^  une  conique  inscrite  dans 


(  *29  ) 
CCS  deux  triangles;  3**  une  conique  conjuguée  de  ces 
deux  triangles.  D'où  nous  pouvons  conclure  immédiate- 
ment cette  proposition  : 

Si  deux  triangles  ABC,  PQR  sont  placés  de  telle 
sorte  if  u  une  des  trois  coniques  circonscrite  aux  deux 
triangles,  ou  inscrite  dans  les  deux  triangles,  ou  con- 
juguée  des  deux  triangles,]existe,  les  deux  autres  exis- 
teront  simultanément. 

II.  Il  est  naturel  d'étudier  le  cas  où  l'involution  a 
une  fonne  particulière.  Nous  le  ferons  dans  le  cas  spé- 
cial où  la  droite  A  est  à  l'infini.  Alors  nous  considére- 
rons, au  lieu  des  points  en  involution  sur  la  droite  A,  le 
faisceau  involutif  des  droites  joignant  ces  points  au 
point  P.  Les  directions  asymptotiques  des  coniques  S 
sont  alors  les  couples  de  droites  de  ce  faisceau.  Les  co- 
niques T  sont  des  paraboles.  La  conique  D  a  pour  centre 
le  point  P. 

Supposons  que,  parmi  les  droites  du  faisceau  invo- 
lutif joignant  le  point  P  aux  points  en  involution  sur  A 
se  trouvent  les  droites  isotropes.  Alors  le  point  P  est 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC  puisque, 
parmi  les  coniques  passant  par  les  quatre  points  A,  B, 
G,  P,  s'en  trouve  une  qui  admet  comme  directions 
asymptotiques  les  droites  isotropes,  et,  par  conséquent, 
est  un  cercle.  D^autre  part,  le  point  P  est  foyer  d'une 
des  paraboles  T.  Enfin  la  conique  D  est  une  hyperbole 
équilatère,  puisqu'elle  admet  comme  diamètres  conjugués 
les  droites  isotropes. 

Nous  en  concluons  ces  deux  théorèmes  connus  : 
Le  cercle  circonscrit  à  un  triangle  ABC  est  le  lieu  : 
i^  Des  foyers  des  paraboles  inscrites  dans  ce  triangle^ 
a^  Des  centres  des  hyperboles  équilatëres  conjuguées 
de  ce  triangle. 
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On  considère  tous  les  paraboloïdes  ayant  les  mêmes 
focales  qu'un  paraboloïde  P  dont  Inéquation,  en  coor- 
données rectangulaires^  est 


y 


î       ^t 


aar  =  o. 

P         P 

On  mène  h  ces  paraboloïdes  des  normales  parallèles 
à  un  plan  Q  ayant  pour  équation 

ux-h  vy  ■+■  wz  =  o. 

i®  Démontrer  que  la  surface  S,  lieu  des  pieds  de 
ces  normales,  peut  être  considérée  comme  engendrée 
i  par  une  parabole  variable  dont  le  plan  em^eloppc  un 

')  cylindre  parabolique  C. 

•  2**  Démontrer  que  les  coordonnées  d'un  point  quel- 

j  conque  M  de  la  surface  S  peuvent  être  exprimées  ra- 

i  tionnellement  en  fonction  de  deux  paramètres  p,  pi 

\  qui  fixent  la  position  des  plans  tangents  menés  par  le 

^  point  M  au  cylindre  C. 

Alontrer,  à  l'aide  des  expressions  ainsi  trouv^ées, 
que  le  cylindre  C  touche  la  surface  S  en  tous  les  points 
d*une  cubique. 

Montrer,  à  l'aide  des  mêmes  expressions,  que  S  est 
une  surface  réglée  du  troisième  ordre,  dont  les  génc- 


(  '3.  ) 
ratrices  rectilignes  sont  parallèles  à  celles  d  *un  cône 
de  révolution. 

3"  La  surface  S  admet  une  droite  double  A  dont  on 
demande  les  équations, 

4**  Démontrer  que  les  génératrices  rectilignes  de  la 
surface  S  rencontrent,  en  dehors  de  la  droite  double  A, 
une  autre  droite  A|  avec  laquelle  elles  font  un  angle 
constant.  Trouver  les  équations  de  cette  droite  A| . 

Remarque.  —  Parmi  les  résultats  énoncés^  quelques- 
uns  peuvent  être  établis  facilement  par  la  Géométrie  ; 
on  saura  gré  aux  candidats  qui  ajouteront  ce  mode  de 
démonstration . 

La  condition  pour  que  le  plan 

ux  -4-  vy  -f-  wz  H-  A  =  o 

soit  tangent  au  paraboloïde  P  qui  a  pour  équation,  en 
coordonnées  rectangulaires, 

•1 ►aarrso, 

P         P 
est 

pV^ — pw^ — 2Uh  =  G. 

Toutes  les  quadriques  ayant  les  mêmes  focales  que  V 
appartiennent  au  faisceau  tangentiel 

pçi — p^fi —  «2  mA  -h  X  (  u' -+-  (?* -4-  iv')  =  G, 

c'est-à-dire  sont  inscrites  dans  la  développable  circon- 
scrite au  paraboloïde  donné  et  au  cercle  de  Tinfini; 
toutes  ces  quadriques  sont  des  paraboloïdes. 

I.  Soi l  Px  un  de  ces  paraboloïdes;  prenons  un  point 
M(x^j,  z)  sur  Px  tel  que  la  normale  en  M  soit  paral- 
lèle à  un  plan  Q  avant  pour  équation 

ux  -4-  vy  -f-  wz  =  o. 


(  ■»>) 

Le  plan  tangent  en  M,  de  coordonnées  Uq^  v^^  çVq,  /iq, 
sera  perpendiculaire  au  plan  Q  et  Ton  aura 

UUo-h  ppo-*-  «'«'0=  o 
avec 

Xa;-4-  (X-+-/?)fî-+-(X— />)«'J  — aMoAa  =  o, 
>>i/o— Aq  ^       (X-»-/?)Po  (X~-/?)(yo 

—  Wo  —  «0  —  Wo 

Entre  ces  é<|uations  éliminons  Uq,  i^o;  ^o>  ^^o  9  pour 

cela  tirons  les  rapports  ~,  — 2,  -^  des  trois  dernières  et 
*  ^  wo     Wo     Mo 

substituons  dans  les  deux  autres,  ce  qui  donne 

^ h  s 2a?— X  =  o,  (i) 

r-=^ h  s U  =0.  (2) 

X+/?  X— />  ^ 

L'élimination  de  \  entre  (i)  et  (a)  donnerait  l'équa- 
tion de  la  surface  S\  il  est  préférable  de  considérer  ces 
équations  comme  définissant  les  coordonnées  x,  j\  z 
d'un  point  M  de  la  surface  S  en  fonctions  rationnelles 
de  deux  paramètres  z  et  A,  ce  qui  montre  déjà  que  la 
surface  S  estunîcursale;  de  plus  ces  équations  (1)  et  (2) 
s'interprètent  aisément  :  la  première  est  Téquatioii 
ponctuelle  des  paraboloïdes  Px  komofocaux  à  P,  la 
seconde  est  l'équation  du   plan  diamétral   de   Px  cou- 

X        Y        Z 

jugué  de  la  direction  —  =  -  =  —  perpendiculaire  au 

plan  Q;  ce  résultat  est  facile  à  établir  géométriquement, 
car  au  point  M{x^y^  z)  le  plan  tangent  (mq,  Vq^  w©,  /*,) 
à  Px  est  perpendiculaire  au  |)lan  Q,  c'est-à-dire  est  pa- 
rallèle à  une  perpendîcnlairc  à  Q;  donc,  sur  Px,  le  lieu 
des  points  M  est  dans  le  plan  diamétral  conjugué  de  la 
direction  perpendiculaire  à  Q^  les  équations  (i)  et  (2) 
représentent   donc   une  parabole  dont   le   lieu   est  S. 


(  «33  ) 
L'équation  du  plan  de  celle  parabole  peut  s'écrire 

ou 

(2')         aX« — X{py -h  ivz)-+-p{vy— wz -'pu)  =  o. 

L'enveloppe  de  ce  plan  est  le  cylindre  parabolique  C 
ayant  pour  équation  ponctuelle 

(C)  (yy -^  wz)* — ipu(vy  —  iPZ—pu)  =  0. 

IL  Soit  M{XjjrjZ)  un  point  quelconque  de  la  sur- 
face S;  Téquation  (2'),  du  second  degré  en  1,  a  deux 
racines  p  et  pi  qui  fixeront  la  position  des  deux  plans 
tangents  menés  à  (C)  par  le  point  M(a?,  y^  z).  On  a 

vy  -h  wz 

pi^r-  wz—pu) 
ppi= 

D'ailleurs  l'équation  de  S,  /(x,  ^,  z)  =  o,  est  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  les  équations  (1) 
et  (a)  eu  X  aient  une  racine  commune,  soit  p.  On  aura 


-2a?  —  p  =  o. 


p-4-/?         p  — 

Des  équations 

çy-hwz=  M(p-+-  pi), 


V}r^wz  =  '^ppi-hpUy 


OQ  déduit,  par  addition  et  soustraction, 


a«7  =  a(p  -f-  pO  -4-  -^  PPi -+-/?"  =      jip  H-/?)(pi  -p), 


(   i34  ) 
Ensuite 

De  sorte  que  les  expressions  demandées  sont 

La  relation  entre  p  et  pi  déQnîssant  Tintersection  de 
la  surface  S  et  du  cylindre  C  s'obtient  en  remplaçant 
dans  Téquation  (C)  y  et  z  ou  mieux  r^  4- çvz  et 
vy-i-  wz  —  pu  par  leurs  valeurs  en  p  et  pi .  On  obtient 

a2(p  -h  pi)* — /ipu—  ppt  =  o 

ou 

(p  — pi)'=o, 
d'où 

p  =  pt» 

ce  qui  montre  que  les  plans  tangents  à  C  issus  d*un 
point  M  de  l'intersection  de  C  et  S  sont  confondus, 
résultat  évident  a  priori.  En  faisant  dans  (II)  pi  =  p,on 
a  les  équations  d'une  cubique  F.  L'intersection  de  C 
et  S  est  donc  la  cubique  F  comptée  deux  fois ^  et  il  en 
résulte  que  C  et  S  se  raccordent  le  long  de  cette  cubique. 
On  peut  le  voir  autrement  en  déterminant  le  cylindre 
circonscrit  à  S  parallèlement  à  Ox  et  montrant  qu'il  se 
raccorde  avec    S  le    long   de   la  cubique  F    (p,  =  p). 


(  '35) 
L'équation  du  plan  tangent  au  point  (o,  pi  )  à  S  est 

dx  dy  âz 

dp  dp  dp 

dx  dy  dz 

dpx  dpx  dpx 

Pour  qu'il  soit  parallste  à  Oj:,  il  faut 
dy   dz         dy  dz  _ 


ou 


D'où 


ou 


dp   dpi        dpi  dp 

'^p(pi—p)  =  o. 

?i  =  P^ 


équation  qui  définit  la  cubique  F. 

En  faisant  pi  =  constante  dans  les  équations  (H),  elles 
représentent  une  droite  située  sur  la  surface  S;  par 
suite,  en  faisant  varier  pi,  on  voit  que  S  est  une  surface 


réglée. 


Les  équations  d'une  génératrice  rectiligne  G|  répon- 
dant à  une  valeur  donnée  de  pi  sont 


(Gi) 


■^8]^(P^-^^)'- 


(Pt-P)', 


"   ;(pi-/>)p-H-^(pi-/?). 


Ces  équations  sont  de  la  forme 

(a?  =  ap  -h  a, 
v=Sp-^6, 
(  -  =  Y?  -H  ^» 


(  «36) 
et  l*on  voit,  d'après  les  équations  (Gi),  les  valeurs  de 
a^  ^,  Y,  a^  6,  c  eu  foQCtion  de  pi. 

La  surface  S  est  du  troisième  ordre,  car  son  intersec- 
tion avec  un  plan  quelconque 

Aa? -4- Bj^ -4- Cz -4- D  =  o 
est  déGnie,  sur  la  surface,  par  l^qualion 

(  A  a  H- B  p  +  Cy)p -+- (  Aa -+- B6 -4- Co -H  D)  =  o. 

Si  Ton  remplace  dans  les  équations  (G|  )  p  par  sa  valeur 
tirée  de  Téquation  précédente,  on  obtient  les  équations 
d'une  cubique  unicursale,  le  paramètre  étant  p|. 

La  parallèle  à  une  génératrice  G|  menée  par  l'origine 
a  pour  équations 

X 


On  trouve  Téquaiion  du  cône  engendré  par  cette  pa- 
rallèle en  éliminant  [x  et  pi  entre  les  équations 

Les  deux  dernières  équations  sont  du  premier  degré  en 
Pi  et  ^\  en  les  résolvant  on  a 

a  vy  —  wz        vy  —  wz        s>y  -4-  wz  ' 


I 


(  '37) 

Joù 

v/-hwz  ^        '^        Vjr -h  wz  ri      r-        vjr-^wz 

Subslîuiant  dans  la  première  ëqualion,  ou  a  le  cône 

2ux(çy  -^  wz)  =  a«(>'*-4-  **)  —  {vy -J^  wz)^ 
ou 

u'^(x'^'\'y^'¥'  -5*)  —  ( ux  H- v^ -f-  wa )*  =  o, 

de  rëvolulion,  a^anl  pour  axe  une  perpendiculaire  au 
plan  Q. 

III.  L'élimination  de  p  et  pi  entre  les  équations  (II) 
conduirait  à  Téquation  f{x^j^  z)  =  o  de  la  surface  S. 
Pour  faire  cette  élimination  on  tirerait,  par  exemple, 
p  de  Tune  des  équations  et  Ton  porterait  la  valeur 
trouvée  dans  les  deux  autres  ;  d*où  deux  équations  en  pi. 
En  éliminant  pi  on  trouverait /*( or, ^,  z)=  o,  équation 
qui  exprime  que  les  deux  équations  en  pi  ont  en  général 
une  racine  commune,  ou  encore  par  un  point  quelconque 
{XyYjz)  de  S  passe  une  seule  génératrice  rectiligne; 
mais  on  a  vu  que  toute  section  plane  de  S  est  une  cubique 
unicursale,  et  par  suite  ayant  un  point  double;  donc  la 
surface  S  a  une  ligne  double  qui  est  nécessairement  une 
droite  A;  car,  autrement,  une  section  piano  quelconque 
aurait  au  moins  deux  points  doubles  et  se  décompose- 
rait. 11  résulte  de  \k  que  l'on  pourra  choisir  le  point 
(x,^,  z)y  d*uue  infinité  de  manières,  de  façon  que  les 
deux  équations  en  pi  aient  deux  racines  communes;  ou 
a  ainsi  un  procédé  de  calcul  assez  simple  pour  trouver 
les  équations  de  la  droite  double. 

Entre  les  équations  (II)  éliminons  donc  p  et  pi  ^  pour 
cela,  remarquons  que  la  première  de  ces  équations 
s'écrit,  en  tenant  compte  des  deux  autres, 


(138) 
d'où 

Remplaçant  p  par  cette  valeur  dans  les  deux  dernières 
c'quations  (II)  on  obtient 

=  =  ^(p'-^>  [^(p'-^^)  -  ^<p' -'P^- *^--p]  • 

Si  Ton  ordonne  ces  équations  par  rapport  à  pi,  après 
avoir  multiplié  les  deux  membres  de  la  première  par  v^ 
et  ceux  de  la  seconde  par  (v,  on  a 

Pour  obtenir  la  racine  commune  pi  à  ces  deux  équa- 
tions, il  suffit  de  les  ajouter  membre  à  membre,  d'où 

p,  M  /a          u              \       u^  /  y      z\ 
Z —  (- z-h^p)  -^ (=^-h— ) 

'2p    \i>  W  ^  I  1    \V  W  j 

On  a  ainsi  la  valeur  du  paramètre  pi  qui  fixe  la  posi- 
tion de  la  génératrice  rectiligne  G|  passant  par  le  point 
quelconque  (x,^,  3)  de  la  surface  S;  mais  les  deux 
équations  du  second  degré  en  pi  auront  deux  racines 
communes  si  les  coordonnées  {^oc^y^z^  satisfont  aux 
équations 

(A)      ,V  '-{ 

\  ti^     y        z  \ 


'xux  —  s?y  —  w^  =  o. 


(  '39  ) 
obtenues  en  écrivant  que  les  équations  en  p,  ont  leurs 
coefficients  proportionnels.  Pour  ces  valeurs  de  x^y,  z 
la  valeur  de  pi  est  indéterminée,  comme  cela  devait 
être.  On  obtient  ainsi  les  équations  (A)  d'une  droite 
appartenant  à  S  comme  droite  double. 

On  peut  utiliser,  d'une  autre  manière,  les  équa- 
tions (II),  pour  démontrer  rexistence  de  la  droite 
double  A  et  en  trouver  les  équations.  J'indiquerai  seule- 
ment le  calcul  qui  est  moins  simple  que  le  précédent. 
On  cherche  la  condition  pour  que  deux  génératrices  rec- 
tilignes  Pi  et  p^  de  S  se  rencontrent,  et  ensuite  le  lieu  de 
leur  point  de  rencontre  qui  est  la  ligne  double  A.  On 
trouve  pour  cette  condition  la  relation  involutive 

(pï^-IVÎ)pjpg„.^(pj_4_pj)(i;î-_«,î) 

A  ni  r;S  nul 

et,  pour  les  coordonnées  x,  y^  z  du  point  de  rencontre 
des  génératrices  p,,  p.j,  on  obtient  des  expressions 
linéaires  en  pi  p^  et  piH-po.  Pour  retrouver  les  équa- 
tions (A),  il  suffit  d'éliminer  ^{O^  et  pi -+- p2  entre  les 
équations  donnant  j:,^',  z  et  la  relation  involutive. 

Enfin,  sans  se  servir  des  équations  (II),  on  peut 
arriver  très  simplement  aux  équations  de  la  droite 
double  A  en  appliquant  une  propriété  bien  connue  des 
quadriques  homofocales  (c'est  M.  Rœscli,  Professeur  au 
Collège  de  Montélimar,  qui  m'a  fait  penser  à  ce  pro- 
cédé): 

Reprenons  l'équation  ponctuelle  (i)  des  paraboloides 
homofocaux  Px 

•^ ' 2j:  —  X  =  0. 


A -f-/?        K—p 
Par  un  point  M(:r,  r,  z)  passent  trois  paraboloides  Px 


(  '4o  ) 

se  coupant,  comme  on  sait,  deux  à  deux  à  angle  droit. 
Soient  MN,  MN',  MU"  les  normales  à  ces  paraboloïdes 
formant  un  trièdre  trirectangle.  Le  point  M  sera  un 
point  double  de  la  surface  S  si  deux  normales  MN,  MN 
sont  parallèles  au  plan  Q,  et  la  troisième  MN''  sera  per- 
pendiculaire au  plan  Q,  c'est-à-dire  on  doit  chercher 
sur  Px  le  point  M  tel  que  la  normale  en  ce  point  soit 
perpendiculaire  au  plan  Q.  En  éliminant  X  entre  les 
équations 


X-f-yj 

y 

z 

—  I 
u 

on  obtient  le  lieu  du  point  double  M.  On  écrit  les  deux 

dernières 

.                  u            .                  u 
X-+-/>  = y,        X — D= z. 

L'élimination  de  X  est  immédiate  et  l'on  a 

c'est-à-dire  les  équations  (A). 

IV.  Dans  les  équations  (G|)  prenons  l'expression 
de  X  et  cherchons  une  valeur  constante  K  de  p  annulant 
le  terme  en  p^  ;  d'où 


w« 


u* 


p(vt^wt) 
IV  = — • 

Le  point  correspondant  à  p  =  K  sur  chaque  généra- 
trice   pi    décrit,   quand   pi   varie,   une   droite,   car  les 


(  '4i  ) 
expressions  de ^  et  2  sont  linéaires  en  pi  et  cette  droite 
est  rencontrée  par  toutes  les  génératrices  G| .  Les  coor- 
données X,  y^  z  d'un  point  de  cette  droite  sont 

en  tenant  compte  de  la  définition  de  K  ;  ordonnant  le 
second  membre  par  rapport  à  pi,  on  a 

_  pi  M*  / cy«—  v^  (^«  —  ty«        p»-+-cv«\        K 


Pi"' 


jE>(pî. 


Ensuite  les  deux  dernières  équations  (H)  donnent 

(p,-f-/>)(K-f-/>) 

r(pi--/')- 


J^  = 


u 


•  tv* 


-/>)  = 


y* -h  (v«  ' 
uw 


On  a  ainsi  les  équations  d'une  droite  A|  rencontrée 
par  toutes  les  génératrices  G|,  savoir 


(^1) 


y— 

puv 

pî-l-  tv* 

-8-j- 

(^«H-  iP* 

Z^ 


i»î-h  tv' 


Pi- 


Deux  génératrices  G|,  Ga  renconlrent,  d'après  les 
équations  précédentes,  la  droite  A|  en  des  points  dis- 
tincts, et  par  suite  A|  est  une  droite  simple  de  S.  Le 
plan  (A|,G|)  coupe  la  surface  S  suivant  une  troisième 
droite  G2  rencontrant  G|  sur  la  droite  double  A,  d'après 
ce  qui  précède  (III). 


(  «4^  ) 

Les  oqua lions  de  A,  montrent  que  cette  droite  est 
parallèle  à  Taxe  du  cône  de  révolution  trouvé  plus  haut; 
il  en  résulte  que  les  génératrices  rectil ignés  de  S 
coupent  A|  sous  un  angle  constant  égal  au  demi-angle 
d'ouverture  de  ce  cône. 

Hemarque,  —  Quelques  considérations  géométriques 
simples  permettent  de  répondre  partiellement  aux  ques- 
tions III  et  IV.  On  a  déjà  montré,  comme  conséquence 
de  la  représentation  paramétrique  de  la  surface  S,  que 
celle-ci  admet  une  droite  double  A. 

Une  génératrice  quelconque  Gi  de  la  surface  ren- 
contre A,  car  si  cela  n'était  pas,  deux  génératrices  rec- 
tilignes  G|,  Gj  et  la  droite  double  A  définiraient  un 
hyperboloïde  H;  les  génératrices  de  H,  de  système  diffé- 
rent de  G|,  rencontreraient  S  en  quatre  points  dont  deux 
confondus  sur  A,  et  alors  H  ferait  partie  de  S,  ce  qui 
n*est  pas. 

Maintenant  soient  G| ,  G2,  G3,  G4  quatre  génératrices 
quelconques  de  S;  on  peut  mener  deux  droites  les  ren- 
contrant :  l'une  est  A,  d'après  ce  qui  précède-,  soit  A| 
l'autre^  celte  dernière  rencontrera  aussi  une  génératrice 
quelcon([ue  G  de  S,  car  par  un  point  M  pris  arbitraire- 
ment sur  S  passe  une  droite  s'appujant  sur  A  et  A|, 
ayant,  par  conséquent,  quatre  points  sur  S;  c'est  donc 
la  génératrice  G  de  S  qui  passe  en  M.  Ceci  suppose  que, 
par  M,  il  ne  passe  qu'une  génératrice  recliligne  G;  cette 
propriété  résulte  immédiatement,  coomie  on  Ta  vu,  des 
équations  (II)  et  peut  aussi  s'établir  par  la  Géométrie; 
c'est  d'ailleurs  une  propriété  qui  appartient  à  toute  sur- 
face réglée  du  troisième  ordre  dont  l'élude  géométrique 
et  analytique  ligure  dans  un  certain  nombre  d'Ouvrages  ; 
pour  cette  raison,  je  pense  qu'il  est  inutile  de  rappeler 
ici  la  démonstration  géométrique  de  cette  propriété. 


(  '43  ) 


BiBLIOGRAPIIIE. 


Problèmes  de  Géométrie  élémentaire,  groupés 
d'après  les  mélliodes  h  cMiiploycr  pour  leur  résolutiou  ; 
par  li^an  Alexandroff)  professeur  Je  Mathématiques 
au  lycée  de  Tambov  (Russie).  Traduit  du  russe  sur  la 
6*  édition  par  1),  Aitoff,  Un  vol.  iii-8".  Prix:  5  fr. 
Paris,  A.  Herniann,  1899. 

Ainsi  que  son  litre  Tindique,  le  Livre  de  M.  Alexandroff 
adopte,  comme  le  remarquable  Ouvrage  de  M.  Julius  Peter- 
5cn(ï),  la  classification  des  problèmes  de  Géométrie  d'après 
les  méthodes  à  employer  pour  les  résoudre,  qui  est,  sans  con- 
tredit, la  plus  logique  et  la  plus  féconde. 

Il  renferme  900  exercices,  pour  la  plupart  de  Géométrie 
plaoe,  dont  les  difficultés  sont  graduées  de  manière  à  faire 
saisir  au\  élèves  tout  le  parti  que  Ton  peut  tirer  d'une  mé- 
thode bien  comprise. 

Chaque  Chapitre  contient  l'exposé  d'une  ou  plusieurs  mé- 
thodes, un  nombre  suffisant  d'exercices  résolus  élucidant  chaque 
méthode,  puis  un  grand  nombre  d'exercices  proposés  à  ré- 
soudre par  les  mêmes  principes. 

Les  six  éditions  que  l'Ouvrage  de  M.  Alexandroffa  eues  en 
Russie  en  peu  de  temps  en  font  suffisamment  l'éloge;  c'est  un 
Livre  qui  répond  à  un  besoin  et  qui  paraît  destiné  à  rendre  en 
France  de  très  grands  services. 


(*)  Méthodes  et  théories  pour  la  résolution  des  problèmes  de 
constructions  géométriques.  Paris,  Gaulhier-Viliars,  1892. 


(  '44  ) 
QHESTiOKS. 


1838.  Ghasies  a  démontré  depuis  longtemps  qu'une  courbe 
gauche  du  quatrième  ordre  à  point  double  est  tangente  à  deux 
directrices  et  à  deux  génératrices  de  tout  hyperboloïde  qui  la 
contient,  et  que  les  quatre  points  de  contact  sont  situés  dans 
un  même  plan. 

On  demande  de  démontrer  : 

I*  Que  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  en  ces  quatre  points 
se  rencontrent  en  un  même  point  situé  sur  la  droite  d'inter- 
section des  plans  osculateurs  au  point  double; 

a**  Que  ces  mêmes  plans  rencontrent  de  nouveau  la  courbe 
en  quatre  points  situés  dans  un  même  plan,  qui  sont  les  points 
de  contact  de  la  courbe  avec  deux  directrices  et  deux  généra- 
triées  d'un  hyperboloïde  qui  la  contient. 

On  peut  encore  énoncer  le  premier  de  ces  théorèmes  de  la 
manière  suivante  : 

Par  un  point  pris  sur  la  droite  d'intersection  des  plans 
osculateurs  au  point  double  d'une  courbe  gauche  du  qua- 
trième ordre,  on  peut  mener  à  la  courbe  quatre  plans  os^ 
culateurs  autres  que  ceux  qui  la  touchent  au  point  double  : 
leurs  points  de  contact  sont  situés  dans  un  même  plan,  et 
les  tangentes  à  la  courbe  en  ces  quatre  points  forment  un 
quadrilatère  gauche,  (E.  Gentt.) 
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(  ^1^  ) 


[Klll 

|É(UÛTIU^  91^^   DANS  LE  PLAN. 

BBIIXIÈHE  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  »  . 
POUR  m9; 

Par  m.  g.  GALLUCCI. 

Sujet. 

L^ équation  d'un  cercle  rapporté  à  deux  axes  rectan- 
gulaires, situés  dans  son  plan,  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

il)  "i^i-^  Ui.rt~h  W3.r:,-h  11^ x^  r=  o, 

tfn  posant 


{ 


^•  =  ^1,       y=yi^ 


>  -. =  -Cl.  ^-^^  =  ^v. 

•  2.1  XI 

lie  sorte  que  las  variables  a,,  Xo,  a  j,  a\  satisfont  à  la 
relation 

(  3  )  4^1  H-  ar|  -h  iy.*J  -f-  j:J  =  o. 

On  peut  appeler  les  quatre  quantités  ^/,,  //o?  ".i^  ^î 
/e5  coordonnées  du  cercle,  et  Von  peut  dire  :  i"  que 
toute  relation  homogène  entre  ces  quantités  définit  un 
réseau  de  cercles;  a"  que  deux  relations  homogènes 
définissent  une  série  de  cercles;  3"  que  trois  relations 
homogènes  définissent  un  système  de  cercles  d'après 
las  degrés  des  équations  qui  les  définissent* 
l.  Interpréter,  en  Géométrie  à  trois  dimensions ^  les 
Ann.  de  Matkémat.,  3»  série, t.  XIX.  (  \vril  icjoo.)  10 


(   '46  )        • 
équalions  (i)  et  (3),  qui  définissent  le  cetvle,  et  les 
formules  (2),  qui  conduisent  à  cette  définition.  En  dé- 
duire les  propriétés  des  réseaux  et  des  séries  linéaires 
de  cercles, 

II.  Étudier  en  particulier  et  aussi  complètement  que 
possible  les  propriétés  des  réseaux  quadratiques,  c  est- 
à-dire  des  réseaux  définis  par  une  équation  homo- 
gène et  du  second  degré  en  */,,  w-j,  M3,  w^.  Rapprocher 
ces  propriétés  de  celles  des  surfaces  du  second  ordre, 

III.  Montrer  comment  l'étude  des  systèmes  de  cercles 
faite  diaprés  cet  ordre  d'idées  permet  de  construire  un 

cercle  tangent  à  trois  cercles  donnés  par  une  méthode 
différente  de  la  célèbre  méthode  de  Gergonne. 

Développement  • 

Dans  le  développement  qui  suit,  nous  nous  limitons 
aux  résultats  principaux  que  nous  exposons  en  trois  pa- 
ragraphes. 

Chacun  de  ces  paragraphes  est  suivi  d^une  série  de 
noies  et  d*exercices  qui  en  complètent  l'argument.  A  la 
fin,  nous  avons  ajouté  une  courte  Notice  historique. 

I.   —  Réseaux  et  séries  linéaires  de  cercles. 
1.  Interprétation  des  formules,  —  Les 

Xi  (t  =  I,2,  3,  4) 

étant  les  coordonnées  d'un  point  de  l'espace  par  rap- 
à  un  tétraèdre  de  référence  c;l><  «1.20;^ 3X4,  la  (3)  est 
réquation  d'une  quadrique  elliptique  Q  dont  ce 
tétraèdre  est  autopolaire,  la  (i)  est  Téquation  du  plan 
de  coordonnées  Ui,  et  les  formules  (2)  définissent  une 
correspondance  univoque  entre  les  points  de  Q  et  les 
points  du  plan  tt  dans  lecjiiel  nous  considérons  le  svs- 


(  'i7) 
lèœe  de  coordonnées  X^  y^  Dans  celte  correspondance, 
aux  sections  de  Q  avec  les  plans 

MiJ^I  -\-  UfXt-^  Mj^Tj-^  U!,X^=  O 

correspondent  les  cercles  de  tc  dont  les  coordonnées  sont 

Si  1  équation  cartésienne  du  cercle  est 

17  r .r * -4-  >'* )  -h  "x^T  -+-  xfy  -h  (î  =  o, 
nous  aurons 
g=ux,         /  =  Ui,  a  —  Ui-hu^,  c  =  u,,-^Ui, 

Les  coordonnées  du  centre  et  le  rayon  sont  respecti- 
vement 

*  a     ^         Wj  H-  W;  '  a  Mj  4-  Mv  ' 

ï    /— 7-, v/Mf-4- z^|-h  m|  — a? 

a  ^  *        -^  ««3  -+-  «4 

Les  cercles  de  rayon  nul  (cercles  qui  se  réduisent  à 

deux  droites  isotropes)  ont  les  coordonnées  qui  vérifient 

l'équation 

mJ-h  w|h-  mJ  —  mJ  =  o; 

ils  correspondent  aux  plans  tangents  à  la  quadrique  Q. 
Les  cercles  de  rayon  infini  (droites  dcn)  ont  les  coor- 
données qui  vérifient  Téquation 

ttj  H-  M*  =  o  ; 

ils  correspondent  aux  pians  qui  passent  par  le  point 
P  =  (o,  o,  i ,  i)  de  la  quadrique. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  la  correspondance 
dëfuiie  par  les  (2)  est  une  correspondance  de  Cliasles 
entre  les  points  de  Q  et  les  points  de  tî;  on  obtient  le 


(  M8) 
cercle  correspondant  à  un  plan  en  projetant  son  inter 
section  avec  la  quadrique  Q  du  point  P  sur  le  plan  tz. 
Le  point  P  est  un  ombilic  de  Q  et  le  plan  a  tangent  eu 
P  est  parallèle  à  tc,  son  équation  est 

arv — ^j=  o. 

Il  est  bon  d'observer  que  pour  tous  les  cercles  de  ir, 
hors  ceux  de  rayon  infini,  on  peut  supposer  Uj  H-  ««^  =  i , 
car  nous  pouvons  diviser  les  coordonnées  homogènes  u/ 
par  une  même  quantité.  Alors  les  coordonnées  du 
centre  et  le  rayon  du  cercle  de  coordonnées 

Ui       (i:  =  i,2, 3,4) 
deviennent 

Pour  tous  les  points  de  la  quadrique  Q,  hors  le  point 
P,  on  a 

donc,  pour  trouver  le  point  (jc^j)  correspondant  à  un 
point    {^ifJc^^x^jX^),    on    doit    diviser    les    X/    par 

2.  a.   Cercles  qui  se  coupent  orthogonalenient .   — 
Les  deux  cercles 

a(a7'-+-^*)-+- a^a:  -+■'2/ y  -h  c  =  o, 
a' (  a?» -4- 7*) -4-  2^' a:  H-  2/'^ -f-  c'  =  o 

se  coupent  orthogonaleiuent  si  Ton  a 

Pour  les  coordonnées  Ui,  u^  des  deux  cercles,  on  trouve 
la  condition 

«1  u\  -+-  Ui  î/'s  H-  «3  Wj  —  U^  //';  =  o, 
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donc  : 

Les  plans  qui  corresponrient  à  deux  cercles  ortho- 
gonaux sont  réciprof/ues  par  rapport  à  la  quadnque  Q 
et  récipro  q  uem  ent . 

t.  Construction  du  centre  du  cercle  y  correspondant 
à  un  plan  F.  —  Soit  c  le  p6\e  de  F  par  rapport  à  Q;  le 
point  G  où  la  droite  PC  perce  le  plan  tc  est  le  centre  de 
y.  En  efTet,  aux  plans  qui  passent  par  PC  correspondent 
des  droites  orthogonales  à  y,  ces  droites  sont  des  dia- 
raèlres  de  y  et,  par  consér|uent,  leur  point  commun  G 
est  le  rentre  du  cercle. 

c.  Cercles  conjugués.  —  Ou  appelle  cercles  conju- 
gués  ceux  qui  difTèrent  seulement  par  le  signe  du  carré 
du  rayon;  deux  points  diamétralement  opposés  de  Fun 
d'eux  sont  conjugués  par  rapport  à  l'autre.  Si  les  deux 
i;ercles  u/,  u^  sont  conjugués,  nous  aurons  (n®  1) 

ui=u\,        Wî=m'2, 
aj  H-  a|  -+-  ttî  —  wf  =  —  (  u\^  -+-  u'f  H-  m',*  -h  u'^  ), 

d'où  découlent  fînalement  les  formules  suivantes  : 

«I  ^  "î  :  1*3  :  u*  —  u\  :  u\  :  u'^  —  «^',*  —  u'f  :  a', -4-  u'f  -4-  m',*, 
"i  !  tt't  :  "i  :  u\  —  «1  :  Mj  :  w^  —  a}  —  a\  :  mj  -h  aj  -t- 1*}, 

(|ui  définissent  une  correspondance  birationnelle  qua- 
dratique involutive  T  entre  les  plans  de  Fespace.  Cette 
correspondance,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite,  est 
l'image  de  la  correspondance  entre  les  cercles  de  t:  et 
leurs  conjugués. 

Si  le  cercle  ui  est  réel,  le  cercle  u^  sera  imaginaire, 
el  réciproquement,  c'est-à-dire  si  le  plan  u/  coupe  la 
quadrique  Q,  le  plan  u)  ne  la  c!Oupera  pas,  et  récipro- 
quement. 

d.  Cercles  qui  se  coupent  diamétralement.  —  Si  un 
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cercle  coupe  diamétralement  un  cercle  y,  il  coupera 
orthogonalement  le  cercle  yi  conjugué  de  y  (n**  2,  c), 
e.  Cercles  tangents,  —  Si  deux  cercles  y  et  8  se  tou- 
chent en  un  point  M,  les  plans  correspondants  se  coupent 
suivant  une  droite  qui  touche  la  quadrique  Q  au  point 
qui  correspond  à  M. 

3.  a.  Une  équation 

1 

définit  un  réseau  linéaire  de  cercles  qui  est  représenté 
dans  l'espace  par  la  gerbe  des  plans  passant  par  le  point 
A  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  les  a/.  Cette 
gerbe  est  complètement  déterminée  par  trois  de  ses  plans, 
donc  un  réseau  linéaire  est  déterminé  par  trois  de  ses 
cercles. 

Le  plan  polaire  de  A  par  rapport  à  Q  étant  réci- 
proque de  tous  l<;s  plans  de  la  gerbe,  représente  un  ceicle 
Y  qui  coupe  orthogonalement  tous  les  cercles  du  réseau 
(n"  2,  a).  Le  cercle  yi,  conjugué  de  y,  sera  coupé 
diamétralement  par  tous  les  cercles  du  réseau  (n^  2,  c). 
Donc  : 

Dans  tout  réseau  linéaire  de  cercles,  il  existe  deux 
cercles  y,  yi  conjugués  entre  eux,  dont  l'un  est  coupé 
orthogonalement  et  l'autre  diamétralement  par  tous 
les  cercles  du  réseau. 

De  ces  deux  cercles  y,  yi,  un  est  réel  et  Tautre  imagi- 
naire. 

b.  Dans  un  réseau  linéaire  de  cercles,  il  y  en  a  oo*  qui 
se  réduisent  à  des  droites;  ils  correspondent  aux  plans 
de  la  gerbe  qui  passenl  par  P  et  (pii  forment  un  fais- 
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ceau.  On  trouve  ainsi  le  faisceau  des  droites  qui  passent 
par    le    centre    du    cercle    orthogonal    y    du    réseau 
K2,i). 

De  même,  il  y  a  dans  un  réseau  linéaire  oo*  cercles 
de  rayon  nul  ^  ils  correspondent  aux  plans  qui  passent 
par  A  et  touchent  la  quadrique  Q.  Par  conséquent,  ce 
sont  les  couples  de  droites  isotropes  dont  le  point  réel 
de  rencontre  se  trouve  sur  le  cercle  orthogonal  y  du 
réseau. 

•  c.  Cas  spéciaux.  —  Si  le  point  A  est  sur  Q,  le  réseau 
se  compose  de  tous  les  cercles  qui  passent  par  le  point 
A'  correspondant  de  A;  le  cercle  orthogonal  se  réduit  au 
couple  de  droites  isotropes  passant  par  A'.  En  particu- 
lier, si  A  coïncide  avec  P,  le  réseau  est  composé  de  toutes 
les  droites  de  ir. 

Si  le  point  A  se  trouve  sur  le  plan  a  tangent  en  P  à 
la  quadrique  Q,  le  réseau  se  compose  de  cercles  dont  les 
centres  sont  sur  une  droite  a.  En  effet,  le  plan  a,  polaire 
(leP,  passe  par  A,  le  plan  polaire  de  A  passera  par  P  et, 
par  conséquent,  le  cercle  orthogonal  du  réseau  est  la 
droite  a  d'intersection  de  -rz  avec  ce  plan-,  cette  droite, 
devant  couper  orthogonalement  tous  les  cercles  du  ré- 
seau, devra  contenir  les  centres  de  ces  cercles. 

d.  Exemples,  —  i®  Les  cercles  qui  coupent  ortho- 
gonalement un  cercle  fixe  5  2**  les  cercles  qui  coupent 
diamétralement  un  cercle  fixe  ;  3**  un  autre  exemple, 
très  intéressant,  est  donné  par  le  beau  théorème  de 
Faure  : 

Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  autopolaires 
par  rapport  à  une  même  conique  forment  un  réseau 
linéaire. 

Nous  pouvons  considérer  ce  ihcorème  comme  une 
conséquence  immédiate  du  théorème  de  Frégier  dans 
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l'espace  (*).  Si  nous  projetons  du  point  P  les  triangles 
autopolaires  par  rapport  à  la  conique  cle  ir,  nous  aurons 
des  trîèdres  dont  les  arêtes  coupent  la  quadrique  Q  en 
trois  points,  qui  déterminent  un  plan  F  représentant  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  correspondant.  Le  théorème 
de  Frégier  nous  enseigne  que  tous  les  plans  F  passent 
par  un  même  point  A,  donc  les  cercles  circonscrits  aux 
triangles  autopolaires  par  rapport  à  la  conique  appar- 
tiennent à  un  réseau  linéaire. 

A,  a.   Deux  équations 

4  4 

1  1 

définissent  une  série  linéaire  (ou  faisceau)  de  cercles, 
qui  est  représentée  dans  l'espace  par  le  faisceau  des 
plans  communs  au\  gerbes  de  pians 

4 

1 


cl 

4 


1 

Soient  /  Taxe  de  ce  faisceau  de  plans,  /'  sa  réciproque 
par  rapport  à  Q;  en  projetant  /'  du  point  P  sur  le  plan 
7î,  on  a  une  droite  qui  contient  les  centres  de  tous  les 
cercles  de  la  série  (n**  2,  i).  Les  projections  des  deux 
points  communs  à  /  et  à  Q  sont  communs  à  tous  les 
cercles  de  la  série. 


(  '  )  Théorèmes  nou^^eaiix  sur  les  lignes  et  les  surfaces  du 
second  ordre  {Annales  de  Gergonne^  vol.  VI,  p.  237;  et  vol.  VII, 
P-  97)- 
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Donc  : 

Une  série  linéaire  de  cercles  est  formée  (rune  inji^ 
niié de  cercles  qui  ont  deux  points  réels  ou  imaginaires 
communs  et  dont  les  centres  se  trouvent^  par  consé- 
quent, sur  une  droite, 

b.  Dans  une  série  linéaire  de  cercles,  il  y  en  a  un 
qui  se  réduit  à  une  droite,  c*est  le  cercle  de  rayon  infini 
qui  correspond  au  plau  du  faisceau  (/)  passant  par  P. 
Cette  droite  s'appelle  Vaxe  radical  de  la  série,  elle 
contient  les  deux  points  communs  aux  cercles  de  la 
série. 

De  mùni«%  il  y  a  dans  une  série  linéaire  deux  cercles 
de  rayon  nul,  qui  correspondent  aux  plans  tangents  k  Q 
menés  par  /.  On  a  ainsi  les  points  limites  de  la  série 
(Poncelel)  qui  sont  réels  ou  imaginaires,  selon  que  les 
points  communs  à  tous  les  cercles  de  la  série  sont  ima- 
ginaires ou  réels.  Ces  points  limites  se  trouvent  sur  la 
droite  des  centres  de  la  série. 

c.  Cas  spéciaux.  —  Si  Taxe  /  du  faisceau  de  plans 
touche  la  quadricpie  Q,  la  série  linéaire  est  formée  de 
tous  les  cercles  qui  se  touchent  au  nieme  point,  (jui 
correspond  au  point  de  contact  de  /  avec  Q.  L'axe  radi- 
cal est  la  tangente  commune  aux  cercles  et  les  points 
limites  coïncident  avec  le  point  de  contact. 

Si  /  passe  par  P,  on  a  un  faisceau  de  droites. 

Si  /  est  situé  sur  le  plan  a  tangent  en  P  à  la  quadrique, 
on  aura  une  série  linéaire  formée  de  tous  les  cercles  qui 
ont  un  même  centre.  Dans  ce  cas.  Taxe  radical  est  à 
l'infini,  et  la  droite  des  centres  est  indéierniinée. 

d»  Exemples.  —  i**  Les  cercles  qui  coupent  or ihogo- 
nalement  deux  cercles  fixes  y,  y'  fonnenl  une  série 
linéaire,  qui  est  représentée  par  le  faisceau  des  plans 
réciproques  par  rapport  à  Q,  de  ceux  qui  passent  par 
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riiilcrsectiou  des  plans  F,  V  correspondant  à  y?  Y*  ^^^^^ 
série  linéaire  et  celle  déterminée  par  y,  ^  peuvent  s'ap- 
peler séries  réciproques  de  cercles.  L'axe  radical  de  Tune 
est  la  ligne  des  centres  de  l'autre;  les  points  limites  de 
Tune  sont  les  points  où  se  coupent  tous  les  cercles  de 
l'autre. 

2^  On  voit  aisément  que  les  cercles  conjugués  de  deux 
cercles  y,  y',  ont  pour  corde  commune  la  droite  symé- 
trique de  Taxe  radical  de  y,  y^  par  rapport  au  milieu  de 
la  distance  des  centres.  Celte  droite  s'appelle  axe  anti- 
radical de  y  et  y'.  On  déduit  que  les  cercles  qui  couj>ent 
diamétralement  deux  cercles  fixes  y,  y',  forment  une 
série  linéaire  dont  la  centrale  est  Taxe  antiradical  de  y, 
y'  et  dont  l'axe  radical  est  la  centrale  de  yy  (n®  2»  i). 
Etant  donnés  trois  cercles  y,  y',  y",  les  trois  séries 
linéaires  que  l'on  a  en  considérant  les  trois  couples  y^, 
y' y",  y^y,  ont  un  cercle  commun  dont  le  centre  est  le 
])oiiit  où  se  coupent  les  trois  axes  antiradicaux. 

Donc  : 

Etant  donnés  trois  cercles  quelconques,  il  existe  un 
cercle  qui  les  coupe  diamétralement, 

3**  Étant  données  deux  coniques  A,  a',  les  cercles  qui 
sont  circonscrits  à  un  triangle  autopolaire  par  rapporta 
A  et  à  un  triangle  autopolaire  par  rapport  à  )/  forment 
une  série  linéaire  (n"  3,  d). 

o.  Correspondance  entre  la  géométrie  de  la  droite 
de  l'espace  y  et  la  géométrie  des  séries  linéaires  de 
cercles  du  plan.  —  On  peut  dire  qu'une  série  linéaire 
de  cercles  correspond  à  la  droite  commune  /de  tous  les 
plans  correspondant  aux  cercles  de  la  série  ;  par  con- 
séquent à  toute  droite  /de  l'espace  correspond  une  série 
linéaire  d(î  cercles,  et  réciproquement;  à  tout  théorème 
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surTespace  réglé  correspond  un  théorème  sur  les  séries 
linéaires  de  cercles.  Nous  donnons  des  exemples.  A 
Jeux  droites  qui  se  coupent  correspondent  sur  le  planic 
deux  séries  linéaires  qui  ont  un  cercle  commun  ;  à  deux 
droites  réciproques  par  rapport  à  Q4  correspondent  deux 
séries  réciproques.  Filant  données  deux  séries  linéaires 
qui  n'ont  aucun  cercle  commun  et  un  cercle  y,  on  peut 
construire  une  série  linéaire  qui  contient  y  ^^  qui  a  un 
cercle  commun  avec  chacune  des  deux  séries,  etc. 

Notes  ET  exercices.  —  i®  Comment  faut-il  inter^ 
prêter  les  form,ides  (2)  pour  avoir  la  projection  sté- 
réographique?  Dans  quel  cas  la  quadrique  Q  est-elle 
un  paraboloïde  de  réx^olution? 

a"  On  peut  déduire,  par  des  considérations  dans 
l'espace,  tous  les  théorèmes  sur  le  cercle  dans  le  plan. 
Conune  exercice,  on  pourrait  démontrer  les  beaux 
théorèmes  de  Miquel  {Journal  de  Liouville,  vol.  3,  9, 
iO). 

3®  ^  toute  configuration  harmonique  dans  l'espace 
(voir  les  Mémoires  de  Stéphanos,  Reje^  Fero- 
nese^  etc.)  correspond  une  configuration  harmonique 
de  cercles;  étude  de  cette  configuration. 

4"  Etude  de  deux  quadruples  de  cercles  correspon- 
dant à  deux  tétraèdres  homoiogiques,  ou  bien  à  deux 
tétraèdres  de  Môbius. 

5°  Cercles  qui  séparent  hannoniquement  un  ou  deux 
couples  de  points.  Construction  du  cercle  qui  coupe 
hannoniquement  trois  couples  de  points. 

6**  Cercles  pour  lesquels  un  point  et  une  droite  sont 
réciproques.  Etant  donnés  deux  points  h  ^  B  et  deux 
droites  a^  b^  dajis  quel  cas  pourra-t-on  construire  un 
cercle  pour  lequel  les  points  \,  B  sont  les  pôles  des 
droites  a^  h? 
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7"  Étudier  la  figure  correspondant  à  un  pentagone 
ou  à  un  hexagone  auto  polaire  par  rapport  à  Q  (voir 
Serre t  :  Géométrie  de  direction). 

8°  Problèmes  divers.  —  Construire  un  cercle  gui 
coupe  orfhogonalement  deux  cercles  y,  y'  et  diamétra- 
lement un  troisième  cercle  "f .  Construire  un  cercle  qui 
passe  par  deux  points  et  qui  coupe  diamétralement  ou 
orthogonalement  un  cercle  donné  y,  etc, 

if  A  toute  droite  l  de  l'espace^  on  peut  faire  cor- 
respondre la  droite  V  des  centres  de  la  série  linéaire  \J 
qui  est  l'image  du  faisceau  de  plans  (/);  réciproque- 
ment,  à  toute  droite  U  du  plan  ir  correspondent  oo^ 
droites  de  V espace;  ces  droites  passent  par  un  point  h 
du  plan  a  tangent  en  V  à  la  quadiique  Q.  La  corres- 
pondance entre  les  droites  V  et  les  points  L  est  une 
homographie. 

I  o^  A  tout  point  O  de  Tz  correspond  une  droite  o 
de  a  qui  est  l'axe  du  faisceau  des  plans  correspondant 
aux  cercles  de  centre  O;  la  correspondance  entre  les 
points  O  et  les  droites  o  est  une  homographie.  Rela- 
tion entre  cette  homographie  et  celle  de  V exemple 
précédent, 

I I  "  Etant  données  quatre  séries  linéaires  de  cercles, 
on  peut,  en  général,  construire  deux  autres  séries  qui 
ont  un  cercle  commun  avec  toutes  les  séries  données. 

II.   —  Réseaux   et   séries    quadratiques   de   cercles. 
6.    Une  équation  homogène  el  du  second  degré 

^a,'jUiUj=  o 

définit  dans  l'espace   une  quadrique-enveloppe   M'  et 
dans  le  plan  t:  un  réseau  quadratique   M  de  cercles, 
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c'est'À-dire  un  réseau  qui  a  deux  cercles  coiiiuuiiis  avec 
uae  série  linéaire  quelconque  de  cercles.  On  peut  donc 
rapprocher  les  propriétés  de  ces  réseaux  de  celles  des 
quadnques. 

Un  réseau  quadratique  est  complètement  déterminé 
par  neuf  de  ses  cercles.  La  construction  peut  se  déduire 
de  celle  que  Ton  connaît  pour  les  quadriques. 

7.  Si  la  quadrique  M'  est  elliptique  le  réseau  ne  con- 
tient pas  des  séries  linéaires  réelles  de  cercles;  au  con- 
traire, si  M'  est  hyperbolique,  le  réseau  contient  deux 
systèmes  oo*  de  séries  linéaires  de  cercles^  les  séries  du 
même  système  n'ont  aucun  cercle  commun,  tandis  que 
les  séries  d(^.  systèmes  différents  ont  un  cercle  commun. 
La  discussion  dépend  des  coefficients  a/y  et  coïncide 
avec  la  discussion  des  quadriques. 

On  peut  appeler  le  réseau  M  elliptique  ou  hyperbo* 
ligue,  selon  que  la  quadrique  M'  est  elliptique  ou  hyper- 
bolique. Étant  données  trois  droites  de  l'espace)  on 
peut  toujours  construire  Phyperboloïdequi  les  contient; 
de  même,  étant  données  trois  séries  linéaires  de  cercles, 
({ui  deux  à  deux  n'ont  aucun  cercle  commun,  on  peut 
construire  le  réseau  hyperbolique  qui  les  contient  (n^  5). 

Après  cela  Tex tension  des  théorèmes  de  Hesse  sur 
les  groupes  de  droites  d'un  hyperboloïde  est  immédiate. 

8.  Il  y  a  00^  faisceaux  de  cercles  qui  ont  un  seul 
cercle  commun  avec  un  réseau  quadratique  M;  ils  cor- 
respondent à  la  congruence  des  tangentes  à  la  qua- 
drique M'.  Par  tout  cercle  du  plan  passent  oo'  de  ces 
faisceaux  qui  correspondent  aux  tangentes  de  M'  situées 
dans  le  plan  dont  le  cercle  donné  est  l'image. 

Par  rapport  à  un  réseau  quadratique  de  cercles,  on 
peut  établir  une  théorie  analogue  à  celle  de  la  polarité 


(  '58  ) 
par  rapport  à  une  quadrîque.  Pour  cela,  on  peut  parler 
du  réseau  linéaire  polaire  d'un  cercle  par  rapport  à  un 
réseau  quadratique  M  ;  des  réseaux  linéaires  réciproques 
par  rapport  à  M;  des  quadruples  de  cercles  autopolaires 
par  rapport  à  M,  elc. 

9.  Dans  un  réseau  quadrati(]ue  AI,  il  y  en  a  oo'  dont 
le  rayon  e>t  nul  ^  ils  correspondent  aux  plans  de  la 
développable  commune  aux  deux  quadriques  M'  et  Q  ; 
cette  développable  touche  la  quadrîque  Q  suivant  une 
courbe  gauche  du  quatrième  ordre  L',  qui  est  Tinter- 
section  de  Q  et  de  la  polaire  réciproque  de  la  quadrique- 
enveloppe  M'  par  rapport  h  Q.  En  projetant  celte 
courbe,  qui  en  général  ne  passe  pas  par  P,  ou  aura  le 
lieu  d<'S  points  du  réseau  quadratique,  et  c'est  une 
courbe  du  quatrième  ordre  L4  qui  passe  deux  fois  par 
les  points  cycliques  du  plan  tc.  En  ellet,  tout  cercle  de  tz 
coupe  L4  en  4  points  au  lieu  de  8. 

Les  cercles  de  rayon  infini  du  réseau  correspondent 
aux  pians  tangents  à  la  quadrique  M'  menés  par  P  ;  donc 
ils  enveloppent  une  conique  L^/ 

Si  le  réseau  est  hyperbolique,  on  peut  dire  que  les 
points-limites  de  ses  00*  séries  linéaires  sont  sur  uue 
quartiqiie  bicirculaire,  et  les  axes  radicaux  de  ces 
mêmes  séries  enveloppent  une  conique. 

10.  Cas  spéciaux.  —  Un  réseau  quadratique  M  peut 
se  spécialiser,  ou  quand  la  quadrique  M'  se  spécialise 
elle-même,  ou  lorsque  M'  se  trouve  dans  une  position 
particulière  par  rapport  ;i  la  quadrique  Q. 

a.  Si  la  quadrique  M'  se  réduit  à  une  conique  en- 
veloppe de  plans,  on  aura  un  réseau  singulier  qui  se 
compose  de  00*  faisceaux  de  cercles  dont  les  axes  radi- 
caux touchent  une  conique,  et  qui  ont  un  cercle  com- 
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mun  qui  correspond  au  plan  de  la  conique  M'.  Ce  cercle 
peul  s'appeler  cercle  double  du  réseau,  car  toute  série 
linéaire  qui  le  contient  coupe  le  réseau  quadratique  en 
un  seul  cercle. 

La  courbe  Lji  dans  ce  cas  ne  présente  aucune  spécia- 
lité. Il  y  a  pourtant  une  exception  :  si  la  conique  M'  se 
trouve  sur  la  quadrique  Q,  le  réseau  M  se  compose  de 
tous  les  cercles  qui  touchent  un  même  cercle  y,  la 
courbe  L.»  se  réduit  à  ce  cercle  compté  deux  fois,  et  la 
courbe  Lj  est  le  même  cercle  considéré  comme  enveloppe 
de  ses  tangentes. 

Si  la  quadrique  M'  se  réduit  en  un  couple  de  points, 
le  réseau  quadratique  se  réduit  à  deux  réseaux  linéaires 
qui  peuvent  aussi  coïncider;  la  courbe  L4  se  réduit  aux 
deux  cercles  orthogonaux  des  deux  réseaux  linéaires  et 
laconique  L2  se  réduit  à  un  couple  de  points. 

b.  Si  les  quadriques  M',  Q  ne  se  trouvent  pas  en  posi- 
tion générale,  on  peut  distinguer  plusieurs  cas  diSercnts 
(i;o/r  Tari  ici  e  de  M.  Andoyer  dans  les  Nou^^elles  An- 
noies,  avril  1896).  On  pourrait  trouver  ce  qui  arrive 
pour  le  réseau  M  dans  chacun  de  ces  cas.  Nous  donne- 
rons quelques  exemples. 

I**  Si  la  quadrique  M'  touche  le  plan  a,  la  L'^  passera 
par  P  et  la  courbe  L4  devient  une  cubique  circulaire. 
Dans  ce  cas,  la  conique  L^  est  une  parabole,  car  le  plan  a 
est  parallèle  à  iz. 

2"  Si  M'  et  Q  se  touchent  en  deux  points  A,  B,  la 
courbe  L4  se  compose  de  la  droite  qui  unit  les  projections 
de  A,  B  et  d'une  cubique  circulaire. 

3"  Si  M'  et  Q  se  touchent  en  un  seul  point  A  la 
courbe  L4  possède  trois  points  doubles  :  les  points 
cycliques  et  la  projection  de  A, 

4®  Si  M'  et  Q  se  touchent  le  long  d'une  conique  y  la 
courbe  L%  se  réduit  à  un  cercle  compté  deux  fois. 
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il.  Exemples,  —  i"  Les  cercles  conjugués  des 
cercles  d'un  réseau  linéaire  A  forment  un  réseau  qua- 
dratique, qui  correspond  à  la  quadrique  M'  que  ]*on  dé- 
duit du  point* enveloppe  A  avec  la  transformation  qua- 
dratique T  (n"2,  c). 

2^  Les  cercles  qui  ont  un  même  rayon  /*  forment  uu 
réseau  quadratique  elliptique  dont  Téquation  est 

(Mj-H  Wv);*=  it\-¥-  u\  -h  ul  —  iil, 

3®  Les  cercles  tangents  à  un  cercle  fixe  y  forment 
un  réseau  quadratique  singulier  (n"  10,  a);  le  cercle 
double  est  y. 

4°  Les  cercles  qui  déterminent  sur  un  cercle  fixe  des 
cordes  de  longueur  constante. 

5^  Les  cercles  qui  coupent  un  cercle  fixe  y  sous  un 
angle  constant  a(a^  9^**)  forment  un  réseau  hyperbo- 
lique dont  Téqualion  est  (*) 

=  m}  -h  a|  -h  «j  —  Mv  H-  "i*  -+-  f^'i  -+-  wi  —  u\ 

où  les  u^  sont  les  coordonnées  de  y  et  a  l'angle  donné. 
En  simplifiant,  on  trouve 

...  -2  Ui  U\  -^  •>.  Ui  U\  4-  //,  —  W-v  -h  U\  —  W'. 

(a  I     2  cosst  =    -  -— — —  -  —  —  — -   ---  —      - * • 

(  a;  -h  af  -H  «3  —  wv  ) (  m'i'  -h  a',*  -h  i/,  —  IH 

6'*  Les  cercles  qui  sont  coupés  diamétralement  par  un 
cercle  fixe  v,  etc. 

12.  Aux  points  K'  d'une  quadrique-enveloppe  M' cor- 
respondent des  réseaux  linéaires  de  cercles;  les  cercles 
orthogonaux  de  ces  réseaux  forment  un  réseau  quadra- 


(  •  )  On  suppose  «3 4-  «4  —  I  (  D*  1  ). 
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tique  Ml  de  cercles  qui  coirespoad  à  la  quadrique  M', 
polaire  réciproque  de  M'  par  rapport  à  Q.  Les  réseaux  M, 
Mi  peuvent  s' a^peltv  réciproques  ;  s^ils  contiennent  des 
séries  linéaires  réelles,  les  séries  de  M  sont  réciproques 
des  séries  correspondantes  de  M|. 

Les  cercles  qui  sont  coupés  diamétralement  par  un 
cercle  fixe  y  fornieot  un  réseau  quadratique  réciproque 
du  réseau  des  cercles  conjugués  des  cercles  d'un  réseau 
liuéaire  (exemple  ;  i**  et  ti®  du  numéro  précédent). 

13.  Séries  quadratiques  dé  cercles,  —  Les  cercles 
communs  à  un  réseau  quadratique  M  et  h  un  réseau 
liuéaire  A  forment  une  série  quadratique  de  cercles,  qui 
est  représentée  dans  Tespace  par  le  cône  K  tangent  k  la 
quadrique  M',  conduit  par  le  point  A'  correspondant 
au  réseau  A. 

Les  cercles  d'une  série  quadratique  enveloppent  une 
courbe  qui  est  la  projection  de  la  courbe  d'intersection 
du  cône  K  et  de  la  quadratique  Q;  les  centres  sont  sur 
uue  conique  qui  est  la  projection  de  la  courbe  polaire 
réciproque  du  cône  considéré  comme  enveloppe,  par 
rapport  à  Q.  Tous  les  cercles  de  la  série  coupent  ortho- 
gonaiement  un  même  cercle  qui  correspond  au  plan 
polaire  de  A'  par  rapport  à  Q. 

Doue  :  une  série  quadratique  de  cercles  se  compose 
deoo*  cercles  qui  ont  les  centres  sur  une  section  conique 
et  qui  coupent  orthogonalement  un  cercle  fixe.  Ils  en- 
veloppent une  quar tique  bicirculaire. 

Dans  une  série  quadratique  de  cercles,  il  y  en  a  deux 
qui  se  réduisent  à  des  droites;  ils  correspondent  aux 
plans  tangents  au  cône  K  menés  par  P. 

De  même,  il  j  a  dans  la  série  quatre  cercles  de  rajon 
nul  ;  ils  correspondent  aux  quatre  plans  tangents  com* 
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muiis  aux  deux  cônes  donl  le  sommet  est  A'  et  dont  Tun 
touche  M'  et  Tautre  Q. 

On  peut  noter  divers  cas  particuliers,  selon  la  position, 
du  cône  K  par  rapport  à  Q.  Lorsque  le  point  A,  som- 
met du  cône  K,  se  trouve  sur  la  quadriquc  Q  et  une 
génératrice  recliligne  du  cône  passe  par  P,  la  courbe 
d'intersection  de  K  avec  Q  passe  par  P,  et  la  conique 
polaire  réciproque  du  cône -enveloppe  K  par  rapport  à  Q 
touche  le  plan  a.  Par  conséquent,  Tenveloppe  des 
cercles  de  la  série  est  une  cubique  circulaire  et  la  conique 
des  centres  est  une  parabole.  On  déduit  que  :  Les  cercles 
qui  passent  par  un  même  point  et  qui  ont  leurs  centres 
sur  une  parabole  enveloppent  une  cubique  circulaire. 

Un  aulre  cas  particulier  intéressant  est  celui  où  le 
])oint  A  se  trouve  sur  le  plan  a  ;  alors  la  ligne  des  centres 
se  réduit  à  une  droite. 

H,  Faisceau  de  réseaux  quadratiques,  —  Deux  ré- 
seaux quadratiques  I\J  et  M|  ont  en  commun  oo*  cercles 
qui  forment  une  série  biquadratique  de  cercles  qui  cor- 
respond h  la  développable  commune  aux  deux  qna- 
driques  M'  et  M^ .  Ils  enveloppent  une  courbe  circulaire 
du  huitième  ordre  et  leurs  centres  sont  sur  une  quar- 
tique. 

A  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques  M'  correspond 
un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  qui  ont  une  même 
série  biquadratique  comrliune. 

Dans  un  faisceau  tangentiel  de  quadriques  il  y  en  a 
quatre  qui  se  réduisent  à  des  coniques-enveloppes,  donc 
dans  un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  il  y  en  a  quatre 
singuliers.  Les  quatre  cercles  doubles  correspondent  aux 
faces  d'un  tétraèdre  aulopolaire  par  rapport  à  toutes  les 
quadriques  du  faisceau. 

Kn     considérant    le    faisceau     tangentiel    des    deux 
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quadriqucs  Q    et  M',   on   aura  le  théorème   suivant  : 

Une  quartù/ue  hicirculaire  peut  être  considérée  de 
quatre  manières  différentes  comme  l'ensemble  des 
points  d'un  réseau  quadratique  singulier. 

Notes  et  exercices.  —  i**  Etude  de  la  transforma^ 
lion  quadratique  T  (u®  2,  c).  Résoudre  les  questions 
suwantes  en  appliquant  les  propriétés  de  cette  trans- 
formation :  a.  Trouver  la  propriété  caractéristique  des 
réseaux  quadratiques  pour  lesquels  il  existe  un  cercle 
qui  coupe  diamétralement  les  cercles  du  réseau;  b. 
Etant  donné  un  cercle  y,  on  peut  construire  le  réseau 
linéaire  L  des  cercles  qui  sont  coupés  orthogonalement 
par  V,  et  le  réseau  quadratique  M  des  cercles  qui  sont 
coupés  diamétralement  par  y;  tromper  les  relations 
entre  ces  deux  réseaux, 

2"  Démontrer  que  les  deux  systèmes  de  séries 
linéaires  qui  sont  comprises  dans  le  réseau  quadratique 
de  l'exemple  5"  du  n°  11  correspondent  à  des  droites 
tangentes  à  la  quadrique  Q. 

3®  Etudier  le  réseau  quadratique  des  cercles  pour 
lesquf'ls  deux  droites  données  sont  réciproques, 

4*  Soient  Cf.,  p,  y,  8  quatre  cercles;  ol',  p\  y',  o'  les 
cercles  orthogonaux  des  ternes  ^yo,  yoa,  ôa^,  a^y. 
Démontrer  que  les  quatre  faisceaux  de  cercles  olx',  ^p', 
yy',  ùù'  appartiennent,  en  général,  à  un  réseau  qua- 
dratique, 

5®  Etudier  la  série  des  cercles  qui  sont  coupés  dia- 
métralement par  deux  cercles  fixes, 

6**  Les  cercles  qui  passent  par  un  point  et  qui  tou- 
chent un  cercle  y,  touchent  un  autre  cercle  y'. 

7*  Les  séries  linéaires  qui  ont  un  cercle  commun  et 
qui  soal  tangentes  à  un  réseau  quadratique  forment 
un  réseau  qatubatique  singulier  (n"  8). 
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IIL   —  Application  au    problème  d'Apollonius. 

15.  Système  de  deux  cercles,  —  Soient  donnés  deux 
cercles  w^.,  uj;  il  y  a  oo^  cercles  qui  les  coupent  sous  des 
angles  égaux  et  qui  s'appellent  les  cercles  isogonaux  du 
système.  En  appliquant  la  formule  (4)  du  u®  li,  on 
trouve  pour  les  cercles  isogonaux  u/  l'équation 

2  Ml  U\  ■+■  X  Ut  U\  H-  Wa  —  «4-1-  tt'j  —  u\ 


(  aj  H-  w|  -i-  as  —  Mi )(  a',*  -+-  u'{  ■+■  a',  —  u\  ) 

_       2  Ml  W'J -+- 2  M|  Wj -h  Ma —  M4-+-MJ  —  u\ 

( m}  -h  m|  -f-  Ma —  M* )( mI'  -i-  a'i' H-  mJ  —  mJ  )  ' 

Par  conséquent,  ils  forment  deux  réseaux  linéaires  L',  L'. 
Les  plans  correspondants  dans  l'espace  passent  par 
deux  points  dont  les  projections  sur  ic  sont  les  centres  l^ 
l"  des  cercles  orthogonaux  X',  X"  des  deux  réseaux. 
Chaque  droite  qui  passe  par  /'  ou  U'  coupe  les  deux 
cercles  m),  u]  en  quatre  points  qui  déterminent  des  séries 
linéaires  de  cercles  appartenant  aux  réseaux.  On  déduit 
facilement  que  les  points  l\  V  sont  les  centres  de  simi- 
litude des  cercles  u',  vl'  et  que  les  cercles  X',  X"  sont  les 
cercles  radicaux  intérieur  et  extérieur  du  système  a',  u". 
Considérons  les  réseaux  quadratiques  M',  M''  des  cercles 
tangents  à  iJ ^  u" .  Les  quadriques  correspondantes  se 
réduisent  à  des  coniques  de  Q  et,  par  conséquent,  leur 
développable  commune  se  réduit  à  deux  cônes.  Puisque 
les  cercles  tangents  à  vl  et  u"  sont  isogonaux  à  ces  cercles, 
ils  appartiennent  aussi  aux  deux  réseaux  U  et  V^  et,  par 
conséquent,  les  sommets  des  deux  cônes  sont  les  centres 
des  deux  gerbes  de  plans  correspondant  aux  réseaux  L', 
L'^  Donc  les  cercles  tangents  à  deux  cercles  ix',  u^  for- 
ment deux  séries  quadratiques  de  cercles  dont  les 
cercles  orthogonaux  sont  les  cercles  radicaux  du  sys- 
tème u'^  u". 
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16.  Système  de  huit  cercles  éissociés.  —  Trois  équa- 
tions des  degrés  m,  ti,  p  déterminent  un  système  de  m, 
/i,  p  cercles.  Le  cas  où  m=/i  =  p  =  2  est  particu- 
lièrement intéressant.  On  a  alors  un  groupe  de  huit 
cercles  communs  à  trois  réseaux  quadratiques  et  que 
Ton  peut  appeler  système  de  huit  cercles  associés. 
Les  propriétés  de  ce  système  peuvent  se  déduire  des 
propriétés  de  buit  plans  tangents  communs  à  trois  qua- 
driques;  par  conséquent,  sept  cercles  du  système  déter- 
minent le  huitième,  et  l'on  peut  le  construire  en  tradui- 
sant sur  le  plan  les  constructions  que  Ton  connaît  pour 
Tespace. 

Exemple.  —  Des  théorèmes  de  Hesse  on  déduit  que 
deux  quadruples  de  cercles  autopolaires  par  rapport  à 
un  réseau  quadratique  forment  un  système  de  huit 
cercles  associés;  et  réciproquement,  si  deux  quadruples 
de  cercles  forment  un  système  associé,  elles  sont  auto- 
polaires  par  rappoit  à  un  même  réseau  quadratique. 

17.  Si  les  trois  quadriques  se  réduisent  à  trois  co* 
niques  u\  u''^  u!"  considérées  comme  enveloppes  de  plans, 
les  huit  plans  tangents  communs  forment  un  système 
remarquable  auquel  correspond  sur  le  plan  iwle  système 
des  huit  cercles  tangents  aux  trois  cercles  images  des 
coniques  u',  i/',  u'". 

Donc,  on  pourra  obtenir  la  solution  du  problème 
d'Apollonius  par  des  considérations  dans  l'espace. 

18.  Soient  u\y  uj,  u^*  les  cercles  correspondant  aux 
coniques  i/,  u'',  w'";  on  pourra  former  les  trois  couples 
«/ttj,  u]u1^  ^1^'i-  Chacun  de  ces  couples  donne  lieu  à 
deux  centres  de  similitude;  on  a  ainsi  six  points  dont 
nous  voulons  étudier  la  position. 

Les  arêtes  du  trièdre  des  plans  des  coniques  u',  n" ,  li" 
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coupent  la  quadrique  aux  couples  de  points  AA',  BB', 
CC;  les  points  AA'  sont  communs  aux  coniques  i/,  «", 
les  [)oints  BB'  aux  coniques  u^'y  u'",  et  les  points  CC  aux 
coniques  ii"\  u\  Les  sonunets  des  six  cônes  sont 

V,  =  AB  .A'B',        V3=  AG  . A'C,        Vj=  BG  .B'G', 
V,^  AB'.A'B,         ¥*  =  AG'.A'G,         Vc^  BG'.B'G. 

Oji  voit  inimédiatenient  que  ces  points  sont  trois   par 
trois  sur  quatre  droites  intersection  des  couples  de  plans  : 

ABG      A  B'G     A'BC      A  B  G' 
A'B'G'    A'BG'    A  B'G'    A'B'G 

De  là  on  déduit  que  les  six  centres  de  siniilitude 
d'an  système  de  trois  cercles  sont  trois  par  trois  sur 
quatre  droites.  Ces  droites  s'appellent  les  axes  de  simi- 
litude du  système. 

19.  Considérons  un  plan  qui  passe  par  les  trois  points 
V|,  V3,  V5  en  ligne  droite;  le  cercle  correspondant  doit 
couper  isogonalemenl  i/J,  u"  el  u'^,  u^  et  par  conséquent 
coupe  isogonalement  les  trois  cercles  donnés.  On  a  ainsi 
quatre  faisceaux  de  plans  auxquels  correspondent  quatre 
séries  linéaires  de  cercles  isogonaux  à  h^-,  mJ,  wJ. 

Donc  :  les  cercles  isogonaux  à  trois  cercles  donnés 
forment  quatre  séries  linéaires  dont  les  axes  radicaux 
sont  les  quatre  axes  de  similitude, 

20.  Solution  du  problème  d^ Apollonius.  —  Les  huit 
plans  tangents  communs  aux  coniques  u\  u^\  u'"  sont 
les  plans  tangents  communs  aux  six  cônes  dont  les  som- 
mets sont  les  points  Wi(^i=  1,  2,  3,  4»  ^y  ^)-  Donc  ces 
huit  plans  passent  deux  par  deux  par  les  quatre  droites 
que  nous  venons  de  trouver  (n°  18). 

Par  conséquent  les  huit  cercles  tangents  aux  cercles 


.67  ) 
donnés  apparlienneiit  deux  h  deux  aux  quatre  faisceaux 
des  cercles  isogonaux  (it^  19). 

De  là  ou  déduit  une  construction  du  problème 
d'Apollonius  différente  de  celle  de  Gergonne. 

Nous  n'insistons  pas  sur  cette  construction  qui  se 
trouve  exposée  dans  un  intéressant  Mémoire  de 
M.  Fouclié  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales {^),  Dans 
le  même  Volume  de  ce  Journal,  on  trouvera  un  Mé- 
moire de  M.  Lemoine  qui  contient  l'analyse  comparée 
des  solutions  de  Viète,  Gergonne,  Fouclié  et  Mannlieim, 
en  appliquant  les  principes  de  la  Géométrographie. 

XoTEs  ET  EXEKCicEs.  —  \^  Il  y  a  hult  cercles  isogo- 
naux à  quatre  cercles  donnés  ol,  jî,  Yi  ^-  ^^  ^'j  ?'?  ï'»  2' 
sont  les  cercles  orthogonaux  des  systèmes  ^yS,  ySa,  oaj3, 
a^v,  ces  cercles  et  les  huit  cercles  isogonaux  forment 
une  configuration  harmonique  de  cercles  (exemple  3** 
du  paragraphe  /). 

2^  A  un  tétraèdre  autopolaire  par  rapport  à  la 
(juadrique  Q  correspond  une  quadruple  de  cercles 
orthogonaux  deux  à  deux.  Ces  cercles  peui^ent  se  con- 
sidérer comme  les  cercles  conjugués  des  quatre  triangles 
que  Von  peut  former  av^ec  un  quadrilatère  orthogonal. 
Propriétés  de  ce  système. 

3®  Si  Von  a  deux  quadrilatères  orthogonaux  les 
deux  quadruples  de  cercles  correspondantes  forment 
un  groupe  de  huit  cercles  associés. 

4"  Les  cercles  doubles  des  quatre  réseaux  singuliers 
d'un  faisceau  de  réseaux  quadratiques  sont  orthogo- 
naux deux  à  deux. 


(')  Sur  les  cercles  qui  touchent  trois  cercles  donnés  ou  qui  les 
coupent  sous  un  angle  donné  {\ouvelles  Annales,  iHiyi). 


(  «68) 

5^  Construire  un  cercle  isogonal  à  trois  cefvies 
donnés  et  qui  passe  par  un  point, 

6°  Etude  de  la  série  des  cercles  qui  coupent  deux 
cercles  fixes  sous  des  angles  constants, 

7°  Déduire  la  construction  du  problème  de  Steiner  : 
construire  les  cercles  qui  coupent  trois  cercles  donnés 
sous  des  angles  donnés. 

Notice  historique. 

Les  recherches  de  Poncelet  {Traité  des  propriétés 
projectiles  des  figures)  et  de  Steiner  [^Einige  geome- 
triscke  Beobachtungen  {Journal  de  Crelle,  vol.  1)] 
élablissent  les  propriétés  principales  du  système  de 
deux  et  de  trois  cercles.  Dans  le  Mémoire  de  Steiner  se 
trouve,  en  outre,  la  solution  de  plusieurs  problèmes  » 
parmi  lesquels  le  problème  à' Apollonius  et  celui  de 
Malfatti.  Pour  le  problème  d'Apollonius,  on  connais- 
sait déjà  la  solution  de  Gergonne. 

La  représentation  d'une  quadrîque  sur  le  plan  a  été 
découverte  par  Charles.  Elle  permet  de  déduire,  des 
propriétés  de  la  quadriquc,  les  propriétés  d'un  système 
de  coniques  du  plan  qui  passent  par  deux  points,  et  wce 
versa. 

Lorsque  ces  deux  points  sont  les  points  cycliques, 
on  aura  les  cercles  du  plan.  Un  cas  particulier  est  la  re- 
présentation stéréographiquedela  sphère.  L'application 
de  cette  représentation  à  Télude  des  cercles  du  plan  se 
trouve  dans  un  intéressant  Mémoire  de  Thomœ  [Dos 
ebene  Kreissjstenie  und  seine  Abbildurig  auf  den 
Raum  {Zeitschr.  fur  Math,,  vol.  XXIX,  i884)].  Dans 
ce  Mémoire  se  trouve  pour  la  première  fois  l'étude  des 
réseaux  quadratiques  de  cercles. 

Les  propriétés  des  réseaux  quadratiques  de  cercles 
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peuvent  servir  pour  l'étude  des  cubiques  et  des  quar- 
tiques  circulaires  :  Voir  le  Mëoioire  de  G.  Loria  (/fe- 
marques  sur  la  géométrie  analytique  des  cercles  du 
plan  et  sur  son  application  à  la  théorie  des  courbes  bi- 
circulaires  du  quatrième  ordre)  (  Quarterly  Journal^ 
vol.  XXII,  1887)]. 

Parmi  les  autres  Mémoires  qui  iraitentdu  cercle  dans 
le  plan,  je  noterai  le  Mémoire  de  Fouché  déjà  cité,  un 
Mémoire  de  Hosfeld  (  Ueber  die  mit  der  Lôsung  einer 
Steiner^ schen  Aufgabe  zmammenhatigende  Cfz  [la^ 
163],  Zeit.  fur  Math,,  vol.  XXIX)  qui  traite  de  la 
configuration  harmonique  de  cercles,  et  le  Mémoire  de 
Ciamberlint  (Sulla  rappresentazione  dei  punti  di  un 
piano  con  i  punti  d'un  paraboloide  ellittico)on  se  trouve 
exposée  une  pariiculîère  représentation  des  cercles  du 
plan. 

On  peut  aussi  ajouter  les  Mémoires  de  Millier  et  de 
Mehmke  qui  ont  appliqué  les  principes  de  Grassman 
(voir  :  Monatshefte  fiir  Maih.j  vol.  III,  et  Zeitsch, 
fur  Math.,  vol.  XXV). 

[M«3] 

REMARQUES  SUR  QUELQUES  THÉORÈMES  GENERAUX 
DE  GÉOMÉTRIE  MÉTRIQUE; 

Par    m.    Charles    MICHEL, 
Agrégé  de  T Université. 


1.  Je  me  propose  de  montrer  quels  rapprocliemenls 
peuvent  être  établis  entre  plusieurs  théorèmes  géné- 
rauX;  de  nature  différente,  énoncés  parChasIes,  Liouville 
et  Laguerre,  complétés  et  généralisés  par  M.  Georges 
Humbert,  dans  un  important  Mémoire  sur  les  applîca- 
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lions  géomélric|ues   du   théorème  d*Abel  (^Journal  de 
Mathématiques^  1887). 

Soient,  sur  une  droite  fixe,  trois  points  fixes  A,  B,  C 
et  un  système  de  n  points  P,,  P2,  . .  • ,  P/i,  variant  avec 
la  eondition  que  le  produit  des  n  rapports  anharmo- 
iiicjues  (Pi'CAB)  soit  constant.  Si  nous  désignons  par 
a^  6,  c  les  paramètres  des  points  A,  B,  C  sur  la  droite 
donnée  et  par  ti  le  paramètre  du  point  P/,  le  rapport 
anliarnionique  (P/CAB)  est  égal  k 


li  —  b  '  c  —  b 
et  Ton  voit  que  la  condition  donnée  revient  à  celle-cî  : 

1  —  1 

U  étant  une  quantité  constante. 

Que  devient  celte  condition,  si  l'on  suppose  que  le 
point  B  tende  h  se  confondre  avec  le  point  A?  Pour  le 
voir,  posons  b  =  a-^  h,  La  relation  précédenïe  s'écrit 
alors  . 


n(-,7^.)"". 


OU,   si  Ton  développe   le  premier  membre  suivant  les 
puissances  successives  de  /i, 


l-l 


ou  encore 


i~n 


^dti-^h'"       h 


/-- 1 


Faisons  tendre  h  vers  o  et  passons  à  la  limite.  Si  L 
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désigne  ]a  valeur  de  — ^— »  la  relation  devient 

i  =  n 

1=1 

Cl  elle  exprime  que  le  pôle  liartnouicjue  du  syslèiue'dcs 
n  points  variables  par  rapport  au  point  A  est  un  point 
fixe. 

La  dégénérescence  de  la  première  condition  géomé- 
trique en  la  seconde  était  connue  de  Poncelet,  qui  s*en 
rst  servi,  dans  sou  Analyse  des  Transi^ersales,  pour 
déduire  du  théorème  de  Carnot,  sur  les  transversales,  le 
ihéorème  de  Côtes,  sur  la  polaire  harmonique  d'un 
l>oiut  par  rapport  à  une  courbe  algébriqtie.  C'est  dans 
le  même  ordre  d'idées  que  nous  allons  déduire  d'une 
série  de  théorèmes  énoncée  par  Laguerre  et  complétée 
par  M.  Humbert  une  autre  série  énoncée  par  Lion  ville 
cl  complétée  aussi  par  M.  Humbert^  dans  le  Mémoire 
déjà  cité. 

2.  Laguerre  a  énoncé  le  théorème  suivant  : 

(i)  L'orientation  du  système  des  tangentes  com- 
munes à  deux  courbes  algébriques  ne  varie  pas  quand 
on  remplace  l'une  des  dttux  par  une  courbe  qui  lui  est 
homofocale  {Bulletin    de  la    Société  phiiomathique, 

1870). 

De  ce  théorème  on  déduit  le  cas  particulier  suivant, 
énoncé  aussi  par  Laguerre  : 

(2)  L'orientation  du  système  des  tangentes  menées 
d'un  point  à  une  courbe  algébrique  est.  égale  à  l' orien- 
tation du  système  des  droites  qui  joignent  ce  point  aux 
foyers  réels  de  la  courbe  (  Comptes  rendus  des  séances 
de  l* académie  des  Sciences,  i8(>5). 
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D'autre  part,  on  doit  à  M.  Humbert  un  théorème  sur 
les  faisceaux  tangcnliels  de  courbes  algébriques  : 

(3)  Les  orientations  des  systèmes  des  tangentes 
menées  à  deux  courbes  de  classe  n  par  un  foyer  d'une 
courbe  du  faisceau  tangentiel  qui  contient  ces  deux 
courbes  sont  égales  {Journal  de  Mathématiques^  1887: 
American  Journal  of  Matliematics,  1888). 

Voici  un  quatrième  énoncé,  qui  n'est  d'ailleurs 
qu'une  combinaison  des  précédents  : 

(4)  U orientation  du  système  des  tangentes  com- 
munes à  une  courbe  fixe  et  à  une  courbe  variable 
d'un  faisceau  tangentiel  reste  constante  y  si  chaque 
foyer  réel  de  la  courbe  fixe  est  foyer  dune  courbe  du 
faisceau  tangentiel. 

En  effet,  soient  F|,  Fj.  . . . ,  Fa  les  foyers  réels  de  la 
courbe  fixe  (F).  D'après  le  théorème  de  Laguerre, 
l'orientation  du  système  des  tangentes  communes  à  la 
courbe  (F)  et  à  une  courbe  (C)  du  faisceau  tangentiel 
est  égale  à  l'orientation  du  système  des  tangentes  me- 
nées des  points  F|,  F2,  • .  •,  F^  à  la  courbe  (C).  Mais, 
puisque  chacun  de  ces  points  est  foyer  d'une  courbe  du 
faisceau  tangentiel,  d'après  le  théorème  de  M.  Humbert, 
l'orientation  du  système  des  tangentes  menées  de  l'un 
d'eux  à  la  courbe  (C)  reste  la  même  quand  la  courbe  (C) 
varie  dans  le  faisceau.  L'orientation  du  système  des  tan- 
gentes menées  de  tous  les  points  F  à  la  courbe  est  donc 
elle-même  constante,  et  le  théorème  est  établi. 

Eu  particulier,  on  peut  supposer  que  les  foyers  réels 
de  la  courbe  fixe  sont  foyers  d'une  même  courbe  du  fais- 
ceau tangentiel,  et  on  n  alors  le  théorème  suivant,  du  à 
M.  Humbert  : 

(5)  Les  deux  systèmes  de  tangentes  respectiv^ement 
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communes  à  deux  courbes  algébriques  de  même  classe 
et  à  une  courbe  algébrique  quelconque  ont  même  orien- 
tation^ si,  parmi  les  courbes  du  faisceau  tangentiel 
déterminé  par  les  deux  premières,  il  en  est  une  qui 
admette  pour  foyers  tous  les  foyers  de  la  dernière 
{Journal  de  Mathématiques ^  1887), 

Le  théorème  (4)  comprend  les  thëorèmes  (i),  (2), 
(3)  et  (5)  comme  cas  particuliers.  En  effet,  le  théo- 
rème (5)  est  un  cas  particulier  du  théorème  (4);  mais, 
si,  dans  le  théorème  (5),  on  prend  comme  faisceau  tan- 
gentiel un  faisceau  qui  contient  deux  courhes  liomofo- 
cales,  toutes  les  courbes  du  faisceau  sout  homofocales. 
L'une  d'elles  se  décompose  en  une  courbe  de  classe 
n  —  a,  et  en  deux  points  qui  sont  les  points  cycliques 
du  plan.  Un  point  quelconque  du  plan  peut  être  consi- 
déré comme  un  fojer  de  ce  système  de  deux  points 
(HuMBERT,  American  Journal^  i888))  et  ainsi  les  foyers 
d'une  courbe  quelconque  peuvent  être  considérés  comme 
des  foyers  d'une  courbe  du  faisceau.  On  obtient  alors  le 
ihéorème  de  Laguerre,  dont  le  théorème  (2)  est  un  cas 
particulier.  Enfin,  il  est  clair  que  le  théorème  (3)  est 
une  forme  particulière  du  théorème  (4). 

3.  Nous  avons  ainsi  une  série  de  théorèmes  dans  les- 
quels un  système  de  droites  varie  eu  conservant  une 
orientation  constante.  Soient  P^  P29  • . . ,  P/<  les  points 
où  les  n  droites  de  ce  système  variable  rencontrent  la 
droite  de  l'infini,  A  et  B  les  points  cycliques,  et  C  le 
point  à  l'infini  de  la  droite  fixe,  quelconque  d'ailleurs, 
qui  sert  d'origine  des  angles.  D'après  la  formule  de 
Laguerre,  qui  permet  d'exprimer  l'angle  de  deux  droites 
par  le  rapport  anharmonique  de  ces  deux  droites  avec 
les  droites  isotropes  de  leur  point  de  rencontre,  on  voit 


(•74) 

que  le  produit  des  n  rapports  aiiliarmoiiiqucs  (P/CAB) 
a  une  valeur  constante. 

Sous  celle  forme  projeetivc,  ou  peut  supposer  que  les 
l^oiuls  A  et  B  sont,  non  plus  les  poiuts  cjcliques,  mais 
deux  poiuls  quelcouques  du  plan.  Supposons  alors  que 
le  point  B,  jusqu'à  présent  dislinct  du  point  A,  vienne 
se  confondre  avec  le  point  A  sur  la  droite  c|uî  les 
joint.  D'après  le  principe  que  j'aî  établi  au  début,  on 
voit  que  le  système  des  points  variables  P|,  P2,  . .  • ,  F/, 
varie  de  façon  que  son  pôle  harmonique  par  rapport  au 
point  A  soit  un  point  fixe.  Mais,  les  deux  points  A  et  B 
étant  confondus,  la  droile  qui  les  joint  devient  une 
droite  arbitraire  passant  par  le  point  A.  On  voit  ainsi 
c|ue  le  système  des  droites  variables  devient  un  système 
de  droites  variant  de  façon  que  sa  polaire  harmonique 
par  rap|)ort  au  point  A  soit  une  droile  fixe. 

Dans  celle  dégénérescence,  les  tangentes  communes  h 
deux  courbes  resien t  les  tangentes  communes  à  deux 
courbes  ;  mais  les  n  foyers  réels  d'une  courbe  de  classe  n 
doivent  être  remplacés  par  les  points  de  contact  des  n 
tangenles  menées  du  point  A  à  la  courbe.  Transfor- 
mons maintenant  par  polaires  réciproques  de  façon  que 
le  point  A  devienne  la  droile  de  Tinfini.  Les  points  de 
contact  des  tangenles  menées  à  une  courbe  du  point  A 
se  changent  en  les  asymptotes  de  la  courbe  transformée. 
Si  nous  remarquons  que  le  pôle  harmonique  d'un 
système  de  points  par  rapport  à  la  droite  de  TinOni 
n'est  autre  que  le  centre  des  moyennes  distances  de  ces 
points,  nous  voyons  apparaître,  caiume  di^énéreseence 
d'un  théorème  où  un  syslème  de  droites  variabFes  a  une 
orienialion  constante,  un  antre  théorème  où  un  syslème 
de  points  variables  a  un  centre  des  moyennes  distances 
fixe. 

Les  cinq  ihéorèmcs  que  nous  avons    énoncés  nous 
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(lounonl  ainsi  cinc|  autres  théorèmes  que  l^on  n'a  pas 
encore  pensé  à  rapprocher  des  premiers. 

(i')  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
de  rencontre  de  deux  courbes  algébtiques  ne  "varie 
pas  quand  on  remplace  l'une  des  deux  par  une  autre 
f/ui  a  les  mêmes  asymptotes.  (Liouville,  Journal  de 
Mathématiques,  1 84 1 .) 

(2')  Le  centre  des  moyennes  dislances  des  points 
de  rencontre  d^ une  droite  et  d'une  courbe  algébrique 
coïncide  avec  le  centre  des  moyennes  distances  des 
points  de  rencontre  de  cette  droite  a\fec  les  asymptotes 
de  la  courbe, 

(3')  Les  centres  des  moyennes  distances  des  deux 
systèmes  de  points  de  rencontre  de  deux  courbes  algé- 
briques par  une  asymptote  d'une  courbe  du  faisceau 
ponctuel  qui  contient  les  deux  courbes  coïncident. 
(IIuMBERT,  Journal  de  Mathématiques,  1887.) 

(4')  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  fixe  et  à  une  courbe  variable 
d\in  faisceau  ponctuel  reste  fixe,  si  chaque  asymptote 
de  la  courbe  est  asymptote  à  une  courbe  de  faisceau. 
(HuMBERT,  Journal  de  Mathématiques,  1887.) 

(5')  Le  centre  des  moyennes  distances  des  points 
communs  à  une  courbe  fixe  et  à  une  courbe  variable 
d'un  faisceau  ponctuel  reste  fixe,  si,  parmi  les  courbes 
du  faisceau,  il  en  est  une  qui  admette  pour  asymptotes 
toutes  les  asymptotes  de  la  première  courbe.  (Hum- 
BERT,  loc.  cit.) 

Le  théorème  (4')  peut  se  déduire  des  théorèmes  (1') 
t'I  (3'),  comme  le  théorème  (4)  peut  se  déduire  des 
iliéorèmes*  (1)  et  (3).  On  peut  aussi  regarder  les 
ihéorèuies  (1'),  (2'),  (3')  et  (5'),  comme  des  cas  parli- 
i^uliersdu  théorème  {/\'). 
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4.  Je  signalerai,  pour  terminer,  une  correspondance 
analogue  entre  le  théorème  (a),  que  nous  avons  énoncé, 
et  le  théorème  suivant,  dû  à  Chasies  : 

Le  centre  des  moyennes  distances  des  points  de  con- 
tact des  tangentes  parallèles  à  une  même  direction, 
menées  à  une  courbe  algébrique,  reste  fixe  quand 
cette  direction  varie. 

J'ai  rappelé,  en  effet,  sans  y  insister,  que  Poncelet 
avait  déduit  le  théorème  de  Côtes  sur  la  polaire  harmo- 
nique d^un  point  par  rapport  à  une  courbe  algébrique 
comme  une  forme  dégénérée  du  théorème  de  Carnot, 
sur  les  transversales,  dans  le  cas  où  le  polygone  trans- 
versal se  réduit  à  un  triangle.  Or,  si  Ton  transforme 
par  polaires  réciproques  le  théorème  de  Côtes,  de  façon 
que  le  point  se  change  en  la  droite  de  l'infini,  on  ob- 
tient justement  l'énoncé  du  théorème  de  Chastes^  et  si 
l'on  transforme  le  théorème  de  Carnot  par  polaires  ré- 
ciproques, de  façon  que  deux  des  côtés  du  triangle 
transversal  deviennent  les  points  cycliques  du  plan,  on 
obtient  Ténoncé  du  théorème  (2)  de  Laguerre.  Le 
théorème  de  Chasies  est  donc  une  forme  dégénérée  du 
théorème  de  Laguerre,  comme  le  théorème  (2')  est  une 
dégénérescence  du  théorème  corrélatif  du  théorème  de 
Laguerre. 


[Q4b] 


CARRÉS  MAGIQUES  SUPÉRIEURS; 

Par  m.  Gaston  TARRY. 


Dans  les  cases  d\in  échiquier  dont  la  base  n  est  un 
nombre   impair   composé,  on    peut  toujours    répartir 
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les  n^  premiers  nombres  de  telle  sorte  que  la  somme 
des  n  nombres  compris  dans  chaque  rangée  horizon- 
tale et  dans  chaque  colonne  verticale  soit  constante,  et 
qu'il  en  soit  de  même  de  la  somme  de  leurs  carrés. 

De  plus,  ces  carrés  peuvent  être  divisés  en  n  rec- 
tangles égaux  tels  que  les  n  nombres  de  chacun  d'eux 
donnent  les  mêmes  constantes  au  premier  et  au  second 
degré. 

Je  me  contente  ici  de  donner  un  exemple,  où  n  =  i5  : 


13  V8  91  1*6  192 
21  61  113  1S9  205 
3S     89    laS   169  212 


fOi  1^7  193  3  ^6 
1U  160  201  22  66 
12*    167  21S  ^     90 


183  1  S6  102  l<»8 
202  23  69  n  S  M£ 
22*   «►$    79   122   170 


20  7%  120  I»  197 
V3  78  121  ne  222 
6     S2    98   1^  190 


109  152  200  29  7S 
131  177  223  33  76 
99  •'►b  186    7     53 


2Û9  30  6W  107  155 
213  31  86  132  178 
187    8    S*    100  W1 


57    103  138  181     n    62    110  1»  210    19 


36  82  128  17«»  220 
S  59  105  139  182 
28    63    106  161  207 


129  175  216  37  63 
9*  137  185  K  60 
116   162  206    18    61 


217  38  8*  130  171 
m  15  *9  92  1M 
198    16    71    117  163 


70    111    19  208   IK 
77    125   179  225    3» 


136  191  12  58  93 
IS8  20%  25  66  112 
180  21<r    32    80   13V 


87    133  168  211    M 
5b   196  1%2  188    0 


165  199    17    66    119 

166  221    %2    88    m 
}%3  189    10    51     97 


6&  126  172  218  39 
•»7  95  U»9  195  % 
72    118   1S3  196    26 


173  219   '»0    81    127 

150  18*     2     50  10*- 

151  206   27    73   lOs' 


[Pla] 


NOTE  RBGTIFIGATIVI; 

Far  m.  p.  LEFEBVRE. 


Dans  une  Note  insérée  au  numéro  de  novembre  des 
Nouvelles  Annales  (p.  628;  1899),  j'ai  indiqué  l'exis- 
leBce  d'une  division  de  n  points  sur  une  droite  généra- 
lisant la  division  harmonique.  M|,  M2,  M3,  ...,  My^, 
Ann.  de  Afathémat.,  3«  série,  t.  XIX.  (Ayril  1900.)  12 


(  -7»  ) 
Mk+i,  "  ",  M«  étant  ces  n  points,  il  existe  entre  deux  de 
ces  points,  Ma,  Ma+j,  et  deux  points  fixes  imaginaires  de 
la  droite,  E,  F,  la  relation 

Ma-kiFMaF""     ' 
K  étant  une  racine  /i'*">*  primitive  de  l'unité. 

La  division  harmonique  correspondrait  au  cas  où 
«  =  I ,  K  =  db  /. 

Une  inadvertance  m'a  fait  dire  que  «  quatre  des 
n  points  ont  pour  rapport  anharnionique  une  racine 
^ième  jg  l'unité,  dans  les  mêmes  conditions  où  les  quatre 
points  d'une  division  harmonique  ont  pour  rapport 
anharmouique  —  i  ».  Il  est  clair  que  le  rapport  anhar- 
monique  de  4  àes  n  points  est  toujours  réel. 

Le  rapport  anharmouique  de  4  des/t  points  peut  tou~ 
jours  être  mis  sous  la  forme 

sïn  -  ( a  -h  b)  s'in  -  (b  -¥-  c) 

„    _         ^  '        n^ [ 

"«= ~ » 

sin  -  a  sin  -  c 
n  n 

a,  6,  c  étant  trois  nomhres  entiers  positifs  ou  négatifs 
plus  petits  que  n  en  valeur  absolue,  et  tels  qu'aucun  des 
nombres  a-|-i,  6-Hceta-|-i-+-cne  soit  égal  à  n. 

Inversement  toute  expression  de  cette  forme  peut  être 
regardée  comme  rapport  anharmonique  de  4  des  n  points. 

C'est  le  cas  pour  2cos—  et  4cos^  —  quel  que  soît  le 

nombre  entier/;.  Toutefois,  Texpression  ne  devra,  bien 
entendu,  être  ni  nulle,  ni  infinie,  ni  égale  à  i. 

Hn  n'admet  jamais  la  valeur  —  i  si  /z  iuipair,  l'admet 
toujours  si  n  pair.  A  cette  valeur  correspondent  des 
groupes  de  4  des  n  points  formant  division  harmonique. 

Si  //  n'est  pas  premier,  Hn  admet  évidemment  toutes 
les  valeurs  admises  par  les  expressions  H^,  Hp,  Hy,  ..  . 


(  '79  ) 
correspondant  à  ses  facteurs  a,  p,  y,  . . .  autres  que  2  et  3. 
II  y  aurait  donc  lieu  de  distinguer  ce  que  Ton  pourrait 
appeler  Jes  valeurs  primitives  de  H,|. 

Si  n  est  premier,  le  nombre  de  valeurs  distinctes 
admises  par  H^  est  égal  au  sextuple  du  nombre  pyra- 
midal de  côté  ^^^^;  c'est  donc  (^  -  3)(/i«-i)^  gj,^^ 

correspondent  6  par  6  aux  divers  groupes  que  l'on  peut 
former  avec  4  àids  n  points  (4  points  donneront  6  rap- 
ports anharmouiques). 
Pour  71  =5,  on  trouve  un  groupe  de  valeurs;  ce  sont 

±f±v/5     3±/5 
,  • 

2  2 

Pour  71  =  6,   trois  groupes  de  valeurs  :   — 1,  2,  -; 
1^13    2  ..  I  I    4    3 

""*'  -  :i'  ^^  3'  2'  3'  ""  ^'  ""  3'  ^'  4'  3'  r 
Pour  /i  =  7,  quatre  groupes  de  valeurs;  il  suffira  d'en 

citer  une  de  chacun  de  ces  groupes  2  cos -;;;->  2  cos — ^, 

2  cos  —  et  a  cos  -•  (Le  dernier  groupe  contient  à  la  fois 

7  7     \ 

2  cos-9  2  COS  — j  2  COS — -  et  leurs  inverses  ;  Téquation  du 

...»          1        .        .    1                       (2A:h-  i)7t        ,         p 
troisieuie  degré  qui  donne  2  cos —  se  transfor- 
mant en  elle-même  en  remplaçant  x  par    __     •  j 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES  (CONCOURS 
DE  1899).  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMA- 
TIQUES ÉLÉMENTAIRES; 

Par  m.  a.  VACQUANT, 

Professeur   au    lycée   de   Nancy. 


1**  On  considère  les  coniques  ayant  une  direction 
fixe  D  et  passant  par  deux  points  fixes  A  et  B.  Deux 


(  »8o  ) 
de  ces  coniques  passent  par  un  point  donné  M  et  se 
coupent  en  un  noui/eau  point  M' ifui  est  dit  associé  au 
point  M. 

On  demande  d^ étudier  cette  association  et  plus  par- 
ticulièrement : 

a.  De  déterminer  les  points  M  tels  que  les  points  M' 
associés  soient  indéterminés; 

b.  De  troui^er  le  lieu  des  points  M  tels  que  chacun 
d'eux  soit  confondu  ai^ec  son  associé. 

2°  Montrer  que  si  le  point  M  décrit  une  droite 
quelconque  A,  le  point  associé  M'  décrit  en  général  une 
hyperbole  T  dont  on  cherchera  les  asymptotes.  Indi- 
quer les  régions  de  la  droite  A  qui  correspondent  aux 
deux  branches  de  V hyperbole, 

3°  On  suppose  que  la  droite  A  est  placée  de  telle 
sorte  que  la  conique  T  devienne  une  parabole  et  Von 
propose  de  trousser  le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole 
lorsque  la  droite  A  se  déplace  en  satisfaisant  à  cette 
condition, 

4**  On  suppose  que  la  droite  A  se  déplace  de  telle 
sorte  que  les  hyperboles  F  correspondantes  aient  une 
asymptote  commune.  On  demande,  dans  ces  conditions, 
de  déterminer  la  courbe  enveloppe  des  axes  de  symétrie 
de  la  conique  F. 

I.  Considérons  les  coniques  S  ayant  une  directrice 
fixe  D  et  passant  par  deux  points  fixes  A  et  B;  soient  C 
le  point  de  rencontre  de  D  et  AB,  C  le  conjugué  har- 
monique de  G  par  rapport  à  A  et  B.  Si  F  est  le  foyer 
d'une  conique  S,  on  sait  que  la  bissectrice  de  l'angle 
AF^B  et  celle  de  son  supplément  sont  FC  et  FG  ou  FC 
et  FC'  ;  l'angle  GFC étant  droit,  on  voit  que  F  se  trouve, 
dans  les  deux  cas,  sur  le  cercle  de  diamètre  CC  De 
même,  si  A  M  rencontre  D  au  point  E  et  si  E'  est  le  con- 
jugué harmonique  de  E  par  rapport  à  A  et  M,  le  foyer 


(  i8.  ) 
d'une  conique  S  passant  par  A  et  M  se  trouve  sur  le 
cercle  de  diamètre  EE'.  Ces  cercles  CC,  EE'  se  coupent 
en  deux  points  F,  F|  réels  ou  imaginaires ^  Donc  il  existe 
deux  coniques  ayant  D  pour  directrice,  pour  foyer  cor- 
respondant F  ou  Fi   et  passant  par  A,   B,  M.   Ces  co- 

Fig.  I. 


niques,  que  je  supposerai  d^abord  distinctes,  se  coupent 
en  un  quatrième  point  M'  ;les  axes  de  ces  coniques  sont 
Tun  parallèle,  Pautre  perpendiculaire  à  D  et  par  suite 
sont  respectivement  parallèles;  il  en  résulte,  d'après  une 
propriété  bien  connue,  que  les  quatre  points  A,  B,  M, 
M'  sont  sur  un  cercle  et  que  MM'  est  parallèle  à  la  droite 
D|  symétrique  de  AB  par  rapport  à  D. 

On  peut  donc  trouver  le  point  M'  de  la  façon  sui- 
vante : 

Par  les  trois  points  A,  6,  M,  on  fait  passer  un  cercle; 
par  le  point  M,  on  mène  une  droite  parallèle  à  D,  ren- 
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coulrant  le  cercle  ABM  au  point  M'  qui  sera  dit  associé 
au  point  M. 

On  peut  encore  dire  :  Soient  AM'  parallèle  à  la  symé- 
trique de  BM  par  rapporta  Det  BM'  parallèle  à  la  symé- 
trique de  AM  par  rapport  à  D,  les  droites  AM'  et  BM' 
ainsi  obtenues  se  coupent  en  M'. 

Inversement,  Fassocié  de  M'  est  M.  On  voit  que  la 
directrice  D  ne  sert  qu'à  fixer  la  direction  D, . 

L'association  ainsi  définie  des  points  M  et  M'  suppose 
que  les  deux  coniques  S  et  S|  qui  passent  en  M  sont  dis- 
tinctes. Si  elles  sont  confondues,  le  point  M',  associé 
à  M,  est  indéterminé,  et  le  poinl  M  décrit  une  courbe 
de  quatrième  ordre  qui  se  décompose  en  une  cubique  et 
la  droite  AB.  Pour  le  voir,  nous  allons  déterminer  les 
points  M  situés  sur  une  droite  AE  passant  par  A  et  ren- 
contrant D  en  E.  Pour  un  point  M  cherclié,  le  cercle  de 
diamètre  EE'  est  tangent  en  F  au  cercle  CC  \  or  le  cercle 
EE'  est  tangent  en  E  à  la  perpendiculaire  ET  à  AE,  au- 
trement dit  passe  par  deux  points  de  cette  perpendicu- 
laire confondus  avec  le  point  E-,  or  on  sait  qu'il  y  a 
deux  cercles  passant  par  deux  points  et  tangents  à  un 
cercle;  donc  sur  une  droite  quelconque  AE  il  y  a  deux 
points  M,  M|  que  nous  pouvons  construire  et  autre? 
que  A.  Je  dis  maintenant  qu'il  y  a  deux  positions  par- 
ticulières de  la  droite  mobile  AE  pour  lesquelles  un  des 
deux  points  M,  M,  vient  se  confondre  avec  le  point  A. 
Le  point  M,  ou  M,  ne  peut  venir  en  A  que  si  E'  y  vient 
aussi  \  le  cercle  de  diamètre  EE'  devient  le  cercle  de  dia- 
mètre EA  passant  par  la  projection  A'  de  A  sur  D5  il  y 
a  donc  autant  de  droites  cherchées  AE  qu^il  y  a  de 
cercles  passant  en  A,  A'  et  tangents  au  cercle  fixe  CC, 
c'est-à-dire  deux^  l'un  de  ces  cercles  est  évidemment 
AA'C  tangent  en  C  au  cercle  CC;  l'autre,  qu'on  déduit 
immédiatement    du     précédent,    rencontre    D    en    un 
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deuxième  point  H.  Oa  voit  donc,  en  faisant  varier  la 
droite  AE,  que  le  lieu  des  points  M  pour  lesquels  les 
coniques  S  et  S|  sont  confondues  est  une  ligue  du  qua- 
trième ordre,  admettant  un  point  double  en  A,  les  tan- 
gentes en  ce  point  double  étant  AC  et  AH.  On  voit  de 
même  que  la  courbe  admet  un  point  double  en  B,  Tune 
des  tangentes  en  ce  point  étant  BC-,  la  tangente  double  AB 
rencontrant  la  courbe  en  six  points  appartient  au  lieu, 
ce  qu'on  vériGe  d'ailleurs  immédiatement,  car  si  M  est 
un  point  quelconque  de  AB,  C|  le  conjugué  harmonique 
de  C  par  rapport  à  AM,  le  cercle  de  diamètre  CGj  est 
langent  en  C  au  cercle  fixe  CG'*,  le  foyer  de  la  conique 
double  correspondante  est  G  et  cette  conique  se  décom- 
pose en  la  droite  AB  et  sa  symétrique  par  rapport  à  D. 
Le  reste  du  lieu  est  une  cubique  passant  en  A  et  B,  les 
tangentes  en  ces  points  étant  AH  et  BK.  qu'on  trouve 
comme  AH. 

Revenons  maintenant  au  cas  général  où  les  deux  co- 
niques S,  Sf  sont  distinctes  et  cherchons  : 

a.  Les  points  M  tels  que  les  points  M'  associés  soient 
indéterminés.  Un  point  M  étant  choisi,  les  droites  AM' 
et  BiVl'  sont  déterminées  en  môme  temps  que  les  droites 
BM  et  AM.  Une  de  ces  dernières  ne  peut  devenir  indé- 
terminée que  si  M  est  en  A  ou  B  :  si  IM  est  en  A,  AM 
est  parallèle  à  D«  et  BM'  est  indéterminée;  si  M  est  en  B, 
BM'esl  parallèle  à  D,  et  AM'  est  indéterminée-,  il  y  a 
donc  deux  points  M,  savoir  A  et  B,  donnant  lieu  à  uue 
ioflnité  de  points  M'  situés  sur  les  parallèles  menées  par 
A  et  B  à  D< . 

b.  Cherchons  maintenant  le  lieu  des  points  M  tels 
que  chacun  d'eux  soit  confondu  avec  son  associé  M'; 
comme  AM'  devient  AM,  les  droites  AM  et  BM  sont 
symétriques  par  rapport  à  D  et,  inversement,  s'il  en  est: 
ainsi,  M'  est  confondu  avec  M;  on  a  donc  à  chercher  le 
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lieu  des  points  M  tels  que  AM  et  BM  soient,  en  direction, 
symétriques  par  rapport  à  D.  Les  faisceaux  AM  et  BM 
étant  homographiques,  le  lieu  de  M  est  une  conique 
passant  par  A  et  B;  ses  directions  asymptotiques  sont 
l'une  parallèle,  l'autre  perpendiculaire  à  D;  cette  conique 
est  donc  une  hyperbole  équilatère-,  son  centre  est  le 
milieu  de  AB,  comme  on  le  voit  eu  achevant  le  parallé- 
logramme ayant  pour  côtés  consécutifs  MA  et  MB. 
D'après  la  première  manière  de  définir  M',  on  voit  que 
ce  lieu  est  le  même  que  celui  des  points  de  contact  des 
tangentes  aux  cercles  passant  par  A  et  6  et  parallèles 
àD|. 

IL  Si  le  point  M  décrit  une  droite  A,  les  faisceaux  AM 
et  BM  sont  homographiques  ;  les  faisceaux  AM'  et  BM\ 
respectivement  homographiques  aux  faisceaux  BM  et 
AM,  sont  aussi  homographiques;  donc  le  lieu  de  M'  est 
une  conique  F  passant  par  A  et  B.  Cherchons  les  direc- 
tions asymptotiques  de  F  :  quand  AM'  et  BM'  sont  paral- 

Fig.  2. 


lèles,  AM  et  BM  sont  parallèles  ou  confondus  et  inver- 
sement. Or  AM  et  BM  sont  parallèles  quand  M  est  à 
Fin  fini  sur  A,  alors  une  première  direction  asymptotique 
est  la  symétrique  Aj  de  A  par  rapport  à  D;  d'autre  part, 
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AM  et  BM  sont  confondus  quand  M  est  au  point  de  ren- 
contre I  de  AB  et  A;  par  suite,  la  deuxième  direction 
asymptotique  est  la  symétrique  Df  de  AB  par  rapport 
à  D;  de  plus,  quand  M  vient  en  I,  le  point  M'  étant  à 
l'infiui  sur  la  droite  MM'  de  direction  Df,  le  point  I  est 
un  point  de  Tasymptote  de  direction  D|  (*);  on  a  donc 
une  première  asymptote  IL  parallèle  â  Df  ;  Tautre, 
de  direction  A|,  s'obtient  d'après  une  propriété  bien 
connue  d'une  corde  AB  d'une  hyperbole,  savoir  :1e  seg- 
ment de  droite  porté  par  ÂB  et  ayant  ses  extrémités 
sur  les  asymptotes  a  même  milieu  que  le  segment  AB. 
On  prendra  donc 

BÎ'=ÎÂ 

et,  par  T,  on  mènera  une  droite  FL'  parallèle  à  A| . 

Comme  cas  particulier,  quand  la  droite  A  passe  par 
Tundes  points  A,  B,  Thyperbole  F  se  décompose  eu  deux 
droites  AA'  parallèle  à  D|  et  BB' parallèle  â  Af  ;  on  peut 
dire  qu'elle  se  réduit  à  ses  deux  asymptotes* 

Le  cercle  ABM  rencontre  la  droite  A  en  un  deuxième 
point  N  ayant  pour  associé  N'.  Les  régions  de  A  où  doit 
se  trouver  M  pour  que  M'  reste  sur  une  même  branche 


(')  Ceci  prouve  à  nouveau  que  D,  est  une  direction  asymptotique 
mais  non  que  IL  est  l'asymptote  correspondante.  Pour  prouver  que 
IL  est  l'asymptote  de  direction  D,  il  faut  observer  qu'à  deux  droites 
A  et  A'  il  correspond  deux  coniques  T  et  T'  ayant  quatre  points 
communs,  dont  trois,  A,  B  et  le  point  à  Tinfini  sur  Dp  sont  fixes; 
de  sorte  que  le  quatrième  point  correspond  à  l'intersection  de  A  et 
de  A'.  Supposant  alors  que  A'  soit  l'asymptote  en  question,  la  co- 
oiqne  T'  se  décompose  en  deux  droites,  savoir  :  A'  et  AB.  Les  points 
communs  à  T  et  à  F'  sont  A,  B  et  le  point  à  l'infini  sur  D|  compté 
deux  fois,  puisque  A'  est  tangente  à  F  en  ce  point.  Il  en  résulte  que 
le  point  à  l'infini  sur  D^  correspond  au  point  de  rencontre  de  A  et 
de  A';  mais  le  point  associé  au  pointa  l'infini  sur  D|  est  indéterminé 
sur  AB;  donc  A  et  A'  se  coupent  sur  AB  et  l'asymptote  cherchée  est 
bienID,.  (X.  A.) 
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de  r  sont  les  de  m  i-d  roi  les  1  A,  I  A'.  Il  y  a  deux  cas  à  exa- 
miner :  le  point  I  est  extérieur  au  segment  ABou  appar- 
tient à  ce  segment. 

Qu.ind  I  est  extérieur  au  segment  AB,  les  points  M 
et  N  décrivent  en  même  temps  les  deiuiHlroiles  lA,  lA' 
en  vertu  de  la  relation 

IM.IN  =  lA.IB; 

les  points  M',  N'  restent  sur  la  même  branche;  en  effet, 
la  corde  M'N'ne  rencontre  pas  Tasymptole  IL  de  direc- 
tion D^  et  par  suiie  ne  rencontre  aucune  asymptote. 

Quand  1  appaiticnt  au  segment  AB,  les  points  M 
et  JN  sont  l'un  sur  lA,  Tautre  sur  lA';  les  points  M'etW 
sont  sur  des  branches  difféientes,  car  la  corde  M' IN'  deF 
rencontre  les  deux  asymptotes,  puisqu'elle  rencontre 
évidemment  Tasymptote  IL  de  direction  D<.  Dans  les 
deux  cas,  on  voit  que  les  régions  cherchées  sont  TA 
etIA'. 

lll.  Pour  que  la  conique  F  soit  une  parabole,  il  faut 
et  il  suffit  que  ses  deux  directions  asymplotiques  soient 
les  mêmes,  c'est-à-dire  A|  parallèle  à  D|  et  par  suite  A 
parallèle  à  AB.  La  parabole  relative  à  une  droite  A  paral- 
lèle à  AB  a  son  axe  parallèle  à  D|,  sa  directrice  D'  est 
perpendiculaire  à  D, .  Soient  F  le  foyer  de  celte  parabole, 
AA'  et  BB'  les  perpendiculaires  abaissées  de  A  et  B  sur 
la  directrice  D'.  On  a 

AF  =  AA',        BF  =  BB' 
et,  par  suite, 

FB  —  FA  =  BB'— AA'=  const.=  la  projection  de  AB  sur  D|. 

De  la  résulte  que  si  A  se  déplace  parallèlement  à  AB,  le 
lieu  du  foyer  F  de  la  parabole  F  est  une  hyperbole  ayant 
pour  foyers  A  et  B  et  pour  longueur  d'axe  transverse  la 
projection  de  AB  sur  D|. 


(  '87  ) 
IV.  Sî,  à  deux  droites  A,  correspondent  deux  hyper- 
boles r  ayant  une  asymptote  commune,  celle-ci  est  néces- 
sairement parallèle  à  D| ,  direction  asymptotique  com- 
mune aux  deux  hyperboles,  car,  autrement,  les  deux 
hyperboles  ayant  deux  points  communs  A,  B  auraient 

Fig.  3. 


D 
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leurs  deux  asymptotes  communes  et  coïncideraient',  les 
droites  A  correspondantes  coïncideraient  également.  On 
conclut  de  là  et  aussi  de  ce  qui  précède  (HI)  que  les 
droiles  Adonnant  lieu  à  des  hyperboles  ayant  une  asym- 
ptote commune  doivent  rencontrer  la  droite  indéfinie  AB 
en  un  même  point  I  et  que  l'asymptote  commune  est  IL 
parallèle  à  D4.  Les  asymptotes  IL  et  FL'  d'une  hyper- 
bole r  se  coupent  au  centre  (o  de  F  qui  a  pour  axes  de 
symétrie  les  bissectrices  (oP,  coQ  des  angles  formés  par 
les  asymptotes.  Le  milieu  m  de  Fw  décrit  une  droite D'^ 
parallèle  à  IL,  équidistante  de  F  et  IL,  rencontrant  les 
axes  en  P  et  Q.  Le  quadrilatère  FP  wQ  est  un  rectangle; 
en  effet,  les  triangles  wmP,  tom(^  sont  isoscèles,  par 

suite 

/n  P  =  w  Q  =  7?i  0)  ; 

les  diagonales  du  quadrilatère  se  coupent  en  parties 
égales;  c'est  donc  un  parallélogramme  qui  est  rectangle, 


(  '88) 
puisque  l'angle  P(i>Q  est  droit.  L'enveloppe  des  axes 
o>P,  (i>Q  est  donc  une  parabole  ayant  pour  foyer  1%  pour 
tangente  au  sommet  D'^ ,  pour  directrice  IL. 

RÉCLAMATION  A  PROPOS  DU  THÉORÈME  DIT  «  DE  ROUCHÉ  »; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


Il  est  d'usage  de  donner  le  nom  de  théorème  de 
Rouché  à  la  discussion  d'un  système  d'équations  du  pre- 
mier degré.  Bien  qu'on  ait  mauvaise  grâce  à  parler  de 
soi,  je  crois  pouvoir  rappeler  que  j'avais  remis  au  mois 
de  septembre  1 875  à  Gerono  l'Article  qui  a  paru  au  mois 
de  décembre  de  la  même  année  dans  les  Nouvelles 
Annales,  et  qui  donnait  cette  discussion  :  cela  résulte 
d'une  Note  de  Gerouo  insérée  dans  le  numéro  de  janvier 
suivant,  en  réponse  à  une  réclamation,  d'ailleurs  bien- 
veillante, de  M.  Rouché.  Or,  la  Note  de  M.  Rouché  à 
l'Académie  est  du  mois  de  novem^bre  de  la  même  année. 
On  pourrait  donc,  comme  l'a  fait  M.  H.  Laurent  dans 
son  Traité  d'Algèbre  (1879),  dire  sans  injustice  :  le 
théorème  de  MM.  Fontené  et  Rouché.  Je  crois  que  cela 
ne  contrarierait  pas  M.  Rouché,  dont  le  bagage  scienti- 
fique est  d'ailleurs  considérable. 


QUESTIONS. 

573.  (1861,  1 12).  —  Soit  la  fraction  continue 

Jn  =  a  -\ ■ 

b+-i 


*+/ïï: 


(  '89) 


Paisoii!! 


^  =  M, 


On  a 


M.N  =  n. 


583.  (1861,  i4o)-  —  Étant  données,  dans  un  plan,  deu\ 
coarbes  géométriques,  l'une  de  degré  m  et  l'autre  de  la 
classe  n;  si  une  tangente  roule  sur  celle-ci  et  que  par  les 
points  où  elle  rencontre  la  courbe  C^  on  mène  à  cette  courbe 
des  tangentes  et  des  normales  : 

1^  Les  tangentes  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  courbe  de 


degré  -mn(m  —  i)(2m  —  3); 


2 


2**  Les  normales  se  coupent  deux  à  deux  sur  une  courbe  de 
degré  -  mn{m  —  i)(2m  —  i).  (E.  de  Jonquières.) 

58K.  (1861,  i4o).  —  Trois  coniques  étant  données  dans  un 
même  plan,  il  y  a  vingt  points  d'où  elles  sont  vues  sous  le 
même  angle  ou  sous  des  angles  supplémentaires. 

(  Faure.  ) 

589.  (1861,  i4i)*  —  Un  polygone  d'un  nombre  pair  de  côtés 
étant  inscrit  dans  une  conique,  si  l'on  mène  par  son  centre  des 
parallèles  à  chaque  c6té  du  polygone,  de  manière  à  former 
un  parallélogramme  en  chacun  de  ses  sommets,  la  somme  des 
inverses  des  parallélogrammes  de  rang  pair  est  égale  à  la 
somme  des  inverses  des  parallélogrammes  de  rang  impair. 

(Faure.) 

592  (1861,  2i6).  —  Soit  un  cylindre  circonscrit  à  une  surface 
de  réi^olution;  de  chaque  point  de  la  ligne  de  contact  on 
abaisse  des  perpendiculaires  sur  l'axe;  on  obtient  une  surface 
gaoche;  circonscrivons  à  cette  surface  un  second  cylindre; 
coupant  les  deux  cylindres  par  un  plan,  la  section  du  second 
cylindre  est  la  développée  de  la  section  du  premier  cylindre. 

(Maxime  Dunbsme.) 

593  (1861,  2i6).  — Un  cylindre  étant  circonscrit  à  une  surface 
de  révolution  engendrée  par  une  sinusoïde,  la  courbe  de  con- 


(  «y^  ) 

tact  est  une  hélice  dont  la  projection  sur  un  méridien  est  aussi 
une  sinusoïde  semblable  à  la  courbe  méridienne;  le  rapport 
de  similitude  est  |;  la  section  du  cylindre  par  un  plan  est  une 
cycloïde  ;  opérant  comme  dans  la  question  précédente,  la 
courbe  de  contact  sur  la  surface  gauche  est  encore  une  hélice 
égale  à  la  première  hélice.  (Maxime  Dunbsme.) 

596  (1861,  399).  —  Cette  question  fait  double  emploi  avec  589. 

597  (1861,  399).  —  Si  l'on  prend  les  polaires  des  points  milieux 
des  côtés  d'un  triangle,  relativement  à  une  conique  quelconque 
inscrite  dans  le  triangle,  ces  polaires  déterminent  un  triangle 
qui  a  une  surface  constante.  (Faurb.) 


1839.  Soient  AA',  BB'  les  axes  d'une  ellipse  telle  que  l'angle 

k  it 
BAB'  soit  égal  à  — ?  k  tl  n  étant  premiers  entre  eux;  Po  un 

point  de  AA'  ou  de  ses  prolongements;  PqMoPiMi...  une 
ligne  brisée  rectangulaire  dont  les  éléments  font  avec  AA'  les 

TT 

angles  ±  -9  dont  les  sommets  Po,  Pi,  ...,  sont  sur  AA',  les 

sommets  Mo,  Mi,  . . .,  sont  sur  l'ellipse  et  tellement  placés  que 
deux  sommets  successifs  M/,  M/-hi  ne  soient  pas  symétriques  par 
rapport  à  AA';  P©  coïncide  avec  P„  si  k  est  pair;  avec  Pj« 
si  k  est  impair.  (Lémeray.) 

1840.  On  décrit  un  cercle  ayant  pour  diamètre  un  rayon  de 
courbure  d'une  conique  donnée  et  l'on  mène  les  tangentes  com- 
munes à  ces  deux  courbes.  Quelle  est  l'enveloppe  de  la  corde 
de  contact  de  ces  tangentes  et  du  cercle,  lorsque  l'on  prend 
successivement  tous  les  rayons  de  courbure  de  la  conique? 

(Manniieim.) 

1841.  Dans  un  quadrilatère  complet,  les  quatre  orthocentres 
et  les  points  où  la  ligne  de  ces  orthocentres  est  coupée  par  les 
quatre  côtés,  sont  huit  points  en  involution. 

(C.  Blanc.) 

1842.  Sur  la  diagonale  extérieure  d'un  quadrilatère  inscrit, 
les  intersections  de  cette  diagonale  avec  les  diagonales  inté- 
rieures, les  intersections  des  côtés  opposés,  les  points  où 
passent  les  perpendiculaires  menées  aux  diagonales  intérieures 


(  '9-    ) 
par  rorthocentre  du  tridn°;ie  ayant  pour  sommets  les  extré- 
mités de  la  diagonale  extérieure  et  le  croisement  des  diago- 
nales intérieures,  sont  six  points  en  involution. 

(G.  Blanc.) 

1843.  Appelons  second  centre  de  courbure  d'une  courbe  en 
un  point  M,  le  centre  de  courbure  de  la  développée  au  point 
où  elle  est  touchée  par  la  normale  en  M.  Le  lieu  des  seconds 
centres  de  courbure  des  courbes  triangulaires 

AX'«  -t-  BY'«  -f-  CZ"»  =  o, 

tangentes  en  M  à  une  droite  donnée  MT,  lorsque  m  varie,  est 
une  parabole  passant  par  M  et  admettant  MT  pour  diamètre. 

(A.  Pellet.) 

1844.  Les  axes  des  coniques  inscrites  dans  un  quadrilatère 
circonscriptible  à  un  cercle  sont  tangents  à  une  parabole  qui 
touche  les  trois  diagonales  du  quadrilatère. 

(A.  Pellet.) 

\%k&.  Les  plans  principaux  des  quadriques  inscrites  dans  la 
développable  définie  par  une  sphère  et  une  quadrique  quel- 
conque  sont  tangents  à  une  développable  circonscrite  à  des 
paraboloïdes  qui  touchent  les  quatre  faces  du  tétraèdre  con- 
jugué par  rapport  à  la  sphère  et  à  la  quadrique. 

(A.  Pellet.) 

1846.  Si  G  et  0|  sont  les  foyers  d'une  conique  inscrite  à  un 
triangle  ABC>  on  sait  que  les  projections  de  ces  points  sur  les 
côtés  de  ABC  appartiennent  au  cercle  homographique. 

L  Si  le  point  O  décrit  une  droite  A,  le  point  Oi  décrit  une 
conique  circonscrite  à  ABC. 

II.  Construire  la  conique  A,  B,  C,  D,  E,  et  déterminer  gra- 
phiquement sa  nature. 

III.  Le  lieu  des  points  O  et  Oi  pour  lesquels  la  droite  OOi 
passe  par  un  point  fixe  P,  auquel  en  correspond  un  autre  Pj, 
est  une  cubique  r  dont  on  obtient  aisément  douze  points  et 
sept  tangentes.  Trouver  les  asymptotes. 

IV.  A  la  cubique  r  en  correspond  une  autre  /-j,  relative  à  Pt, 
et  ayant  avec  r  neufs  points  communs.  (P.  Sondât.) 

1847.  Un  fil  homogène  de  longueur  /,  dont  le  poids  par  unité 


(   Ï92  ) 
de  longueur  est  m^  est  attaché  par  une  de  ses  extrémités  à  un 
point  fixe,  tandis  que  Textrémité  libre  porte  un  poids  p. 

Ce  fil  est  soumis  à  l'action  du  vent  soufflant  horizontalement 
avec  une  intensité  et  dans  une  direction  constantes.  On  admet 
que  la  pression  du  vent  sur  chaque  élément  infiniment  petit 
du  fil  est  proportionnelle  au  carré  de  la  composante  normale  de 
la  vitesse  et  l'on  demande  de  déterminer  la  forme  d'équilibre 
du  fil. 

Examiner  ce  que  devient  cette  forme  d'équilibre  dans  le  cas 
où  /?  =  o.  (M.  d'Ocagne. ) 

1S48.  Si  une  cubique  unicursale  tritangente  à  une  conique 
découpe  sur  chacune  des  tangentes  aux  trois  points  de  contact 
un  segment  qui  soit  vu  de  l'un  des  foyers  de  la  conique  sous 
un  angle  droit,  l'un  des  segments  déterminés  par  cette  cubique 
sur  une  tangente  quelconque  à  la  conique  est  vu  du  même  foyer 
sous  un  angle  droit.  (M.  d'Ocagne.) 

1849.  Étant  donnés  une  couronne  circulaire  de  centre  O 
comprise  entre  les  cercles  G  et  G',  et  un  point  A  en  dehors  de 
cette  couronne  (c'est-à-dire  intérieur  au  plus  petit  cercle  ou 
extérieur  au  plus  grand),  on  appelle  B  et  B'  les  points  des 
cercles  G  et  G'  situés  sur  la  perpendiculaire  à  OA  élevée  en  A 
si  ce  point  est  intérieur,  sur  les  tangentes  issues  de  A  si  ce 
point  est  extérieur  et  du  même  côté  de  OA,  et  l'on  pose  dans 
les  deux  cas  : 

AOB  =  w,        XOB'=a>'. 

Si  le  rayon  situé  du  même  côté  que  B  et  B',  sur  lequel  l'épais- 
seur de  la  couronne  est  vue  de  A  sous  le  plus  grand  angle  0, 
fait  avec  OA  l'angle  (p,  on  a 

<p  (0  ta' 

langi  =  tang- tang— , 


sin sin 


tangO  =  2- 


sincu  sino) 

(M.  d'Ocagne.) 
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MllXiBMB  GONGOURS  DIS  «  KOUVELLES  ANNALES  (')  » 
POUR  1899; 

Par  m.  E.  DUPORCQ. 


i.  La  projection  8 téréographîque  permet,  comme  on 
sait,  de  ramener  l'étude  des  cercles  d'un  plan  à  celle  des 
sections  planes  d'une  sphère  :  les  quatre  coordonnées 
homogènes  qui  définissent  Téquation  d'un  plan  peuvent 
donc  être  envisagées  ainsi  comme  quatre  coordonnées 
homogènes  d'un  cercle  du  plan. 

Considérons,  par  exemple,  la  sphère  S  qui  a  pour 
équation  homogène,  relativement  à  trois  axes  rectangu- 
laires 0X4  5  OX2,  0X3, 

0?}  -h  a?î  -H  a?!  -H  arj  =  o; 

désignons  par  w  le  point  de  cette  sphère  qui  admet  les 
coordonnées 

et  soit  m  un  point  quelconque  du  plan  X{  Ox^  de  coor- 
données 

Xi  =  XXi,,  Xi  =  J^X4,  OTj  =  O. 

Les  coordonnées  homogènes  du  point  fx,  où  la  droite 
«i>/n  perce  la  sphère  S,  peuvent  s'écrire 

xi=x,    Xi  =  y,     a:,=  ■i.(ar«-t-^>-f-i),     art=  i(i  —  ar»-^*). 

Par  suite,  après  substitution  de  ces  valeurs,  l' équa- 
tion 

U{Xi  -r-  ajOTi-t-  Ws^Tj-f-  1/^374=  O 

(')  Voir  renoncé  du  sujet,  même  tome,  p.  i^S. 

Ann.  de  Sfathémat.,  .>•  sriic,  l.  XIX.  (Mai  1900.)  i3 
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représente  la  projection  stéréo  graphique  A  du  cercle 
suii>ant  lequel  la  sphère  S  coupe  te  plan  polaire  P  du 
point  a  de  coordonnées  </« ,  u^^  t/g,  u^. 

Le  centre  du  cercle  A  est  d^ailleurs  le  point  où  la 
droite  toa  perce  le  plan  Xi  O  Xa- 

2.  Si  le  point  A  appartient  à  la  sphère  S,  le  plan  P 
Ja  touche  en  ce  point,  et  le  rayon  du  cercle  A  devient 
nul  ;  par  suite,  l'ensemble  des  cercles  de  rayon  nul  se 
troui'e  représenté  par  l'équation 

«}  -I-  m|  H-  wj  -h  ul  =  o. 

Si,  au  contraire,  le  point  a  est  dans  le  plan  ic  tangent 
a  £  en  o>,  le  plan  P  passe  par  le  centre  de  projection, 
et  le  cercle  A  se  réduit  à  une  droite;  ainsi  Inéquation 

Ms—  iu^  =  o 

représente  l'ensemble  des  droites  du  plan, 

3.  Nous  utiliserons  souvent  une  propriété  importante 
de  la  projection  stéréographique,  que  nous  nous  con- 
tenterons de  rappeler  :  elle  consiste  en  ce  que,  P  étant 
le  plan  polaire  d'un  point  a  par  rapport  à  une  sphère, 
les  projections  stéréographiques  des  points  où  celte 
sphère  rencontre  une  sécante  issue  de  a,  sont  deux 
points  symétriques  par  rapport  au  cercle  A  suivant 
lequel  se  projette  la  section  de  la  sphère  par  le  plan  P; 
autrement  dit,  à  deux  figures  en  perspectix^e  sur  la 
sphère  correspondent  deux  figures  symétriques  par 
rapport  à  un  cercle. 

Soient  par  exemple  Pj  et  Pj  deux  plans  dont  les  sec- 
lions  parla  sphère  S  sont  en  perspective  du  point  de  vue 
a  :  les  projections  de  ces  sections,  A|  et  A2,  seront 
sjDïélriques  par  rapport  au  cercle  A. 


(  '95) 
Or  les  |)6lt»s  «i  «t  «j  des  plans  Pt  et  P2  sont  sur  une 
même  droite  issue  de  a,  et  ils  sont  conjugués  harmo- 
niques relativement  au  point  a  et  au  point  où  celte 
droite  coupe  le  plan  P.  Ainsi,  à  deux  points  homo- 
logues  de  Vfwmologie  particulière  («1,^2)  corres- 
pondent  deux  cercles  symétriques  par  rapport  au 
cercle  A . 

4.  Si  le  point  a  de  l'espace  décrit  une  surface  algé- 
brique d'ordre  /i,  le  cercle  A  qui  lui  correspond,  comme 
nous  l'avons  indiqué  plus  haut  (n^  i),  engendrera  un 
réseau  du  /i«<*'«*  ordre.  Les  cercles  points  forment  donc 
un  réseau  du  second  ordre,  et  les  droites  un  réseau  du 
premier  ordre. 

Si  le  point  a  décrit  seulement  une  courbe  d'ordre  p^ 
le  cercle  A  engendrera  'de  même  une  série  du  p^^"^^ 
ordre.  On  voit  donc  immédiatement  que  : 

Les  cercles  communs  à  deux  réseaux  y  d^  ordres  m  et 
«,  forment  une  série  d^ ordre  mn. 

Enfin,  les  cercles  communs  à  trois  réseaux  corres- 
pondent aux  points  communs  à  trois  surfaces,  et  leur 
nombre  est  égal  au  produit  des  ordres  des  réseaux. 

D.  On  sait  que,  lorsque  deux  plans  sont  conjugués  à 
une  sphère,  ils  la  coupent  suivant  des  cercles  orthogo- 
naux^ cette  propriété  n'étant  pas  altérée  par  la  projec- 
tion stéréographique,  on  voit  que  si  a  et  a'  désignent 
deux  points  de  l'espace  conjugués  à  £,  les  cercles  corres- 
pondants A  et  A'  se  coupent  orthogonalement  ;  l'ortho- 
gonalilé  de  deux  cercles  s'exprime  donc  par  la  rela- 
tion 

U\  U\  -\-  Ui  W  j  -h  M3  M 3  H-  «V  u\  =  o. 


(  '96  ) 
On  voit  de  plus  que  : 

Tout  réseau  linéaire  est  formé  par  les  cercles  ortho- 
gonaux à  un  cercle  ^xe. 

Ce  cercle  F,  que  nous  appellerons  la  base  du  réseau 
linéaire,  est  d'ailleurs  évidemment  la  projection  du  cercle 
de  la  sphcreSsitué  dans  le  plan  que  décrit  alors  le  pointa. 

Cette  base  est  le  lieu  des  centres  des  cercles  points  du 
réseau,  et  les  droites  qui  appartiennent  au  réseau  pas- 
sent par  son  centre.  Elle  peut  d'ailleurs  se  réduire  à  un 
point  ou  à  une  droite. 

EnGn,  on  voit  immédiatement  qu'un  réseau  linéaire 
est  défini  par  trois  cercles  qui  n*admettent  pas  un  même 
axe  radical. 

6.  Les  cercles  communs  à  deux  réseaux  linéaires 
forment  une  série  linéaire.  Le  point  a  décrit  alors  une 
droite  A  et  son  plan  polaire  P  pivote  autour  de  la  conju- 
guée de  A  par  rapport  à  S;  les  cercles  A  ont  donc  un 
même  axe  radical  ;  ils  coupent  orthogonalement  tous  les 
ceicles  suivant  lesquels  se  projettent  les  sections  de  2 
par  les  plans  issus  de  A.  Nous  aurons  parfois  à  consi- 
dérer ces  deux  séries  linéaires  réciproques,  qui  corres- 
pondent ainsi  à  deux  droites  conjuguées  à  S  :  nous  dirons 
qu'elles  sont  orthogonales. 

Si  la  droite  A  passe  par  w,,  les  cercles  correspondants 
deviennent  concentriques,  et  la  série  orthogonale  est 
formée  par  les  droites  issues  de  leur  centre  commun. 

7.  Le  nombre  des  cercles  communs  à  une  série  linéaire 
et  à  un  réseau  quelconque  est  (n°  4)  égal  à  Tordre  de 
ce  réseau  ;  autrement  dit  : 

Par  deux  points  arbitraires,  il  passe  m  cercles  d* un 
réseau  d'ordre  m. 
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De  même,  un  réseau  d'ordre  m  admet  généralement 
m  cercles  de  centre  donné.  Ils  correspondent  aux  points 
où  la  surface  S,  à  laquelle  correspond  le  réseau,  coupe 
une  droite  issue  de  w.  Il  y  a  exception  si  S  passe  par  w  : 
ladroitederinlini,  envisagée  comme  une  droite  double, 
appartient  alors  au  réseau,  et  son  centre  est  indéterminé, 
de  sorte  qu'il  ne  reste  plus  en  réalité  que  (m  —  i)  cercles 
ayant  un  centre  donné  :  nous  dirons  alors  que  le  réseau 
est  parabolique  (  *  ). 

8.  Avant  de  passer  à  Tétude  spéciale  des  réseaux  qua- 
dratiques, nous  allons  indiquer  quelques  propriétés  com- 
munes à  tous  les  réseaux,  d'ordre  quelconque,  et  d*où 
découleront  immédiatement  d'importantes  propriétés 
des  réseaux  quadratiques. 

A  tout  réseau  se  trouvent  attachées  deux  courbes 
remarquables  :  la  première  est  le  lieu  des  centres  des 
cercles  points  du  réseau;  nous  l'appellerons  sa  base;  la 
seconde,  que  nous  nommerons  sa  directrice,  est  l'enve- 
loppe des  droites  du  réseau. 

Soit  S  la.  surface  à  laquelle  correspond  un  réseau 
d'ordre  m]  la  base  de  ce  réseau  est  évidemment  la  pro- 
jection stéréographique  de  la  section  de  S  par  S;  les 
génératrices  de  S  qui  se  croisent  en  a>  rencontrent  cha- 
cune S  en  m  points  dont  les  projections  sont  confondues 
en  un  point  cyclique;  donc  : 

La  base  d'un  réseau  d^ ordre  m  est  en  général  une 
courbe  d'ordre  2 m,  gui  admet  les  points-  cycliques 
comme  points  multiples  d'ordre  m. 


(^)  Un  autre  cas  d'exception  est  celui  où  S  est  un  cône  de  som- 
met u;  le  réseau  est  alors  constitué  par  les  cercles  ayant  leurs 
centres  sur  une  courbe  d'ordre  m..- 
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Quant  à  la  directrice^  elle  correspond  à  la  section 
de  S  par  le  plan  II,  qui  touche  S  en  «u;  elle  est  donc  la 
trace  d'un  cône  de  m**"**  classe.  Ainsi  : 

La  directrice  d'un  réseau  est  généralement  d'une 
classe  égale  à  P ordre  de  ce  réseau. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  est  en  défaut  dans  le  cas 
d'un  véseAVL  parabolique  (n**  7)  :  l'ordre  de  la  base  est 
diminué  d'une  unité,  ainsi  que  Tordre  de  multiplicité 
des  points  cycliques.  Quant  à  la  directrice,  elle  touche 
alors  la  droite  de  l'infini. 

9.  La  base  et  la  directrice  d'un  même  réseau  ont  entre 
elles  une  relation  remarquable.  Pour  la  mettre  en  évi- 
dence, désignons  par  a  un  des  points  où  S  coupe  une 
des  génératrices  de  S  issues  de  {ù\  la  tangente  en  ce 
point  à  Tintersection  de  S  et  S  est  évidemment  dans  le 
plan  tangent  à  S  en  ce  point ^  or  ce  plan  passe  par  la 
génératrice  wa,  et  il  est,  d'autre  part,  le  plan  polaire  de 
a  par  rapport  à  S. 

Sa  trace  sur  le  plan  du  réseau  est  donc  une  droite 
isotrope  tangente  à  la  base  en  un  point  cyclique,  et  qui 
touche  en  môme  temps  la  directrice.  On  en  déduit 
que  : 

Les  foyers  de  la  directrice  coïncident  avec  les  foyers 
singuliers  de  la  hase, 

10.  Nous  allons  montrer  maintenant  comment  a  tout 
réseau  s'en  trouve  rattaché  un  autre  dont  les  propriétés 
sont  intimement  liées  à  celles  du  premier. 

Soit  en  effiît  A  un  cercle  quelconque  d'un  réseau  cor- 
respondant à  un  point  a  d'une  surface  S  ;  considérons  le 
plan  P'  tangent  en  a  h  S,  ri  soit  A' la  projection  de  sa 
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section  par  S.  Â  tout  cercle  Â  du  réseau  on  peut  «sso^ 
cîer  ainsi  un  cercle  A'.  On  voit  que  les  cercles  Èi  et  S! 
sont  orthogonaux  et  Ton  peut  montrer  aisément  que 
le  centre  de  A'  est  l'enueloppe  des  axes  radicaux  du 
cercle  A  as^ec  tous  les  cercles  infiniment  voisins  du 
réseau. 

Soit  a'  le  point  de  l'espace  qui  correspond  à  A'  :  e'est 
le  pôle,  relativement  à  £,  du  plan  P'  tangenl  en  a  »  S'. 
Le  réseau  [A^]  correspond  donc  à  la  surface  S',  polaire 
réciproque  de  S  par  rapport  à  S. 

Les  réseaux  [A]  et  [A']  sont  réciproques . 
Nous  dirons  que  Tun  est  le  réciproque  de  l'autre . 

1 1 .  Toute  génératrice  de  S  se  correspond  évidemment 
à  elle-même  par  polaires  réciproques  relativement  à 
cette  sphère^  il  en  résulte  que  les  génératrices  de  S  qui 
touchent  la  surface  S  touchent  aussi  sa  polaire  réciw 
proqueS'^  autrement  dit,  les  courbes  suivant  lesquelle» 
S  coupe  les  surfaces  S  et  S'  sont  tangente»  au&  mêmes 
génératrices  de  2^  leurs  projections  stéréographiques 
ont  donc  les  mêmes  tangentes  isotropes,  et  Ton  voit,  par 
suite,  que  : 

Les  bases  de  deux  réseaux  réciproques  sont  homo- 
focales. 

12.  Il  est  bien  évident  que  la  directrice  du  réseau  [A] 
n'est  autre  que  le  contour  apparent  de  la  surface  S'^ 
comme,  d'ailleurs,  le  lieu  des  centres  des  cercles  d'une 
série  quelconque  du  réseau  [A']  est  la  projection  d'une 
courbe  tracée  sur  S',  on  voit  donc  que  : 

Lorsqu  une  série  de  cercles  appartient  à  un  réseau, 
le  lieu  des  centres  de  ces  cercles  et  la  directrice  du  ré- 
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seau  réciproque  du  réseau  considéré  se  touchent  en 
leurs  points  communs. 

En  particulier  : 

La  base  d'un  réseau  et  la  directrice  du  réseau  réci- 
proque se  touchent  en  leurs  points  communs. 

On  peut  également  se  rendre  compte  aisément  de  la 
propriété  suivante  : 

Les  directrices  de  deux  réseaux  réciproques  ont  leurs 
asymptotes  deux  à  deux  rectangulaires, 

i3.  Si  la  surface  S  contient  une  droite,  la  surface  S' 
passe  par  la  droite  conjuguée;  on  en  déduit  que  : 

Si  une  série  linéaire  fait  partie  d^  un  i^seau,  la  série 
orthogonale  appartient  au  réseau  réciproque. 

En  particulier  : 

Si  un  réseau  est  engendré  par  une  série  linéaire,  la 
série  orthogonale  engendre  le  réseau  réciproque. 

Dans  ce  cas,  la  directrice  de  chaque  réseau  est  l'enve- 
loppe de  Taxe  radical  de  la  série  linéaire  qui  Tengendre, 
et  les  points  communs  aux  cercles  de  cette  série  ont 
pour  lieu  la  base  du  réseau  réciproque. 

14.  La  correspondance  de  doux  réseaux  réciproques 
est  facile  à  interpréter  analytiquement.  Si  un  réseau  [A] 
a  pour  équation 

(p(a,,a„a,,a4)  =  o, 

au  cercle  A  de  ce  réseau,  de  coordonnées  £/<,  Ua,  uj,  1x4, 
correspond  le  cercle  A'  du  réseau  réciproque,  de  coor- 
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données  réciproques 


f/i»  »  T«4  • 


Cette  cor||espondance  réciproque  peut  ne  pas  être  uni- 
Yoque;  cette  circonstance  se  produit  si  le  réseau  [A] 
correspond  à  une  surface  développable  :  à  chaque  série 
linéaire  de  ce  réseau  correspond  alors  un  seul  cercle  A', 
et  Tensemble  des  cercles  A'  se  réduit  à  une  série.  Enfin, 
si  [A]  est  un  réseau  linéaire^  tous  les  cercles  A'  coïn- 
cident avec  la  base  de  ce  réseau. 

15.  Abordons  maintenant  Tétude  spéciale  des  réseaux 
quadratiques,  c'est-à-dire  tels  (u°  7)  que  par  deux  points 
arbitraires,  il  passe  deux  cercles  de  chacun  de  ces  ré- 
seaux. La  surface  S  est  alors  une  quadrique  qui  coupe  S 
suivant  une  biquadratique  sphérique;  la  projection  de 
cette  intersection  est  une  quar tique  bicirculaire,  c^est- 
à-dire  une  cyclique.  Ainsi  : 

La  base  d'un  réseau  quadratique  est  en  général  une 
cyclique. 

Une  cyclique  est,  comme  on  sait,  symétrique  par  rap- 
port à  quatre  cercles  deux  à  deux  orthogonaux,  car  elle 
est  la  projection  sléréographique  d'une  courbe  splié- 
riqne  située  sur  quatre  cônes,  dont  les  sommets  i<i ,  U29 
«3  et  1^4  déterminent  le  tétraèdre  conjugué  à  la  fois  à  la 
sphère  S  et  à  la  quadrique  S.  Les  quatre  cercles  direc- 
teurs de  la  cyclique  sont  les  projections  des  sections  de  S 
par  les  quatre  faces  de  ce  tétraèdre.  Or,  la  quadrique  S 
se  correspond  évidemment  à  elle-même  dans  la  transfor- 
mation homologique  qui  associe  à  tout  point  a  de  l'es- 
pace le  point  £^  de  la  droite  i<{  a  tel  que  le  segment  aa' 
soit  divisé  harmoniquement  par  le  point  i/|  et  par  le 
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plan  ii^ihu^.  II  en  ré.^nlle  donc,  en  tenant  compte  du 
résultat  obtenu  plus  haut  (n®  3)  que  : 

Un  réseau  quadratique  est  en  général  symétrique 
par  rapport  aux  quatre  cercles  directeur^  de  sa  base, 

16.  Les  résultats  généraux  obtenus  précédemment 
fournissent  les  propriétés  suivantes  dans  le  cas  des  ré- 
seaux quadratiques  : 

La  directrice  d'un  réseau  quadratique  est  en  géné- 
ral une  conique,  homofocale  aux  déférentes  de  la  base 
du  réseau. 

Si  la  quadrique  S  passe  par  le  centre  de  projection  (i>, 
le  réseau  quadratique  est  parabolique. 
On  voit  que  : 

La  base  dun  réseau  quadratique  parabolique  est 
une  cubique  circulaire;  la  directrice  est  alors  une  para- 
bole homofocale  et  coaxiale  aux  quatre  paraboles  dé- 
férentes de  cette  cubique. 

17.  Un  réseau  quadratique  est  défini  par  sa  base  et  sa 
directrice.  Il  est  par  exemple  facile  d'obtenir  la  conique 
qui  constitue  le  lieu  des  centres  des  cercles  du  réseau 
orthogonaux  à  un  cercle  fixe  F;  en  effet,  les  tangentes  à 
la  directrice,  issues  du  centre  de  F,  et  les  quatre  points 
où  F  coupe  la  base,  peuvent  être  considérés  comme  six 
cercles  de  la  série  considérée  :  la  conique  cherchée  passe 
donc  par  les  points  communs  à  F  et  a  la  base,  et  ses 
asymptotes  sont  perpendiculaires  aux  tangentes  à  la  di- 
rectrice issues  du  centre  de  F.  La  compatibilité  de  ces 
six  conditions  constitue  un  théorème  sur  les  cycliques  : 
on  peut  renoncer  ainsi  : 

Les  cordes  communes  à  une  cyclique  et  à  un  cercle 
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sont  deux  à  deux  également  inclinées  sur  les  droites 
qui  joignent  le  centre  du  cercle  aux  foyers  vrincipaux 
de  la  cjclique. 

18.  La  polaire  réciproque  S' de  S  par  rapport  à  S  élan  t 
aussi  une  quadrique,  on  voit  que  : 

Le  réseau  réciproque  d'un  réseau  quadratique  est 
aussi  quadratique. 

Tout  cercle  du  réseau  [A'],  réciproque  du  réseau  [A], 
est,  comme  dans  le  cas  général ,  la  projection  stéréo- 
graphique  d'un  cercle  de  £  situé  dans  un  plan  tangent 
à  S.  Il  en  résulte  que  le  lieu  des  centres  des  cercles  de  [A] 
orthogonaux  à  un  cercle  quelconque  de  [A']  se  com- 
pose de  deux  droites,  et  que  ces  cercles  forment  deux 
séries  linéaires. 

La  directrice  du  réseau  [A']  n'est  autre  que  le  contour 
apparent  de  la  surface  S;  elle  touche  en  quatre  points 
la  base  du  réseau  [A]^  et  ces  points  sont  les  projections 
(le  quatre  points  de  la  sphère  situés  dans  le  plan  polaire 
Q  de  (i>  relativement  à  S;  les  points  de  contact  en  ques- 
tion sont  donc  sur  un  cercle,  dont  le  centre  est  la  pro-> 
jection  du  pôle  K  du  plan  Q  par  rapport  à  S.  Or  la 
droite  wK  est  la  conjuguée  par  rapport  à  S  de  l'inlersec- 
tiou  du  plan  Q  et  du  plan  II,  tangent  à  2  en  (o,  ou  en- 
core de  la  polaire  du  point  u)  par  rapport  à  la  section  9 
de  S  par  le  plan  II;  la  droite  (oK  est  donc  la  polaire  du 
plan  n  par  rapport  au  cône  du  second  degré  qui  est  le 
polaire  réciproque  de  la  conique  9  par  rapport  à  la 
sphère  S,  cône  dont  la  trace  sur  le  plan  des  réseaux  est 
justement  la  directrice  du  réseau  (A).  On  voit  donc 
que  : 

La  directrice  d'un  réseau  quadratique  touche  la  base 
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du  réseau  réciproque  en  quatre  points  éguidisiants  du 
centre  de  la  directrice  de  ce  dernier, 

19.  Du  théorème  général  du  n"  11,  il  résulte  que  : 

Les  bases  de  deux  réseaux  quadratiques  réciproques 
sont  deux  cycliques  homofocales. 

Ces  deux  bases  se  coupent  donc  orthogonalement  en 
huit  points  :  îl  est  facile  de  se  rendre  compte  que  ces 
points  sont  les  projections  des  points  de  contact  de  la 
sphère  2  avec  les  huit  génératrices  de  S  qui  touchent 
cette  sphère,  et  ces  génératrices  ont  justement  pour  pro- 
jections les  tangentes  en  ces  points  a  la  base  du  réseau 
[A].  Or  ces  projections  doivent  évidemment  toucher  le 
contour  apparent  de  S,  c'est-à-dire  la  directrice  du  ré- 
seau [A'].  On  voit  donc  que  : 

Les  tangentes  à  la  base  d'un  réseau  quadratique 
aux  points  oîi  file  coupe  la  base  du  réseau  réciproque 
touchent  la  directrice  de  ce  dernier. 

On  peut  choisir  arbitrairement  les  deux  cycliques  ho- 
mofocales qui  sont  les  bases  de  deux  réseaux  quadra- 
tiques réciproques;  les  réseaux  sont  alors  déterminés,  et 
Ton  a  huit  tangentes  de  chacune  de  leurs  directrices;  il 
en  résulte  la  propriété  suivante  des  cycliques  hooiofo- 
cales  : 

Les  huit  tangentes  à  une  cyclique  aux  points  où  elle 
coupe  une  cj  clique  homofocale^  sont  tangentes  à  une 
même  conique,  qui  touche  la  première  cyclique  en  quatre 
points,  et  a  pour  foyers  les  foyers  singuliers  de  la 
seconde  cj)  clique, 

20.  Si  la  quadriquo  S  passe  par  \v  centre  de  projrc- 
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lion  (o,   le  réseau  [A]  devient  parabolique;  le  contour 
apparent  de  S  se  réduit  alors  à  deux  points,  a  et  p,  qui 
sont  les  traces  des  génératrices  de  cette  quadrique  issues 
d(^  (0.  On  en  déduit  que  : 

Si  un  réseau  quadratique  est  réciproque  d'un  réseau 
parabolique,  sa  direction  se  réduit  à  deux  des  foyers 
singuliers  de  sa  base^  et  réciproquement. 

D'autre  part,  toute  courbe  de  S  se  projette  suivant 
une  courbe  passant  par  a  et  ^;  la  base  de  [A],  qui  est 
une  cubique  circulaire,  jouit  donc  de  cette  propriété, 
et,  comme  la  base  du  réseau  conjugué  est  une  cy- 
clique quelconque,  honiofocale  à  cette  cubique,  on  voit 
que  : 

Lorsqu'une  cubique  circulaire  est  homojocale  à  une 
cyclique  y  elle  passe  par  deux  des  foyers  singuliers  de 
celle-ci. 

Or,  à  tout  faisceau  de  cycliques  homoFocales,  appar- 
tiennent, comme  on  sait,  deux  cubiques  circulaires.  Par 
suite  : 

Le  lieu  des  foyers  singuliers  des  cycliques  d'un  sys- 
tème hoinofocal,  se  compose  des  deux  cubiques  du  sys- 
tème. 

D'ailleurs,  les  foyers  singuliers  coïncidant  avec  les 
foyers  des  déférentes,  et  chacune  de  celles-ci  passant  par 
quatre  foyers  appartenant  h  un  même  cercle  directeur, 
on  voit  que  : 

Le  lieu  des  foyer  s  des  coniques  qui  passent  par  quatre 
points  d'un  cercle,  se  compose  des  deux  cubiques  cir- 
culaires qui  admettent  ces  points  pour  foyers. 
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Les  axes  de  ces  coniques  ont,  comme  on  sait,  des  di- 
rections fixes  ;  chaque  cubique  correspond  à  Tune  de  ces 
directions,  qui  est  d'ailleurs  celle  de  son  asymptote 
réelle.  En  associant  à  ces  résultats  ceux  du  paragraphe 
précédent,  on  voit  donc  que  : 

Étant  donnée  une  cubique  circulaire  et  tme  corde  ab 
parallèle  à  son  asymptote  réelle^  si  Von  mène  les  tan- 
gentes à  la  cubique  par  les  points  a  et  i,  leurs  points 
de  contact  sont  les  huit  points  oii  la  cubique  coupe  la 
cyclique  homo focale^  ayant  aetb  pour  foyers  singu- 
liers. Les  normales  à  la  cubique  en  ces  huit  points  tou- 
chent une  parabole  homofocale  et  coaxiale  aux  défé- 
rentes de  cette  cubique, 

21 .  Examinons  encore  le  cas  où  la  quadrique  S  touche 
en  co  la  sphère  S;  Tinterseclion  de  ces  surfaces  présente 
alors  en  co  un  point  double,  et  la  base  du  réseau  [A]  se 
réduit  alors  à  une  conique.  Nous  dirons  alors  que  ce 
réseau  est  biparabolique.  Dans  ce  cas,  en  dehors  du 
cône  de  sommet  (o  qui  passe  par  la  biquadratique  com- 
mune à  S  et  à  D,  il  n'existe  que  deux  cdnes  du  second 
degré  contenant  cette  courbe,  et  leurs  sommets  sont  dans 
le  plan  langent  en  o)  aux  deux  quadriques^  ils  sont  d'ail- 
leurs, comme  on  le  voit  aisément,  sur  les  bissectrices  de 
l'angle  formé  par  les  tangentes  au  point  double  u;  il  en 
résulte  que  : 

Tout  réseau  biparabolique  est  symétrique  par  rap- 
port aux  axes  de  sa  conique  base. 

La  surface  S',  polaire  réciproque  de  S  par  rapport  à 
2),  touche  aussi  S  en  to;  par  suite  : 

Le  réseau  réciproque  d'un  réseau  biparabolique  l'est 
aussi. 
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En  vertu  dos  ihéorètnes  généraux  démontrés  précé- 
demment : 

Les  bases  de  deux  réseaux  réciproques  biparabo- 
ligues  sont  deux  coniques  liomofocales . 

La  directrice  de  chaque  réseau  est  formée  par  les 
points  à  l'infini  des  normales  menées  à  la  base  de  ce 
réseau,  aux  points  oà  elle  coupe  la  base  du  réseau  ré- 
ciproque. 

22.  La  base  d'un  réseau  quadratique  peut  se  décom- 
poser en  deux  cercles  :  ce  cas  se  produit  lorsque  S  et  S 
sont  bitangentes;  S' et  S  ]e  sont  alors  aux  mêmes  points. 
On  voit  donc  que  : 

Lorsque  la  base  d'un  réseau  quadratique  se  décom- 
pose en  deux  cercles,  il  en  est  de  même  de  celle  du 
réseau  réciproque. 

On  voit  de  plus  que  : 

La  directrice  de  chaque  réseau  est  alors  une  conique 
ayant  pour  foyers  les  centres  des  deux  cercles  qui  con- 
stituent sa  base,  et  bitangente  aux  cercles  bases  du 
réseau  réciproque.  Les  quatre  cercles  considérés  ont 
d^ ailleurs  même  axe  radical. 

Les  quadriques  S  et  S  ont  alors  une  infinité  de  pôles 
doubles,  situés  sur  la  droite  joignant  leurs  points  de 
contact.  Par  suite^  : 

Les  réseaux  quadratiques  envisagés  sont  symétriques 
par  rapport  à  tous  les  cercles  orthogonaux  à  leurs 
cercles  bases. 

On  peut  toujours,  par  une  inversion  convenable, 
amener  les  cercles  bases  à  être  concentriques;  on  a  alors 
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des  réseaux  de  rév^olution.  Les  cercles  du  réseau  ayant 
leurs  centres  sur  un  diamètre  des  cercles  bases  forment 
alors  une  des  séries  de  cercles  bitangents  à  une  cyclique 
à  centre j  qui  admet  pour  foyers  les  points  où  ce  diamètre 
coupe  les  cercles  bases. 

23.  L'un  des  deux  cercles  en  lesquels  se  décompose  la 
base  d'un  réseau  peut  être  un  cercle  point  ou  la  droite 
de  l'infini.  Le  premier  cas  se  ramène  d'ailleurs  au  second 
par  une  inversion  ayant  pour  origine  le  cercle  point  en 
question.  On  obtient  alors  encore  un  réseau  de  révolu- 
tion, dont  cette  fois  la  série  méridienne  est  formée 
d'un  des  deux  systèmes  de  cercles  bitangents  à  une 
conique,  comme  on  peut  aisément  s'en  rendre  compte. 

Enfin  la  base  peut  se  réduire  à  deux  cercles  points. 
Dans  ce  cas,  par  une  inversion  ayant  pour  centœ  l'un 
de  ces  points,  on  transforme  le  réseau  en  un  réseau  de 
réi^olution,  formé  par  les  cercles  vus  d*un  point  fixe 
sous  un  angle  donné. 

Le  réseau  est  alors  déterminé  par  ses  deux  points  de 
base  et  par  un  cercle  quelconque,  et  l'on  peut  en  déduire 
tous  les  cercles  en  remarquant  que  le  réseau  est  alors 
symétrique  par  rapport  à  tous  les  cercles  qui  passent 
par  les  points  de  base  et  aussi  par  rapport  aux  cercles 
orthogonaux  à  ces  derniers. 

Les  cercles  d'un  réseau  de  celte  nature  sont  circon- 
scrits a  des  triangles  circonscrits  à  la  conique  directrice. 
Réciproquement,  les  cercles  circonscrits  aux  triangles 
circonscrits  à  une  même  conique  forment  un  réseau  qua- 
dratique jouissant  des  propriétés  précédentes;  cette 
remarque  facilite  beaucoup  l'étude  des  problèmes  rela- 
tifs à  ces  cercles. 

24.  Lorsque  S  et  S  sont  circonscrites  l'une  à  l'autre, 
la  base  se  réduit  à  un  cercle  double. 
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I^  réseau  est  alors  symétrique  par  rapport  à  tous  les 
cercles  orthogonaux  à  sa  base,  et  Ton  eu  déduit  que  les 
cercles  du  réseau  coupent  la  base  sous  un  même  angle. 
Cet  angle  peut  être  nul  :  les  cercles  tangents  à  un 
cercle  donné  forment  donc  un  réseau  quadratiéfue^ 
S  est  alors  uu  cône  circonscrit  à  S. 

Un  cas  particulièrement  intéressant  est  celui  où  Ui 
base  se  réduit  à  la  droite  de  V infini;  symétrique  par 
rapport  à  une  droite  (juelconque,  le  réseau  est  alors 
formé  par  les  cercles  égaux  à  un  cercle  donné. 

23-  Les  surfaces  du  second  degré  étant  réglées,  il  en 
résulte  des  propriétés  des  réseaux  quadratiques  (n°  13)^ 
ils  peuvent  être  engendrés  de  deux  manières  par  une 
série  linéaire  variable. 

De  ce  que  deux  génératrices  de  sjstèines  ditierents 
d'une  même  quadrique  se  rencontrent,  il  résulte  que  : 

Si  l'on  considère  deux  séries  linéaires  de  systèmes 
différents  d'un  même  réseau  quadratique ,  ces  séries  ont 
un  cercle  commun. 

Si  Ton  se  donne  une  tangente  à  la  directrice  d'un 
réseau  quadratique  et  la  base  du  réseau  réciproque,  la 
(]uadrique  à  laquelle  correspond  ce  réseau  se  trouve 
définie  par  la  donnée  d'une  biquadraiique  gauche  et  d*un 
plan  tangent,  et  elle  a  donc  trois  déterminations.  Il  est 
facile  d'obtenir  les  trois  réseaux  correspondants.  En 
elYet,  la  droite  et  la  cyclique  données  se  coupent  en 
(|uatre  points  qu'on  peut  diviser  en  couples  de  trois 
manières. 

A  chacun  de  ces  groupements  correspond  un  des 
réseaux;  tous  les  cercles  qui  passent  par  les  deux  points 
formant  l'un  ou  l'autre  des  couples  considérés,  appar- 
tiennent au  réseau;  chacun  d'eux  coupe  la  cyclique  en 

Ann.  de  Mathémat.yy  série,  t.  XIX.  (Mai  1900.)  I4 


(  a»o  ) 

deux  nouveaux  points,  et  tous  les  cercles  qui  passent  par 
ces  deux  points  appartiennent  également  au  réseau;  la 
droite  déterminée  par  ces  deux  points  est  d'ailleurs  tan- 
gente à  la  directrice  du  réseau  obtenu. 
Ainsi  : 

Étant  donnés  deux  poinLs  fixes  a  et  h  sur  une 
cycliquCy  V en\feloppe  des  cordes  cd  de  cette  courbe 
telles  que  les  quatre  points  a^b^c^d  soient  sur  un  même 
cercle,  est  une  conique  quadruplemenl  tangente  à  la 
cyclique. 

On  pourra  encore  déterminer  un  réseau  quadratique 
en  se  donnant  trois  séries  linéaires  de  ce  réseau  ;  soient 
aa\  bb'  et  ccf  les  cordes  communes  aux  cercles  de  ces 
séries. 

Soient  m  et  m' les  points  communs  aux  cercles  d'une 
série  de  système  différent  des  séries  données;  ces  points 
forment  avec  ai^^  bV  et  ce*  trois  quadrangles  inscrîp- 
tibles  à  des  cercles,  et  sont  d'ailleurs  aussi  sur  la  cyclique 
base  du  réseau  réciproque  du  réseau  cherché.  On  en 
déduit  que  : 

Etant  donnés  trois  couples  de  points,  aa'^  bb'  et  cd; 
le  lieu  des  points  m^  tels  que  les  cercles  maa\  nibb'  et 
tncc'  aient  un  second  point  commun,  m\  se  compose 
d'une  cyclique,  qui  est  aussi  le  lieu  de  m\  et  la  droite 
mm'  erweloppe  une  conique. 

26.  Des  propriétés  précédentes  et  de  celles  du  n"  20 
résulte  que  tout  réseau  réciproque  d*un  réseau  parabo- 
lique est  formé  par  les  cercles  tels  que  Tune  de  leurs 
cordes  communes  avec  une  cubique  circulaire  donner 
passe  par  un  point  Cxe  de  cette  courbe.  Il  en  est  alors 
de  même  de  l'autre  corde  commune. 


(a.i   ) 
Eiifiii,  un  réseau   biparabolique   est    formé  par  les 
cercles  tels  que  Tune  de  leurs  cordes  communes  avec 
une  conique  fixe  ait  une  direction  donnée. 

27.  On  pourraîl  multiplier  les  exemples  d'application 
de  ce  procédé  de  transformation  des  propriétés  des  qua- 
driques.  Ainsi,  au  théorème  d'après  lequel  toutes  les 
quadriques  qui  passent  par  sept  points  passent  par  un 
huitième,  se  trouve  associée  la  propriété  suivante  : 

Toits  les  réseaiLX  {/uadrati//ues  if  ni  comprennent  sept 
cercles  en  comprennent  au  huitième, 

La  construction  des  liuit  cercles  communs  à  trois 
réseaux  quadratiques  revient  à  celle  des  huit  points  com- 
muns à  trois  quadiiques.  Ce  prol>lème  se  ramène  au 
second  degré  si  les  trois  quadriques  sont  circonscrites 
n  S;  on  pourra  donc,  avec  la  règle  et  le  compas,  con- 
struire les  huit  cercles  qui  coupent  respectivement  sous 
des  angles  dunné.s  trois  cercles  donnés,  C|,  C2  et  C3. 
Développons  ce  point. 

Considérons  d'abord  les  cercles  qui  coupent  sous  des 
angles  donnés  deux  cercles  donnés  C|  et  C2  ;  ils  corres- 
pondent aux  points  communs  à  deux  quadriques  circon- 
scrites à  2);  celles-ci  se  coupent  suivant  deux  coniques. 
Les  cercles  envisagés  forment  donc  deux  séries,  les  cer-> 
clés  de  chaque  série  étant  orthogonaux  â  un  cercle  fixe. 
Quatre  diamètres  de  ces  deux  cercles  fixes  sont  faciles  à 
obtenir  :  ce  sont  les  droites  qui  coupent  respectivement 
les  deux  cercles  donnés  sous  les  angles  donnés  ;  or  les 
droites  qui  coupent  un  cercle  sous  un  angle  donné  enve- 
loppent un  cercle  concentrique;  les  centrés  (O3  et  co,  des 
deux  cercles  cherchés  sont  donc  les  centres  d'homothétie 
de  deux  cercles  F,  et  Ta  concentriques  à  C|  et  à  C2.  Ces 
cercles  ((03)  et  (to!,)  ont  d'ailleurs  même  axe  radical  que 


(  ^'^  ) 

C|  el  Ca.  On  dé lerini lierait  de  même  les  cercles  (wi), 
((o',  ),  (wa)  el  (wj).  Ces  six  cercles  sont  les  projections 
stéréograpliiques  des  sections  de  S  par  les  plans  des 
courbes  communes  à  deux  des  quadriques  Qi ,  Q2  et  Qj. 

Or  ces  six  plans  passent,  comme  on  sait,  par  le 
point  a,  commun  aux  plans  des  courbes  de  contact  de  I 
avec  ces  trois  surfaces,  et  ils  se  coupent  trois  à  trois  sui- 
vant quatre  droites  issues  de  a  :  chacune  de  ces  quatre 
droites  passe  par  deux  des  points  communs  aux  (rois 
quadriques;  il  en  résulte  que  les  cercles  cherchés  si* 
couperont  deux  à  deux  $ur  le  cercle  qui  correspond  au 
point  a,  c'est-à-dire  sur  le  cercle  A  orthogonal  aux  cercles 
donnés  Ci,  C2  et  Cs. 

D'autre  part,  les  cercles  cherchés  doivent  couper 
orthogonal ement  un  cercle  de  chacun  des  couples  (w,) 
et  (w'i  ),  (ci)2)et((i>2),  (w3)et(co3),  qui  peuvent,  en  elïet, 
d'après  ce  qui  précède,  être  groupés  trois  à  trois  de 
quatre  manières,  de  manière  a  avoir  même  axe  radical; 
chaque  groupement  coirespond  à  chacun  des  axes  d'ho- 
mothétie  des  trois  cercles  !"<,  T2  et  Fs.  Les  points  où 
chacun  de  ces  axes  conpe  le  cercle  A  sont  donc  les 
points  communs  aux  cercles  de  chacun  des  quatre  cou- 
ples formés  par  les  cercles  cherchés-,  la  détermination 
des  cercles  de  chaque  couple  est  alors  ramenée  à  celle 
des  deux  cercles  qui  passent  par  deux  points  donnés  et 
coupent  un  cercle  donné  sous  un  angle  donné,  problème*, 
qui  se  résout  sans  difficulté. 

28.  On  obtient  comme  cas  particulier  une  construc- 
tion des  huit  cercles  tangents  à  trois  cercles  donnés  : 
comme  on  voit,  ces  huit  cercles  forment  quatre  couples 
de  cercles  qui  se  coupent  sur  le  cercle  orthogonal  aux 
cercles  donnés  et  admettent  pour  axes  radicaux  les  axes 
d'honiolhétie  de  ceux-ci.  Celle  ronstniolion  n'est  pas 


(  213  ) 
nouvelle;  elle  est  due  à  Poncelel.  Facile  à  établir  direc- 
tement, elle  semble  être  plus  simple,  et  elle  est  certai- 
nement plus  suggestive  que  celle  de  Gergonne  ;  elle  est 
iiëanm4»ins  beaucoup  moins  connue. 

29.  Des  constructions  analogues  s^éteudraient  à 
l'espace . 

D'ailleurs  les  coordonnées  que  nous  venons  d'étudier 
dans  le  plan  pour  les  cercles  sont  analogues  aux  coor- 
données peiitasphériques  dans  Tespace.  Celles-ci  peuvent 
s'interpréter  aisément  dans  un  espace  à  quatre  dimen- 
sions, et  tous  les  théorèmes  que  nous  avons  obtenus  sur 
les  cycliques  sont  susceptibles  d'être  étendus  aux  sur- 
faces cyclides. 


[Bla] 


NOTE  SUR  LES  PERMUTANTS; 

Par  m.  II.  BILENKI. 


Considérons  un  Tableau  rectangulaire  de  q  lignes  et 
(le/;  colonnes  et  représentons,  suivant  Tusage,  par  la 
notation  a%  Télément  écrit  dans  la  ligne  de  rang  a  et 
dans  la  colonne  de  rang  ê 


s 
7-1 


*7-l 


a? 


Développons   ce  Tableau   couforménxent  aux   règles 
suivantes  : 

i**  Chaque  terme  aj^  «i*,   . .  .,  a'lfi;^'f2\  du  développe- 


^  j 


(  2.4  ) 

meiilcuiilieiil  p  -{-  q  —  i  élëiueiils  du  Tahloau,  cha<|ue 
élément  n'entrant,  bien  entendu,  qu'une  fois  dans 
chaque  terme. 

a"  La  somme 6|  +  6|  -+-...  -f-  èp^q^i  des  indiees  su- 
périeurs peut  prendre  les  p  -h  r/  —  i  valeurs   suivanlo 


V. 


q     —  \  -Y-  - — ^ » 


pip  -f-  I  » 
•1 


pip  -I-  l) 


vV  La  somme  a,  +  «2 -h  ...  -h  a/>+7_i  J«*s  indices  in- 
férieurs prend  alors  \^&  p  -{-  q  —  i  valeurs  correspon- 
dantes 

1 
/>  —  i-h  -^-^ ^  -h  I , 


q(q  -^  0 


de  sorte  que  Texcès  de  la   première   somme  sur  la  sc- 
i  et  égal  à 

/>(/>  — o      qiq-o 


condc  est  constant  et  égal  à 


Il  est  facile  de  s*assurer  que  ce  développement,  au- 
quel je  donnerai  le  nom  de  permutant,  contient  un 
nombre  de  termes  égal  à 

p{p~^-\)...{p  +  q  —  i) 


(  2i5  ) 
Cela  posé,  coll. sidérons  le  permutant 

I  ï 


1      ^  +  qr 

I 

1 

1                         1 

I 

1  N  —  i  -h  yr 

I 

1 

i 

\           I 

1 

i  I 


N  —  1-4-  /•     iN  -  I 


I 


/)-+■  i-f-  r     7>-f- 1 
I  I 


I      p-^qr  p-h(q'—i)r  p -h  r  p 

dans  lequel  p  et  r  sont  quelconques,  mais  où  q  est  un 
entier  posîtif*,  la  din'érence  N  —  p  est,  en  outre,  entière 
et  positive  :  c'est  une  fonction  de  /•  que  je  représenterai 

N 

par  le  symbole  $7  (r). 
p 
J'ai  trouvé  la  formule  suivante 

(—i)^-p 


P  ^     P  '^'     P 

On  peut  en  déduire  une  foule  d'autres  en  faisant  cer- 
laines  hvpothèses  sur  les  nombres  p^  9,  r. 

Dans  le  cas  très  particulier  où  le  permutant  consi- 
déré n'a  que  deux  lignes,  c'est-à-dire  (|uand  N  =  />  -f-  i , 
on  obtient  l'identité  suivante,  aisée,  d'ailleurs,  à  dé- 
montrer directement  : 

p-hi-hqr  p  H-l  -h(ç  —  i)r         p  -^  %  -^  r  p  -^  \ 
p-\-qr  p-^{q^i)''  p -^  r  p 

_        I  p  -^i-h  qr  I 

"  p-\-gr   '      p-^qf     P  -^\q~-^)f' 

p  -hi  -^  qr  p-h  i-\-( q  —  t)r  1 


p-\-qr         p-^{q'~\)r     p-\-{q  —  'i)r 
p  -^i-^  (jr  />-l-i-f-(<7  —  Dr         p  -^\  -^  r  i 
P-^qr  y-^iq  —  ^f  p-h  r^  p' 


(   '-^6  ) 
Si  /'  =  o,  on  a  la  formule  suivante  que  j'ai  déjà  donnée 
(Intermédiaire  des  Mathématiciens, \vihi  iS()g,  p.  1 27)  : 


N(N-,)(N-a)...(/>^-. 


V' 


s  S-l  S-1 

"--Z'^—^rr—Z"--- 


P 

P 


-+-(— i)>-r _, ^ >«, 

.\ 
et  dans  laquelle  le  sjnibole^rt  représente  une  fonetion 

p 
homogène  complète,  du  degré  /},  dont  tous  les  coeffi- 
cients sont  égaux  à  Tunité,  de  la  suite  des  nombres 

I  I  I 


formule  qui  est  elle-même  assez  générale  et  qui  contient, 
entre  autres,  celle  des  progressions  géométriques. 

Enfin,  si  r  ==  I,  on  obtient  plusieurs  formules  d'ana- 
lyse combinatoire. 

N 

La  fonction  $7  (r)  jouit  encore  de  nombreuses  pro- 
p 
priétés;  j'ignore  si  on  les  a  étudiées. 


[Daaoc] 

SUR  L4  RÈGLE  DE  RAABE  OU  RÈGLE  DE  DUHAMEL; 

Par  m.  g.  de  LONGCHAMPS. 


On  peut  donner  de  celte  règle  un  énoncé  qui  nous 
paraît  faciliter  sou  application  et,  en  même  temps,  la 
démonstration  qui  Tacconipagne. 


(  ^^'7  ) 

Voici  renoncé  que  nous  proposons  : 

Considér 

ons  la  série  (V), 

(  V)  =  1^1 -+-V, -♦-...  -f-t>«-i-  ..., 

et  posons 

(I) 

*^/i-i-i               I 

1°  Si  l'on  a  |3  <  G,  ou  ^  =  o,-/a  série  (V)  ej^  diver- 
gente; 
a®  â$/  /i^  rt  w/ie  limite  Ar,  /70«/'  /i  =  oo,  la  série  est 


con\fergente. 


Cette  conclusion  subsiste  si  n^  croît  sans  limite; 
mais  il  y  a  doute,  si  k  =  o» 

1°  Si  Ton  suppose  ^  =  o,  quel  (|ue  soit  n,  alors 


ïl 

Vl 

= 

I 

—  > 
'2 

= 

'À 

r 

= 

n  —  1 
n 

i'n 

= 

n 

par  suite, 


La  série  (V),  à  un  facteur  constanl  près  ('^  commun 
à  tous  ses  termes,  représente  la  série  harmonique.  La 
série  est  donc  divergente. 

Si  Ton  suppose  ^  <  o,  alors,  on  a 


ou 


n 

/i-hi 

, 

Vn^l   ^ 

n  H-  1 

^.      - 

I 

n 

(2,8) 

La  SI* rie  harmonique  étant  divergente,  un  théorème 
connu  indique  que  (V)  est  aussi  une  série  divergente. 
2"  Supposons,  maintenant,  ^  >  o.  L'égalité  (i)  donne 

Supposons  que  /?  jî  ait  une  limite  A',  différente  de 
zéro,  pour  /i  =  oo,  ou  que  n^  croisse  indéfiniment 
avec  /2.  Alors,  on  peut  trouver  un  nombre  X:',  différent 
de  zéro,  tel  que  Ton  ait  constamment,  quel  que  soit  /i, 

l,Vg;ililé  (a)  donne 

nvn  —  (  /n-  I )  v«+i  >  A'<^/»-»-i  ; 
et,  successivement, 


nvn—  ('*-+-  i)t'/»-t-i  >  A''t»/n-n 
er,  par  conséquent, 

(l  -h  A')i^i  —  (/l-h  I  )  V„+i  >  k'{Çi  -i-  (',  -I-  .  .  .  -4-  ifn-i-l)j 
OU 


^1  -H  i^j  -H  .  .  .  4-  P«  < 


A:' 


Cette  inégalité  prouve  que  la  somme  S»  des  n  premiers 
termes  de  la  série  (V),  quantité  croissante,  inférieure  à 

un  nombre  fixe  — -~jr^'  ^  tine  limite^  la  série  est  donc 

convergente. 


(  '^«9  ) 

[oaq] 

SIR  LES  ADJOINTES  INFINITÉSIMALES  D  liNE  COURBE  PLANE; 

PvR  M.  M.  D'OGAGNK. 


Elairl  donnée  une  courbe  plane  (M)  quelconque,  on 
peiil^  d'une  infinité  de  manières,  lier  h  la  fois  à  chacun 
(le  ses  points  M  et  à  la  tangente  MT  en  ce  point,  un 
j)oinl  M'  tel  que  les  éléments  infinitésimaux  d'ordre 
ii-\- 1  de  la  courbe  (M)  dépendent  de  ceux  d^ ordre  n 
de  la  courbe  (M')  et,  plus  particulièrement,  que  les 
centres  de  courbure  de  la  courbe  (M)  dépendent  des 
tangentes  de  la  courbe  (M').  Nous  appelons,  pour  cette 
raison,  la  courbe  (M')  une  adjointe  infinitésimale  de  la 
courbe  (M). 

Si  Ton  parvient  à  mettre  le  mode  de  liaison  entre  les 
centres  de  courbure  de  (M)  et  les  tangentes  de  (M')  sous 
une  forme  simple,  il  sulGl  de  cherclier  les  courbes  (M) 
pour  lesciuelles  (IM')  se  réduit  à  une  droite  ou  à  un  cercle 
pour  obtenir  une  classe  de  eourb('S  dont  les  centres  de 
courbure  se  construisent  aisément. 

Celle  idée  se  trouve  appliquée  dans  un  Mémoire  que 
nous  avons  publié  naguère  dans  V American  Journal of 
Malhematics  {*)  (t.  Xf,  p.  55,  1888;  t.  XIV,  p.  227, 
1892),  où  les  adjointes  infinitésimales  considérées  sont 
(léiinies  comme  le  lieu  du  point  de  rencontre  M'  du 


(  '  )  Voir  aussi  notre  Cours  de  Géométrie  descriptive  et  de  Géo- 
métrie infinitésimale  (n"  266  à  269).  Les  courbes  envisagées  ré- 
cemment par  M.  H.  Brocard  dans  les  Mémoires  de  la  Société 
Royale  des  Sciences  de  Liège  (3*  série,  t.  I;  1899),  rentrent  dans 
la  calégorie  de  nos  adjointes  des  directions  tangentielles,  lorsque 
le  premier  des  pôles  servant  à  les  définir  est  rejeté  à  l'infini. 


(    '2'AO    ) 

rayon  vecteur  OM  do  la  courbe  (M)  rt  de  la  parallèle  à 
la  normale  (adjointe  des  directions  normales)^  ou  à  la 
tangente  {adjointe  des  directions  tangentielles)^  issue 
d'un  s<;cond  pôle  P. 

On  peut  rattacher  au  même  point  de  vue  l'étude  pu- 
bliée récemment,  dans  le  présent  Recueil,  par  M.  Col- 
lignou  (^),  l'adjointe  iniinitésîmale  étant  alors  celle 
(j n'engendre  l'extrémité  M'  du  segment  MM'  de  la  nor- 
male, qui  est  vu  sons  un  angle  con<«tant  du  point  T  où 
la  tangente  en  M  rencontre  une  droite  fixe  quelconque 
Ox,  et  cette  adjointe  se  réduisant  à  une  droite. 

Or,  dans  ce  cas,  il  est  bien  facile  d'obti*nir  le  centre 
de  courbure  m  répondant  au  point  M,  c'est-à-dire  le 
point  où  MM'  touche  son  enveloppe.  La  considération 
des  centres  instantanés  I  et  J  répondant  aux  angles  de 
grandeur  constante  MTM'  et  MM'T  donne,  en  effet, 
immédiatement  la  construction  suivante  : 

-  Du  point  de  rencontre  I  de  MM'  et  de  la  perpendi- 
culaire élevfée  en  T  à  Ox^  abaisser  sur  M'T  une  per- 
jyendiculaire  qui  coupe  en  J  la  normale  au  lieu  décrit 
par  M'  :  le  centre  de  courbure  m  est  la  projection  de  J 
5«r  MM'. 

On  trouvera  d'autres  exemples  d'adjointes  infinitési- 
males dans  diverst's  JVotes  que  nous  avons  publiées  dans 
les  Nouvelles  Annales  (3''  série,  t.  I,  p.  4o,  i883^ 
t.  VII,  p.  438,  1888)  et  dans  le  Journal  de  Mathéma- 
tiques spéciales  (o"^  sévie,  t.  Il,  p.  îi5,  49?  73,  97,  I2t; 
1888;  i\  IV,  p.  3i,  49;  1890.  6'  série,  t.  IV,  p.  3,  a5; 
1895).  Les  exemples  traités  géométriquement  dans  la 
première  des  Notes  de  ce  dernier   groupe  sont  dus  à 

(')  Même  tome,  p.  u. 


(  "•  ) 

M.  Laisant  cjui  les  avait  traités  analjLicjueiiU'nt  en  vue 
de  ramener  la  construeliuii  du  ceiilre  de  (!Ourhure  des 
courbes  graphû/ues  à  celJe  d'une  tangente  {Nouvelles 
Annales,  2*  série,  t.  XllI,  p.  367;  1874). 

Lorsqu'on  pose 

dy 
dx=P^ 

les  formule.^  déterminant  les  coordonnées  x'  el  y  du 
point  IVr  eu  fonction  de  celles  j?  et  y  du  point  M  peuvent 

s  écrire 

x'  ^/(x,  y,  p\       y  =  o(^,  y,  /?), 

fl  Ion  a,  en  posant  encore  -j^,  =//, 

do        Ô9  O9  dp 

,       Ox       dy^       dp  dx 

Ox    '    ÔY  dp  dx 

Coinnie,  d'autre  part,  la  dérivée  -,-  est  liée  au  rayon 
de  courbure  0  d<î  la  rourbe  (M)  par  réquation 

dp^  ^  { y±^p^)^ 

dx  ~'  p 

on  voit  que  l'équation  (1)  établit  un  lien  entre  le  coeffi- 
cient angulaire/^'  de  la  tangente  de  la  courbe  (M')  et  le 
rajon  de  courbure  p  de  la  courbe  (M). 

«  La  méthode,  dit  .M.  Laisant  en  parlant  de  ces  for- 
mules (/oc.  cit.,  p.  370),  peut  exceptionnellement  se 
trouver  en  défaut  si,  par  suite  de  réductions  de  calcul, 

l'expression  -^  se  trouve  éliminée  de  Téquation  (1). . . . 

Mais  il  n'y  a  que  certains  procédés  particuliers  de  con- 
struction qui  puissent  conduire  à  un  semblable  ré- 
sultat. ...» 


(  aaa  ) 

Et,  parmi  les  exemples  qu'il  traite,  il  s'en  trouve  plu- 
sieurs dans  ce  cas.  Le  plus  simple  est  celui  qu'ofii-eiil  les 
courbes  parallèles.  Si,  en  effet,  le  point  M'  est  Textré- 
mité  d'un  segment  constant  MM'  porté  sur  la  normale 
en  M,  la  courbe  ainsi  obtenue  a  même  normale,  par  suite 
même  centre  de  courbure  que  la  proposée,  et  ne  cou* 
stilue,  par  suite,  pas  pour  celle-ci  une  adjointe  iniini- 
tésimale. 

Il  nous  a  paru  intéressant  de  préciser  dans  quels  cas 
une  construction,  faisant  correspondre  un  point  M'  au 
point  M  et  à  la  tangente  MT  en  ce  poinl^  fournit  eUec- 
tivement  une  adjointe  intinitésimale. 

I/équation   (i)   donne    aisément  la   réponse  k  cette 

question.  En  effet,  pour  que//  soit  indépendant  de  -~f 

il  faut  et  il  sullit,  d'après  la  forme  même  de  celte  équa- 
tion, que  Ton  ait 

ôx       dy  ^    ^    dp 

ôx        ày  ^         dp 

Or,  le  premier  membre  de  crttcî  dernière  équation  rt»- 
présenie  le  coefficient  angulaire  de  la  tangente  à  la  courbe 
que  décrit  le  point  M' lorsque,  /;  étant  constant,  on  fait 
varier  X  et  j'^,  c'est-à-dire  lorsque,  la  tangente  MT  res- 
tant fixe,  le  point  M  se  déplace  sur  cette  tangente;  de 
même,  le  second  membre  représente  le  coefficient  angu- 
laire de  la  tangente  à  la  courbe  que  décrit  le  point  M', 
lorsque,  x  et  y  étant  constants,  on  fait  varier  />,  c'est- 
à-dire  lorsque,  le  point  M  restant  fixe,  la  tangente  MT 
pivote  autour  de  ce  point.  De  là  le  critérium  demande  : 

Une  construction  faisant  correspondre  le  point  M' 
au  poi/tt  M  et  à  la  tangente  MT  en  ce  point  donne  nais- 
sance à  une  adjointe  infinitésimale  si,  à  partir  de  dut- 


(  «»3  ) 
cune  de  ses  positions,  le  point  M'  décrit  deux  éléments 
non  en  contact,  lorsque  :  i"  on  fait  glisser  le  point  M 
sur  la  tangente  MT  rendue  Jîxe;  2"  on  fait  tourner  la 
tangente  MT  autour  du  point  M  rendu  fixe. 

Ce  résultat  peut  d'ailleurs  être  établi  directement  par 
le  raisonnement  bien  simple  que  voici  :  Si  la  construction 
considérée  fournit  une  adjointe  infinilésimale,  à  chaque 
\aleur  du  rayon  de  courbure  en  M  correspond  une  di- 
rection diflerente  pour  la  tangente  en  M'.  11  suffit  donc 
de  s'assurer  que,  pour  deux  valeurs  quelconques  de  ce 
ravon  de  courbure  ou  obtient  bien  deux  directions  dis- 
tinctes pour  la  tangente  en  M'.  On  peut,  en  particulier^ 
cliuisir  pour  ce  rayon  de  courbure  une  valeur  infinie  et 
une  valeur  nulle.  A  la  preniièi  e  correspond  la  droite  MT, 
à  la  seconde  le  point  M  considéré  comme  cercle  de  rayon 
imj. 

On  voit,  en  outre,  que,  si  les  éléments  décrits  par  M' 
dans  ces  deux  cas  sont  en  contact,  leur  direction  com- 
mune est  celle  de  la  tangente  eu  M'  pour  une  valeur 
(juel conque  du  rayon  de  courbure  en  M. 

L'application  du  critérium  précédent  est,  en  général, 
des  plus  aisées.  Par  exemple,  dans  le  cas  des  adjointes 
des  directions  soit  normales,  soit  tangentielles,  rappelées 
plus  haut,  le  premier  des  deux  éléments  considérés  a 
partir  de  M'  est  dirigé  suivant  PM',  le  second  suivant 
OM',  et  ces  deux  éléments  ne  sont  évidemment  pas  en 
contact;  tandis  que,  dans  le  cas  des  courbes  parallèles, 
signalé  ci-dessus  comme  ex^'Uiple  de  la  circonstance  con- 
traire, le  premier  élénieut  est  dirigé  suivant  la  paral- 
lèle à  MT  menée  par  M',  le  second  suivant  le  cercle  de 
centre  M  et  de  rayon  MM',  et  ces  deux  éléments  sont 
bien  en  contact. 

11  faut  remarquer  que,  si  la  construction  fait  dépendre 
le  point  M'  de  la  tangente  MT  à  Texclusion  du  point  IW, 


(  v./,  ) 

aïKjuel  cas  lo  preiuîrr  membre  de  (a)  prend  la  forme-» 

le  premier  des  deux  éléments  ei-dessus  définis  se  réduit 
à  un  point,  lequel  peut  toujours  être  considéré  comme 
en  contact  avec  toute  ligne  qui  eu  est  issue.  Il  est  d'ail- 
leurs bien  facile  de  reconnaître  a  priori  que  la  courbe 
obtenue  nVst  pas,  en  ce  cas,  une  adjointe  infinitésimale. 
Comme  exemple  d'une  telle  circonstance,  ou  peut  citer 
les  polaires  réciproques  et  les  podaires. 

[Klle] 

CONCOURS  DE  LÉGOLE  DES  PONTS  ET  CHAUSSÉES  (1899). 
GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE; 

Solution  r.KOMKTRiQtiR  par  M.  ALLAN  Jiî)RROI.D. 


Lieu  des  centres  des  cercles  qui  passent  par  un  point 
donné  a  et  détachent  sur  une  droite  donnée  L  un 
segment  pq  de  longueur  constante. 

Soient  apq  un  cercle  répondant  h  la  question  et  c  son 
centre.  Décrivons  un  second  cercle  concentrique  au  pre- 
mier et  t.nngent  (;n  h  h  la  droite  L.  Joignons  le  point  a 


\ 

[ 

c- 

1  1 

h,  y     q/ 

ù 

X 

C    y 

^      c 

f.    ----_ 

au  point  li  et  le  centre  c  au  point  ^,  seconde  inlerseclion 
de  ah  avec  le  petit  cercle. 

l^a  droite  cg  ainsi  obtenue  rencontre  la  perpendiru- 
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laire  aoj  abaissée  de  a  sur  L,  en  ua  poinl/^qui  est  fixe, 
quelle  que  soit  la  position  du  centre  c. 

En  effet,  si  Ton  mène  de  a  la  tangente  at  au  petit 
cercle,  cette  tangente^  égal^  ^  p^^\  ^  une  longueur  con- 
stante, et,  par  suite,  le  produit 

aff,ah=  at^ 
est  aussi  constant. 

Le  lieu  du  point  g  est  donc  un  cercle,  transformé  par 
inversion  de  la  droite  L^  et  comme,  par  raison  de  symé- 
trie, le  centre  de  ce  cercle,  qui  passe  par  a,  se  trouve 
sur  ao,  il  doit  coïncider  avec  le  point  /,  à  cause  des 
triangles  afg^  gch,  qui  sont  semblables  et  isoscèles. 

La  distance  du  centre  c  au  point  fixe  f  se  compose 
donc  du  rayon  cg^  augmenté  de  la  longueur  constante  g/. 
Si  donc  on  prolonge  ck  d'une  longueur  hk  égale  à  gf 
les  points  tels  que  A'  appartiennent  à  une  droite  D  pa- 
rallèle à  L,  et  Ton  voit  que  le  lieu  du  point  c  est  une 
parabole  ayant /comme  foyer  et  D  comme  directrice. 

Remarque.  —  On  voit  immédiatement,  sur  la  figure, 
que  le  paramètre  de  la  parabole,  égal  à  dfet,  par  suite, 
à  oa^  est  indépendant  de  la  grandeur  du  segment  pq. 

CERTIFICATS  D*£TUD£S  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1899.    -    COMPOSITIONS. 


Besançon. 

Analyse. 

Epreuve  écrite.  —  Question  de  cours.  Exposer  la 
théorie  du  changement  de  variables  dans  les  intégrales 
doubles. 

Ann.  de  Malhémat.,  3«  série,  t.  XIX.  (Mai  1900.)  i5 
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Etant  donné  un  système  de  coordonnées  rectangu- 
laires Ox,  Oy^  Ozy  on  considère  le  paraboloïde  et  le 
cylindre  représentés  par  les  équations 

ar^-h  y^  —  2  az  =  o, 

x^-h  z* —  2az  =  o, 

ou  a  est  une  constante  positive;  calculer  le  2>olume  de 
la  partie  du  cylindre  intérieure  au  paraboloïde. 

On  a  à  effectuer  Tintégrale  double 


dz    I  /-i  az  —  x^dx\ 

•^—y/taz—  s« 

eu    la  calculant   d'après   les    méthodes    classiques,   on 
trouve  -Tza^, 

Epreuve  pratique.  —  Une  surface  de  révolution 
engendrée  par  une  cycloide,  tournant  autour  de  sa 
base,  est  représentée  par  les  deux  équations 


\/x*-hy^  =  i^  cosu,         z  =  u  —  sinw; 

calculer  les  aires  comprises  entre  les  parallèles  de  la 
surface  correspondant  aux  valeurs  suivantes  du  para- 
mètre u  : 


ir        t:        t: 

M  =  0,       -,        -,       -. 


On  a  à  calculer  l'intégrale  8u  /  sin'  -  rfa,  eu  prenant 
pour  limites  inférieures  et  supérieures 


Il        7:        7c        11        ir 

^'       a'>       â^      7'       7>       ""' 
06442 


MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 

Épreuve  écrite.  —  Un  point  pesant  est  attaché  à 
i extrémité  d'un  fil  inextensible  suspendu  à  un  point 
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fixe  :  irouifer  la  courbe  sur  laquelle  le  fil  doit  $^ enrou- 
ler »  pour  que,  dans  le  mouvement  de  ce  pendule^  la 
tension  reste  constante.  Trajectoire  du  point  M.  Loi 
du  mouvement. 

En  prenant  pour  axe  des  y  une  verticale  dirigée  vers 
le  bas,  désignant  par  a  Tangle  de  la  vitesse  avec  une 
horizontale,  ou  a  pour  équations  du  mouvement 

m-j^,- =  Tsina,  '^  ^  =m^  — Tcosa, 

T  étant  une  constante.  Ou  déduit  de  ces  équations  Téqua- 

lion  des  forces  vives.  De  plus,  en  les  combinant  après 

1  .  I  •   1*  '  •  dy       dx 

les  avoir  multipliées  respectivement  par  —  -^  ^'  ^  '  ^*^ 

en  désignant  par  v  la  vitesse,  Ton  a 


dx 
~di 


mv  -jj  =  mg  cosa  —  T, 


et,  en  combinant  cette  équation  avec  celle  des  forces 
vives,  Ton  a 


/— /o  = 


b .    ^^    imgb  cosadoL 

(T—  mg  cosa)2  '  (•^  —  —  ("T— w^cosa)»  ' 


les  équations  permettent  de  discuter  la  trajectoire  qui 
est  comprise  entre  deux  horizontales  fixes  si  T  >•  mg  et 
se  compose  alors  d'une  suite  de  boucles.  Si  T  <C  mg^  la 
trajectoire  se  compose  d^une  boucle  avec  deux  branches 
infinies  et  d^une  courbe  rappelant  une  hyperbole.  La 
courbe  sur  laquelle  le  fil  doit  s'enrouler  est  la  développée 
de  celle-ci.  L'arc  de  cette  développée  est  égal,  à  une 

constante  près,  à  -7-;  on  déduit  de  là  facilement  les  diffé- 

di 
rentielles  des  coordonnées  d'un  de  ses  points  par  rapport 
à  l'angle  a,  ce  qui  permet  de  la  discuter.  Quant  à  la 
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nature  du  mouvement,  l'équation  des  forces  vives  montre 
que  la  vitesse  ne  peut  jamais  s'annuler. 

Nancy. 

Calcul  différentiel  et  Calcul  hstégral. 

Épreuve  écrite.  —  i°  Intégrer  y"'  -^  y'  z=z  tgx. 

2**  Equation  différentielle  des  lignes  de  courbure. 

3**  Lignes  de  courbure  de  la  surface  engendrée  par 
les  tangentes  à  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  cir- 
culaire.  Si  un  point  décrit  une  ligne  de  courbure  dif- 
férente des  génératrices  rectilignes,  Vun  des  centres 
de  courbure  principaux  correspondants  décrit  une 
ligne  géodésique  du  cylindre. 

Epreuve  pratique.  —  Aire  d'une  zone  de  parabo- 
loïde  de  révolution  comprise  entre  le  sommet  et  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe.  Déterminer  ce  plan  de  façon 
que  l'aire  de  la  zone  soit  le  double  de  l'aire  latérale 
du  cylindre  de  même  base  et  de  même  hauteur,  et  ré- 
soudre numériquement  l'équation  trouvée. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  i"  Question.  Détermination  de 
la  densité  moyenne  de  la  Terre  et  de  la  constante  f  du 
système  solaire  au  moyen  de  la  balance  à  doubles  pla- 
teaux. 

Faleur  numériq  ue  de  f  :  i°  dans  le  système  C  G  .S  ; 
2**  en  prenant  pour  unités  la  distance  moyenne  de  la 
Terre  au  Soleil,  la  masse  du  Soleil  et  l'année  tropique. 

i""  Question.  On  considère  le  lieu  géométrique  des 
points  de  la  surface  terrestre  pour  lesquels  une  étoile  E 
se  lèv>e  ou  se  couche  au  moment  oit  elle  passe  au  méri- 
dien supérieur  à  Nancy. 
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I**  Equation  de  ce  lieu  en  coordonnées  rectangu-- 
laires. 

2*  En  coordonnées  géographiques  {longitude  l  et 
latitude  o). 

3"  Distinguer  sur  le  lieu  les  points  qui  correspondent 
au  leuer  et  au  coucher  de  l'étoile  E. 

On  connaît  le  grand  axe  2X  et  r excentricité  e  du 
méridien  elliptique  de  la  terre;  on  connaît  aussi  la 
longitude  /©  de  Nancy  et  la  déclinaison  D  de  l'étoile  E. 
Les  longitudes  seront  supposées  comptées^  à  partir  du 
méridien  de  Paris,  de  o?  à  36o**  vers  l'Est. 

Epreuve  pratique.  —  La  durée  de  la  F'évolution 
sidérale  de  la  planète  découverte  par  M.  TF'itt,  le 
i3  août  1898,  est  de  642^08;  l'excentricité  de  son 
orbite  est  0,21 139. 

Calculer  le  temps  qui  s'écoule  depuis  le  passage  de 
la  planète  à  son  périhélie  jusqu'au  moment  où  son 
rayon  vecteur  est  perpendiculaire  au  grand  axe. 

Algèbre  supérieure. 

Epreuve  écrite.  —  i""*  Question.  Démontrer  que  la 
fonction 

^^  (Ta 

ail  V  est  un  argument  constant^  satisfait  à  chacune  des 
équations  différentielles 

2®  Question.  1**  Si  les  coordonnées  d'un  point  va^ 
riahle  d'une  courbe  sont  définies  par  les  égalités 

I    p'u—p'ç  . 

ipu  —  pv  J        r  I  \  /» 
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OÙ  II  désigne  un  paramètre  variable  et  v^  une  constante^ 
montrer  que  V équation  de  la  courbe  est  de  la  forme 

et  que,  réciproquement^  on  peut  choisir  les  invariantes 
g'i  ^^  gi  ^^  la  fonction  p  et  la  valeur  de  la  constante  v 
de  façon  que  les  coeJ/îcients]a2,  aj,  a4  aient  des  valeurs 
données  à  l'avance, 

2**  En  supposant  que  l^on  effectue  sur  x  une  trans- 
formation  rationnelle  linéaire  qui  ramène  le  polynôme 
du  quatrième  degré  précédent  à  la  forme 

former  Véquation  qui  donne  les  valeurs  de  k,  et  en 
déduire  les  valeurs  de  ce  paramètre  pour  lesquelles  les 
quatre  racines  du  polynôme  forment  une  proportion 
harmonique. 

Épreuve  pratique.  —  Réduction  à  la  forme  cano- 
nique de  Le  gendre  des  deux  intégrales 

r*        dx  r*        dx 
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Besançon. 
Analyse. 


Épreuve  écrite.  —  Un  angle  droit  OMP,  dont  le 
côté  MP  a  une  longueur  constante  a,  se  meut  de  telle 
sorte  que  son  côté  OM  passe  par  un  point  fixe  O  et  que 
le  point  P  décrive  une  droite  fixe  Ox  passant  par  O. 
Le  point  M  décrit  alors  une  courbe  passant  parO. 


k 
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Evaluer  l'aire  comprise  entre  cette  courbe   et  une 
corde  0M|  faisant  V angle  a  avec  Vajce  Ox.  Calculer 
le  volume  engendré  par  cette  aire  tournant  autour 
de  Ox. 

L'aire  demandée  a  pour  valeur  — (cota  H-  a j  ; 

le  volume  demande  a  pour  valeur ir—. • 

^  isina 

Epreuve  pratique. —    i*^  Sachant  que  Von  a 

X       \  x^       1,3  X» 
I        1    3        2,4    5 

calculer  arcsîn^  à  un  millième  près, 

2,"*  On  considère  V hypocycloide  à  trois  rebrousse- 
ments  engendré  par  un  point  d'un  cercle  de  rayon  ~ 
qui  roule  intérieurement  sur  un  cercle  de  rayon  i. 
Calculer  la  longueur  totale  de  cette  courbe  à  un  cen- 
tième près. 

Pour  la  première  question ,  on  calcule  les  quatre 
premiers  termes  de  la  série  à  un  dix-millième  près.  On 
ajoute  et  on  laisse  de  côté  la  quatrième  décimale. 

Pour  la  seconde  question,  la  longueur  de  la  courbe 
est-^,  soit  5,33  avec  l'approximation  demandée. 

Caen* 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Trouver  l'intégrale  générale 
de  l'équation 

d^  z  dz  dz 

dxdy         dx  dy  ~~    * 

chercher^  parmi  les  surfaces  représentées  en  coordon^ 
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nées  rectangulaires  par  cette  intégraley  celle  qui  con- 
tient à  la  fois 

1  "  La  droite  x  z=z  i ,  z  =:y-^  \ , 

a"  Le  cercle  y  =o^  X'-k-  z^  —  2 x  =  o. 

Equation  de  la  surface  -  =  ' — 

^      /  2  r  —  x^      y  -^^ 

II.  Déterminer  les  surfaces  de  réi^olution  telles  quen 
chacun  de  leurs  points  le  rapport  des  rayons  de  cour- 
bure principaux  aient  une  valeur  donnée  a  ;  quelle  doit 
être  la  forme  de  a  pour  que  V équation  de  la  surface 
ne  dépende  que  des  fonctions  circulaires  ou  logarith- 
miques? Etudier  le  cas  de  ol^=z  —  i . 


La  question  est  classique  :  rintégration  n'amène  que 
des  fonctions  élémentaires  quand  a  est  l'inverse  d'un 
entier. 

Pour  a  =  —  I ,  la  surface  est  une  alysséide. 


Épreuve  pratique.  —  Intégrer  l'équation 


■f: 


dx^  dœ^^     dx^^  '  dx^^^  dx^ 

*d*y       ^dy 

y  =(A-f-  Ba?-t-  Gj:*)e-^-h  (D-h  Ea7)cosar 

X^  € 

-t- (F -I- Ga?)sinj:  H- ar' — (ôx^-\-6x  -h 


^4 


Clermont. 
Analyse. 


Épreuve  écrite.  —  Trouver  les  courbes  telles  que  la 
polaire  d'un  point  M  de  la  courbe  par  rapport  à  un 
cercle  donné  passe  par  le  centre  de  courbure  de  la 
courbe  au  point  M  ;  en  second  lieu,  telles  que  la  polaire 
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d'un  point  M  par  rapport  à  un  cercle  donné  divise  le 
rayon  de  courbure  du  point  M  dans  un  rapport  donné. 

Epreuve  pratique.  —  Caluler  à  tôïïôô  P^'^^  '^  valeur 
de  r intégrale  définie 


s. 


e-^^dx. 


MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  V extrémité  K  d^ une  barre  rec- 
tiligtie,  homogène,  pesante^  glisse  sans  frottement  sur 
un  plan  horizontal.  Trouver  le  mouvement  de  cette 
barre.  Calcul  de  la  réaction  en  A. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  Vaire  plane 
homogène  ASEB  limitée  par  un  arc  SE  de  parabole  y  la 
partie  AS  de  l^arc  qui  va  du  sommet  à  la  directrice, 
une  portion  AB  de  la  directrice  et  la  parallèle  BE  à 


Uarc.  Calculer  les  distances  du  centre  de  gras^ité  de 
l'aire  aux  droites  AS  et  AB,  ainsi  que  les  moments 
d'inertie  de  cette  aire  par  rapport  aux  droites  AS 
et  AB  en  supposant 

AS  =  4o,         BE  =  90,         Densité  de  Taire  =  i. 
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Dijon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Assigner  tes  valeurs  des  con- 
stantes a,  byC  pour  lesquelles  il  existe  quelque  surface 
jouissant  de  la  propriété  que  sa  normale  au  point 
(x,  y^  z)  passe  toujours  par  le  point  {ajj  ix,  cz);  for- 
mer l'équation  générale  de  ces  surfaces  dans  r hypo- 
thèse Cyéi^et  examiner  le  cas  ou  Von  a  c  =  i . 


MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Deux  tiges  articulées  AB,  AC 
homogènes,  pesantes,  sont  assujetties  à  rester  dans  un 
plan  vertical  sans  frottement.  Les  extrémités  libres  B 
et  C  glissent  sans  frottement  sur  une  horizontale. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  déuiation  pro- 
duite par  la  force  centrifuge  composée  due  au  mouve- 
ment de  rotation  de  la  Terre  dans  la  chute  d'un  corps. 

Données  : 

Hauteur  de  chute 5oo™ 

Accélération  de  la  pesanteur. . . .  9 ,8088 

Latitude 48'*5o'  î  i' 

Durée  du  Jour  sidéral 86164  secondes  de  temps 

moyen. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Etablir  la  fonction  de  s  qui 
représente  la  probabilité  pour  qu'une  erreur  soit  com- 
prise entre  o  et  s.  Définition  de  l'erreur  moyenne  y  de 
l'erreur  probable. 

Epreuve  pratique.  —  És'aluer  la  probabilité  pour 


(  235  ) 
ffuune  erreur  soit  comprise  entre  ±  a,  a  étant  égal 
aux  ~  de  l'erreur  probable. 

On  sait  que  l'erreur  probable  r^  et  la  constante  h 
sont  liées  par  la  relation  At^  =  0,4769363. 

Grenoble. 

Calcul  DippàRBNTiSL  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Une  surface  réglée  2  est  engen- 
drée par  le  mouv^einent  d'une  droite  G  qui  se  meut 
d'une  façon  déterminée  en  rencontrant  constamment 
une  coîu'be  directrice  D,  et  Von  demande  quelle  con- 
dition doit  être  remplie  pour  que  la  courbe  D  soit  la 
ligne  de  striction  de  la  surface  S.  On  détermine  la 
noiTnale  à  la  surface  S  en  un  point  de  la  ligne  D. 

Montrer  que,  dans  le  cas  ou  la  droite  G  rencontre 
constamment  la  courbe  D  sous  un  angle  constant,  cette 
courbe  est  une  ligne  géodésique  de  la  surface  S. 

Application.  —  Un  cercle  étant  donné,  trouver  une 
surface  réglée  dont  ce  cercle  soit  la  ligne  de  striction, 
les  génératrices  rencontrant  cette  courbe  sous  un  angle 
constant. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

C*      sin  mx        , 
J^    T(xi-^ay 

m  et  a  étant  réels  et  positifs. 

MÉCANIQl'E. 

Épreuve  écrite.  —  Un  point  matériel  non  pesant  M, 
mobile  sans  frottement  sur  un  paraboloïde  de  rés^o- 

lution  dont  l'équation  r  = =^  >  est  soumis  à  Vac- 


\ 


(2i6) 

lion  d'une  force  parallèle  à  Or  et  fonction  connue  de 
la  distance  r  du  point  au  plan  tangent  au  sommet 

Z  =  m/{r)         (m  masse  du  point) 

I**  Trousser  le  moui^ement  du  point,  la  projection 
de  sa  trajectoire  sur  le  plan  xy,  et  la  réaction  de  la 
surface; 

2°   Traiter  complètement  la  question  quand 

Z=~— ,^>     (lJi>o); 

3°  Déterminer  la  fonction  f(r)  de  telle  sorte  qu'on 
puisse  disposer  des  données  initiales  de  façon  que  la 
réaction  soit  constamment  nulle. 

Epreuve  pratique.  —  Un  tétraèdre  homogèneOAKCj 
de  densité  p,  est  tel  que  le  trièdre  O  est  trirectangle 
et  les  trois  arêtes  O  A,  OB,  OC  sont  égales  à  une  même 
longueur  a.  On  prend  les  trois  droites  OA,  OB,  OC 
pour  axes  xyr  et  Von  demande  : 

I**  De  former  les  sommes  Hmx^,  Smj'^,  2//ir^,  Smjr, 
^mrx^  ^mxjy  m  étant  un  élément  de  la  masse  du 
corps  au  point  xjr  ; 

î"  Ecrire  V équation  de  l' ellipsoïde  dHnertïe  du 
corps  relativement  au  point  O  par  rapport  aux  axes 
xjr\ 

3**  Rapporter  cet  ellipsoïde  à  un  système  d^axes 
principaux  d'inertie  et  trouver  les  valeurs  des  mo- 
ments principaux. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  — Etablir  les  formules  des  correc- 
tions de  parallaxe  : 

i"  Pour  les  coordonnées  équatoriales; 
2°  Pour  les  coordonnées  azimutales. 


(  =»37  ) 

Épreuve  pratique.  —  Étant  donnés  les  trois  côtés 
fl,  6,  c  dun  triangle  sphérique,  calculer  les  angles  A, 
B,  C  et  les  variations  qu  éprouvent  les  angles  A,  B,  C 
quand  les  côtés  éprouvent  des  accroissements  ù a,  85, 
oc. 

Données  numériques  : 

a  =  ii3*'a'56',64,  ^  =  8a°29'28',4o,  c  =  74°54'3i%o6. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1789. 

( 1898,  p.  148  ) 

Les  cordes  communes  à  l* ellipse  et  à  ses  cercles  oscula- 
leurs  en  deux  points  conjugués  se  rencontrent  sur  une 
courbe  ayant  même  aire  que  V ellipse, 

(E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Soient  x  =  acoscp,  j'  =  ôsin<p  les  coordonnées  d'un  point  P 
de  Tellipse.  La  corde  commune  à  Tellipse  et  à  son  cercle  oscu- 
lateur  au  point  P  coupe  la  conique  en  un  second  point  P'  de 
coordonnées  a7  =  acos3©,  y  =  —  ôsinS^p,  conséquence  d'un 
théorème  bien  connu  sur  la  somme  des  angles  excentriques  des 
points  d'intersection  d'un  cercle  avec  une  ellipse. 

La  corde  PP'  aura  donc  pour  équation 

bxco^^  —  aj^-sincp  =  a6cos29. 

On  trouvera  la  corde  correspondant  à  un  point  conjugué  de  P 
en  remplaçant  cp  par  ya  -h  9,  d'où 

bxsino  -h  aycoscp  =  aôcosa®. 

Ces  deux  droites  se  coupent  en  un  point  de  coordonnées 

X  =  a(coscp  -f-  sincp)cos20, 

j^  =  6(coso  —  5incp)cos20. 


(  238  ) 

Pour  évaluer  la  surface  limitée  pour  cette  courbe,  utilisons 
la  formule 

d'où  après  quelques  réductions 

71 

COS*3lO,<5?© 


•  =  4  «^  / 
=  7.ab  I 


0 

cos*    ^,do  =  aÙTz. 

0 


Question  179i. 

(1898,  p.  19».) 

Dans  un  quadr angle  quelconque  ABGD,  soient  : 
a  le  cercle  passant  par  les  projections  de  A  sur  les  côtés 

du  triangle  BCD  ; 
P  le  cercle  passant  par  les  projections  de  B  sur  les  côtés 

de  CDA  ; 
Y  le  cercle  passant  par  les  projections  de  G  sur  les  côtés 

de  DAB  ; 
3  le  cercle  passant  par  les  projections  de  D  sur  les  côtés 

de  ABC. 

Démontrer  que  les  cercles  a,  p,  y,  o  passent  par  le  même 
point,  qui  est  le  point  commun  aux  cercles  d'Euler  des 
triangles  BCD.  GDA,  DAB,  ABG.  (G.  Gaulcci.) 

SOLUTION 
Par  M.  A.  Droz-Farny. 

Le  théorème  proposé  est  une  conséquence  directe  des  deux 
propositions  bien  connues  : 

i.  Les  projections  orthogonales  d'un  point  quelconque  d'une 
hyperbole  équilatère  sur  les  côtés  d'un  triangle  inscrit  déter- 
minent une  circonférence  qui  passe  par  le  centre  de  la  courbe 
(voir  Nouvelles  Annales,  3*  série,  t.  IV,  p.  SaS). 

2.  Le  lieu  géométrique  des  centres  des  hyperboles  équila- 


téres  circonscrites  à  un  triangle  donné  est  Je  cercle  d'Kuler  tle 
ce  triangle. 

Les  huit  circonférences  proposées  se  coupent  au  centre  de 
l'hyperbole  équilatère  circonscrite  au  quadranglc"  ABCD. 

Question  1792. 

(  1898.  p.  19S.  ) 

Démontrer  la  formule 

où  CJ,  désigne   le   nombre  des   combinaisons   simples  de 
m  lettres  k  à  k.  {  A.  CAS^AairAX.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Droz-Farny, 

On  a  la  relation  bien  connue 

C^  pX— I  _.   pX 

En  faisant  varier  X  de  o  à  A*  on  a  la  suite  trégalitiîs 
I        =  I, 

C?/t     =  G,„_,  -+-  G„|_| , 


c*^t  =  Gî^-^-c*-^, 

Additionnons  ces  égalités  après  les  avoir  multipliées  respec- 
tivement par  (— i)o,  (—1)*,  (— )*,  ...,(—!.»*;  on  a 

X=* 

(-i)*cî,.,=2(--o^c.î. 

X=o 


QUESTIONS. 

18o0.  Soient,  dans  la  circonférence  circonscrit!^  au  trîanj^ïe 
ABC,  a,  P,  Y  les  points  diamétralement  opposés  au\  ^omincis 
A,  B,  C: 


(  Mo  ) 
PY  coupe  AG  et  AB  en  /et  /'; 
ay  coupe  BA  et  BG  en  m  et  m'; 
ap  coupe  GB  et  GA  en  n  et  n'. 

On  mène  /Oi,  mOi,  /lOi  respectivement  perpendiculaires  à 
GO,  AO,  BO,  de  même  /lO,,  m|Ot,  /iiOj  respectivement  per- 
pendiculaires à  BO,  GO,  AO. 

Démontrer  que  : 

(°  Les  trois  droites  /Oi,  /nOi,  nOi  se  coupent  en  un  même 
point  Oi; 

2**  Les  trois  droites  /lOj,  /«lOj,  riiOf  se  coupent  en  un 
même  point  O^; 

3"  Les  trois  points  Oi,  O,  Oj  sont  en  ligne  droite  et 

00i  =  00,; 

4*  La  droite  OiOj  est  parallèle  à  la  droite  de  Brocard  du 
triangle  ABG.  (A.  Droz-Farny.) 

1851.  Soient  ABG  un  triangle  et  S  une  conique  circonscrite 
donnés. 

Les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  de  l'angle  A  ren- 
contrent, pour  la  seconde  fois,  £  en  a  et  a'.  Les  cordes  aa', 
PP',  yy'  se  coupent  en  un  même  point  P. 

Si  la  conique  £  passe  par  un  quatrième  point  fixe  D,  quel 
sera  le  lieu  de  P  pour  toutes  les  coniques  du  faisceau  ABGD? 

(A.  Droz-Farnt.) 


ERRATA. 


3*  série.  Tome  XVIII,  1899,  p-  58o,  dernière  colonne,  biffez  1790 
{voir  même  t.,  p.  53a). 

Page  591,  deuxième  colonne,  ajoutez  à  sa  place  alphabétique 
G.  Servais,  532. 

Tome  XIX,  1900,  p.  53,  lignes  4  cl  suivantes,  au  {ieu  de 

P  -h  g  cos4>  =p  =/?jSin4», 
lisez 

p  ■+■  7Cos<t>  —  p  —  p^s\nfp, 

et  corrcclions  analogues. 
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Sqj0t. 


Les  axes  Ox,  Oy,  O  z  étant  supposés  rectangu- 
laires, on  donne  dans  le  plan  yOx  le  cercle  (C) 
et  la  droite  (D)  définis  par  les  équations 


(C) 
(D) 


^'-f-  -s' —  c'  z  —  o, 
z  —  c      =  o, 


puis  on  considère  une  hyperbole  équilatère  (II) 
située  dans  un  plan  (H)  {fig-  i)  passant  par  Oz 


Fig.  .. 


et  dont  les  sommets  réels  A  et  A!  sont  situés,  le 

premier  sur  la  droite  (D),    le  second  sur  le 

cercle  (C)  (le point  X'  étant  distinct  du  point  O). 

I®  Lorsque  le  plan  II  tourne  autour  de  O^, 

Ànn.  de  Mathémat.y  3"  série,  t.  XIX.  (Juin  1900.)  16 


(  M^  ) 
l'hyperbole  (H)  engendre  une  surface  du  troi- 
sième ordre  (S)  tangente  au  plan  des  xy  tout  le 
long  de  Vaxe  Ox. 

2®  On  considère  une  droite  variable  (A)  assu- 
jettie à  s'appuyer  sur  Ox  et  sur  la  droite  (D),  et 
le  point  M  (/ig-  2),  non  situé  sur  Ox  ou  sur  (D), 


intersection  de  la  droite  A  et  de  la  sur/ace  cu- 
bique (S). 

Montrer  que  les  coordonnées  du  point  M  s'ex- 
priment rationnellement  en  fonction  des  deux 
coordonnées  variables  du  point  (jl,  trace  de  la 
droite  A  sur  le  plan  z  =  2c. 

3°  Quand  le  point  M  décrit  la  section  de  la 
surface  (S)  par  un  plan  (P),  le  point  (jl  décrit 
une  cubique  (F)  quand  le  plan  (P)  varie,  la 
cubique  (F)  passe  par  six  points  fixes  qui  sont 
les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 

4"*  Trouver  toutes  les  droites  tracées  sur  la 
surface, 

S^  Quand  le  point  M  se  déplace  sur  la  sur- 
face (S)  de  façon  que  le  plan  tangent  en  M 
passe  par  un  point  fixe  de  l'espace,  Q,  le  point  fx 
décrit  une  conique. 
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Ou  doit  se  trouver  le  point  fixe  pour  que  cette 
conique  se  décompose  en  deux  droites  ou  se  ré- 
duise à  une  droite  double? 

Que  peut'On  conclure  de  là  pour  le  cône  cir- 
conscrit à  la  sur/ace  (S)  et  dont  le  sommet  est 
le  point  Q? 

6®  Étudier  le  lieu  du  point  M  quand  le  point  ]x 
décrit  une  droite  située  dans  le  plan  z  =  2c. 

Conditions. 

Le  Concours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles annales  de  Malhémaliqucs, 

Le  meilleur  INlémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i"  A  un  crédit  de  loo*^^  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  M.  Gauthier- Villars; 
*?/"  A  la  publication  du  Mémoire; 
3"*  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
AVANT  LE  i5  urovEMBRE  iQoo,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  novembre  et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  flxée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires ;  mais,  à  mérite  égal ,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
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reste  que  l'insertion  d'un  Travail   trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  décembre  1900,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

I®  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2^  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  RÉnACTEuns. 


[Klc] 

POUR  LA  GÉOMÉTRIE  RÉGENTE; 

Par  m.  Giacomo  CANDIDO,  à  Pise. 


Cette  Note  est  une  continuation  d'un  précédent  ar- 
ticle (  *  )  ;  pour  abréger,  je  ne  reproduirai  pas  les  formules 


(')  Formules  pour  l'étude  d'une  figure  remarquable  {N,  A., 
1899,  P-  3i). 


IK) 
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que  j'y  ai  indiquées.  J'en  ai  ajouté  d'autres,  quelques- 
unes  tirées  de  l'article  de  M.  le  professeur  Ferrari  (men- 
tionné loc.  cit.);  et  d'aulres  qui  résultenl  de  la  combi- 
naison de  celles-ci  et  de  celles  trouvées  par  moi  dans 
l'article  dont  je  viens  de  parler. 

Voici  les  matières  qui  y  sont  développées  : 

Point  de  Lemoine  et  sa  généralisation,  indication 
sur  le  cercle  de  Lemoine;  angle,  point,  cercle  de  Bro- 
card j  théorème  d'où  découle  comme  cas  particulier  le 
point  de  Gergonne;  quelques  points  qui  proviennent 
d'un  théorème  de  M,  Terquem;  formules  générales  sur 
le  triangle  podaire  et  sur  le  triangle  pédal  d'un  point, 
et  quelques  observations  pouvant  être  d'une  certaine 
utilité. 

Les  formules  fondamentales  dont  je  me  suis  servi 
peuvent,  à  mon  avis,  rendre  des  services  dans  les  ques- 
tions de  Géométrie  récente. 

Indiquons  par  x,  y,  z  les  distances  de  P  à  a,  i,  c, 
respectivement  ;  on  a  alors 

z  ==XP  sine  =    ^^  ^'"^  \/U-^P)i^P  -H  c«)  —  «y  , 

(i  ->rp  -^ pq)  ^b*p^-hc^-h  îi6ccosA 


r  =  AP  sin(A-  9)  =     e  sin  A  v/( .  +  pjîb^-^ C ) -  a^p_ ^ 

(i  -^p-^ pq)  yjb'^p^  -h  c»  -h  '2^ccosA 


^n    .    ^  amsinC /(iH- m)(a*//i -4- 6*)  —  me* 

j'=CPsinJ  = ^-^^ — --  -- —  ' — ^j 

(i-+-  m-f-  tnp)  \'a'^m'^  -h  6*  -i-  labm  cosG 


x  =  GPsin(C-0=       *»inC/(.+  /n)(««"»  +  6')-^ 


(iH-  771  -I-  mp)  yja^ni^  -h  ^'^  H-  'xabm  cos  C 

c^r  sinB /(!-+- <7)(c*^-f-a*)— 6*g  _ 
(1  -h  7  -h  ntq)  ^c^q^-\-a^  H-  '^acq  cosB 


a?  =  BPsino  =  — ^^ — ,  ^ — — - — r — ^  —  > 


--  =  BP  sin(B  -  o)  =  _''^ilLL/0±>T(.rl+/'')-ï!i'/. ._  , 
{i-h  q -h  mq)  ^c^q^-\- a- -i-j.acq  COS B 
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Supposons  maintenant  qu'on  demande  quelles  sont 
les  valeurs  de  m^  /;,  q  pour  lesquelles  on  a 

x=y  =  z. 

Egalisant  alors  deux  à  deux  les  valeurs  de  x^y^  z  que 
nous  avons  données,  ou  a  • 

6/>  sinA  =  csinA,       am  sinC  =  6sinC,        ^csinB  =  asinB, 

d'où  l'on  tire 

c  b  a 

^       b  a  *       c 

On  voit  tout  de  suite  que  dans  ce  cas  le  point  P  est 
le  centre  du  cercle  inscrit. 

Supposons  qu'on    demande  que  le  point   P  soît  tel 

qu*on  ait 

ax=  by  =  cz^ 

alors  répétant  la  nièine  opération  que  ci-dessus,  on  a 

/7^c  sinA   =6csinÀ, 
mab  sin  G  =  a6  sin  C, 
qac  sin  B    =  ac  sin  B, 
d*où  Ton  lire 

m  =/!  =  7  =  1, 

et  le  point  demandé  est  le  harycentre  du  triangle. 

Supposons  encore  que  Ton  veuille  savoir  quel  est  le 
point  pour  lequel  ou  a 

X       y  _  ^ 
a       b  '^  c 


il  résulte  toujours  de  nos  formules 


b       c  a       b 

c 


^   ^        b  bu  ^  a       c 


d'où 

c2  b^  a2 

'         b^  a^  *        c2 


X 

^  y  ^  ^ 

an-\ 

l,n-l          c'*-*  * 

(^47) 
c«  fe  point  demandé  est  précisément  le  point  de  Le- 
moine. 

Enfin  supposons  qu'on  demande  les  valeurs  de  m,  p^ 
if  pour  lesquelles  on  a 


alors 


Ce  point  a  été  étudié  par  MM.  G.  Longcliamps,  Thirj, 
Lugli,  etc.  ;  nous  l'indiquerons  par  K„, 
La  formule  du  professeur  Ferrari 

(B)    pô'  ^  ÂQ V /yi BQ  V  mypÇQ '       mpa* -i- b^ g -^  c^  ^^ 
^  1 -4- m -i- m^  (i  H- m -h/n/?)*       ' 

que  le  lecteur  interprétera  aisément,  permet  d^établir 
l'existence  du  cercle  de  Lemoine;  on  peut  voir,  pour 
le  développement  de  ces  idées,  le  beau  Mémoire  de 
M.  Tbiry  déjà  cité.  On  observera,  en  outre,  que  la  for- 
mule (B),  comprend,  dans  sa  généralité,  des  résultats 
obtenus  pour  le  calcul  des  distances  particulières. 

â.  Construisons  par  nos  formules 

tang^  =  tangO  =  tang^  =  tangco; 
ou  a 

bp  s'inX  o^sinB  am  sinC 

(i)     — tl = 2 =    =  tangco. 

c-hbpcosA       a -^  cq  cosB        o-hamcosL 

On  a  alors  aussi  l'équation 

I(cotcu  —  cotA)  (C0t(i>  —  C0tB)(C0t(D—  cotC) 
I 
sin  AsinB  sinC' 

d'où 

a»  -+-  6>  +  c' 


cotw  =  cotA-f-  cotB4-  cotC  = 


as 
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De  (i)y  substituant  la  valeur  trouvée  pour  tanga>, 


P  = 


9  = 


d'où 


a  siaG(colA -i- colB)* 

c 
6sinA(colB-4-  rolG)' 

a 
c  siii B(colA-+-coiC)' 


m  = 


6« 


^  =  ^ 


Nous  indiquerons  par  û  le  point  déterminé  par  ces 
valeurs  de  m,  p,  q. 

Construisons,  de  même, 

tang(A  —  6)  =  lang(B  —  <p)  =  tang(C  —  J)  =  tangu)'; 

on  obtient 

csinA  asinB 


(2) 


6sinG 

=  tangto, 


bp  -\-  c  cos  A        cq  -i-  a  cos  B        ani  -j- 
d'où  résulte  une  équation  identique  à  (i'),  et,  par  suite, 


(3) 


cot(i>  =  coltii  =  ScotA  =  — — 

45 


Le  point  déterminé  par  les  valeurs  de  m,  /7,  q  indi- 
quées dans (2) sont 


/7i=  -  sinG(cotA  -i-colB), 

ç 

p  =  j  sin  A(cotB  -4-  cotG), 
7  =  -  sinB(cotA  h-  cotG), 


d'où 


p=r^' 


(  M9) 

Nous  indiquerons  par  Q'  le  point  déterminé  par  ces 
valeurs  de  m^  p,  q. 

L'angle  w  indiqué  dans  (3)  est  l'angle  de  Brocard. 

Les  deux  points  Û  et  Ù!  sont  les  points  de  Brocard. 

Au  moyen  de  la  formule  (B)  et  en  tenant  compte  de 
ce  qu'on  a  trouvé  auparavant,  on  calcule  facilement  les 
distances  OK2)  OÛ,  ^2^^  où  O  est  le  centre  du  cercle 
circonscrit  au  triangle^  K2  et  Q  sont  respectivement  les 
points  de  Lemoine  et  de  Brocard.  Ou  a 

Ôk"/=R»(i  — 3tang«(D), 

ûKi  =4R>sin«(«>  — 3RUaDg*(o, 

d^où  l'on  tire 

et  de  là  on  conclut  que  : 

Le  point  Q  se  trouvée  sur  le  cercle  qui  a  pour  dia^ 
mètre  OK^. 

Par  analogie,  on  démontre  que  û'  se  trouve  sur  la 
même  circonférence. 

La  circonférence  sur  laquelle  se  t rouvrent  û,  û',  Ko, 
0  est  celle  qu'on  appelle  circonférence  de  Brocard. 

3.  Proposons-nous  le  problème  suivant  : 

Quels  sont  les  points  tels  que  les  droites  qui  joignent 
leurs  projections  sur  les  côtés  avec  les  sommets  du 
triangle  soient  concourantes  ? 

De  nos  formules  on  déduit,  en  indiquant  par  Va^  ^bj 
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P«  les  projections  de  P  sur  a,  b,  c  respeclivement 

a-i-cq  cos  B  v/(i-4- y)(c*y  +a«)  —  b*q 


BP*  = 


mq 


P6A  = 


v/c* y*  H- a*  H- 2 ac^  cos  6  '  "^ 

a/n-f-6cosC  /(n-/n)Ca'/w-+- 6*) — mc^ 


v/a»w*-4-6«-f- 2  ac^r  cos  B  i-h  m -4- m/? 

^H-a/ncosC  /(i-4- m)(a*/n-+-6*)— /ne* 


I  -{- mmp 


v/a*  m*  -f-  6*  -h  2  acy  cos  B 

bp-^  c  cos  A  /(i-h  ^)(6*/)*-4-c*)  —  a*/? 


i-^p-^pq 


^Jb^p^  -t-  c*  H-  2  ÔC/?  COS  A 

*/>-hccosA  v^(i-h  />)(6*y>*-i-c*)  —  a*/? 


yjl%p\^  c*-4-  26c/?  COS  V  I  -^Z'  -+-/>^ 

p  D ?^ j*"  «  co?^^ v^(i-H-  y)(c*^  -H  g*)  —  ^'^ 


v/c*gr*4-a*-l-2acgr  cosB 


I  -h  5^  -h  mgr 


Puisque  AP^,  BP^,  CP^  concourent  en  un  point,  on 
doit  avoir 

ÂP^.BP^.cp^  =  pTb.pTc.pIâ, 

équation  qui,  par  les  formules  précédentes,  devient 

(a)     a{ 6*/>j(cosB  cosG  —  cos  A) 

-^b[ c'^q  J(cosA  cosC  -—  cosB) 

-h  c( a'w  j(co8A  cosB  —  cosC)  =  o, 

et  aux  valeurs  de  niy  p,  q  qui  satisfont  à  cette  équation 
correspond  un  point  demandé. 


LVquation  (a)  est  vérifiée  par  -  z=  m^  j  =  p^  -  =q, 


(  >i'    ) 
<e  qui  nous  donne  comme  point  P'  K?  poïiit  de  Ger- 
gonne. 

Ou  |>eul  dire  la  même  cliosc  du  point  i^onjugué  isoLo^ 
mkjuede  P.  Le  point  de  Gergonne  peut  s'obtenir  encore 
il'uue  autre  manière,  que  nous  indiquerotis  brièvement. 

Le  théorème  suivant  est  bien  connu  (  ^  )  ; 

En  joignant  un  point.  T|  aux  sommtUs  d'un  tri- 
angle, le  cercle  qui  passe  par  les  trois  points  Ti^,  T,*^  ' 
Tic  déterminés  sur  les  côtes  a,  h,  c  par  les  droites  KV y  ^ 
BT,,  CT,  coupe  les  côtés  en  trois  antres  points  T^nj 

T26,  T2C  tels  que  les  droites  qui  les  joignent  auj:  sont-  j 

mets  opposés  sont  concourantes  en  un  point  T3, 

Nous  appel lerons/;om£5  de  Terquem  les  poi  nts  T^  ,Ti* 

Relativement    à   ces  points,  indiquons  le   tliéorènie  ' 

suivant  : 

Si  le  point  T,  est  déterminé  par  les  rapports  /«,  />,  1 

ff^  le  point  Ta  est  déterminé  par  les  rapports 


a'             b^p         c^pq 

ni  = 
P  = 

1  -+-  /n  1  -H  /?  ï-hq 
a*              b^p         c^pq^ 

I  -+-  /?i  i-hp  l-t-q 
b^            c^q      ^    a'^mq 

1  -f-/?         1  H-  y         J  +  f/( 

b^       ^      c^q      ^    a^mq' 
c'            a^m         b^mp 

7'  = 

i-h  q        I  -f-  m        1  -t-  // 

c'             a^m          b'^mp 

Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  démontrer  celte  pro- 
position. 

'■)  .V.  A.,  p,  î.>3;  18',  î 


(   aSa  ) 

Si  l'un  des  points  de  Terquem  est  le  barycentre,  on  a 
alors  ni  =  p^=  q  z=  i  ;  et,  en  correspondance, 

,_  rt' —  b*-\-  c''  _  c  cosB  ,_  6'—  c'-h  a'  __  acosC 

~~  a* -h  b^  —  c*  ~  b  cos  G  '         ^  "~  6'  -h  c*  —  a*  ""  c  cos  A  ' 

c' — rt'-hô*        6  cos  A 


^  = 


c'-f-a- — ^^        acosB' 


on  voit  que  le  second  point  de  Terquem  est  Torllio- 
centre  du  triangle.  Au  moyen  des  formules  établies  dans 
les  paragraphes  précédents,  on  trouve  môme  le  ras 
o\xm'=m^  p'=  Pj  q'=qj  ou  bien  le  cas  où  les  deux 
points  de  Terquem  sont  coïncidents,  et  de  cette  manière 
on  a  de  nouveau  le  point  de  Gergonne. 

4.  Surface  c  du  triangle  pédal  du  point  P.  —  Par 
nos  formules,  on  a 

PD  _.  pq  /(>  -^p)(c*p  -+-  b*)  —  a^p  ^ 

(l4-/>)(l-i-/?4-/>.y) 

PE  ^  my/(iH-9r)(cî<y  -^ai)—biq^ 
(i-hq){i-hq  -^mq) 

pp.  _^  mp^{\^m){a'^m-\-b^)— c^m ^ 
~~  (i -î- /n)(i4- w  4- /n/>)        ' 

sin  EPD  =  sinO  cos(B  —  <p)-^  cos 6  sin(B  —  cp), 
sin  DPF  =  sinj  cos(A  —  0)  -h  cosÇ  sin(  A  —  6), 
sin  FPE  =  sinçpcos(G  —  ;)  "+"  cos9sin(C  —  Ç). 

De  cette  manière,  on  connaît  tous  les  éléments  néces- 
saires pour  le  calcul  de  la  surface  a-;  calcul  que  nous 
omettons,  pour  abréger,  et  qui  donne  la  formule  très 
simple 

(.iS  =  surface  du  triangle  ABC). 


(1 -+-/?)(! -f-m)(i-+-<7) 
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Si  le  point  P  est  le  point  K,,,  on  a 


(a«H-6«)(a«-h  c«)(^'*H-c«) 


Observons  particulièrement  que  de  cette  formule  on 
déduit  (jue  :  Les  surfaces  des  triangles  pédals  (  *  )  des 
points  de  Letnoine  et  de  Brocard  sont  données  par 
Vunique  formule 

_  9.Sa»6«c« 

'""  (a«H-6»)(6«-f-c»)(a>H-c»)' 

De  la  formule  générale  qui  donne  (t,  on  déduit  que 

La  surface  (Xf  du  triangle  pédal  du  point  isotomique 
du  point  P  est  précisément  o-. 

5.  Surface  Sp  du  triangle  podaire  du  point  P.  — 
De  nos  formules  (A),  on  déduit  aussi  la  surface  du  tri- 
angle podaire  du  point  P,  qui  est  : 

g  _      >pS [(i  -h/?)(6*7?-f-  c«)  —  a^p]  sin»  A 
^~"  (i-h  p  -^  pqy  (b^p*-^  c*-h  2.bcpcosX) 

mS[(i-h  m){a^m-^  6*)  —  rnc^]  sin«B 
(  IH- m -4- m/>  )' (  a* /n* -f- 6«  H- 2  a6m  cos  G) 

(i  -+-  m  -h  mqj*  {c^q^-h  a' -h  'àacq  cosB) 
Si  le  point  P  est  le  barycentre  du  triangle,  on  a 

Si  le  point  P  est  le  point  de  Lemoine,  on  a 
^  12S» 


(')  Triangle  obtenu  en  joignant  deux  à  deux  les  pieds  de  trois 
cériennes  concourantes. 


(  '-^54  ) 
6.  Remarque,  —  Il  faut  observer  que  riiUerprétation 
géométrîqiie  de   quelques   idenlités    algébriques   entre 
les  m,  p^   q  est  parfois  utile.  Nous  en  donnerons  un 
exemple  :  Ou  vérifie  ai  sèment  l'identité 


(I) 


mp 


m  •+■  mp 


m 


nxq 


pq 


mq 


L'interprétation  géométrique  résultant  de  nos  formules 
est  la  suivante  : 

Si  trois  droites  tirées  par  les  sommets  d'un  triangle 
se  coupent  en  un  même  point  P,  on  a  la  relation 


DP 
AD 


PK 
BE 


PF 
CF 


De  la  relation  (I),  ou  déduit  aussi  les  autres  identités 
algébriques 


(11) 

1  -h  m  H- 

mp 

•H- 

l-^p-+-pq 

(III) 

m 
1  -h  m  -+- 

mp 

-4- 

P 

l-^p-^pq 

qui, 

sommées^ 

donnent 

i-h  m 

, 

-i- 

î-4-/> 

1-+-  /n-h 

mp 

l-^p-^-pq 

H- 


q  -f-  mq 
9 


■pq 


mq 


=  2, 


relation  dont  rinlerprétalion  géométrique  est  la  sui- 
vante :  Si  trois  droites  menées  par  les  sommets  d'un 
triangle  se  coupent  en  un  point  P,  on  a  : 


AP 
ÂD 


BP 
BE 


CP 
CF 


Comme  on  le  voit,  les  trois  idenlités  (]),  (II),  (III) se 
déduisent  les  unes  par  les  autres  ;  mais  il  y  a  plus  :  Si 
l'une  de  ces  identités,  par  exemple  (III),  appartient  au 


> 
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point  P,  alors  une  de  celles  qni  restent^  et  en  ce  cas  la 
relation  (II),  appartient  au  point  conjugué  isotomiqae 
de  P.  C'est  ce  que  le  lecteur  vérifiera  aisément. 


[F8f]  [Hlld] 

EXPOSITION  GÉOMÉTRIQUE  ÉLÉMENTAIRE  DE  QIIELOIIKS 
PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DES  FONCTIONS  ELLIP- 
TIODES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE; 

Par  m.  E.-M.  LÉMERAY. 


C'est  par  le  calcul  intégral  que  les  fonctions  ellipti- 
ques se  sont  introduites  dans  la  Science,  et  c'est  dans  le 
calcul  intégral  qu^il  faut  puiser  les  démonslralions  de 
leurs  propriétés  et  les  méthodes  de  calcul  si  Ton  veut  de 
la  rigueur  et  de  la  généralité.  Mais  Temploi  des  inté- 
grales prises  entre  des  limites  imaginaires  fait  appel  à 
des  connaissances  peu  familières  au  début;  et,  tout  en 
laissant  de  côté  les  méthodes  de  calcul  des  fonctions 
elliptiques,  il  y  a  profli  à  se  rendre  compte  auparavant, 
par  des  moyens  plus  simples,  de  leurs  propriétés  prin- 
cipales et  en  particulier  de  leur  double  périodicité.  C'est 
ce  qu'on  a  essayé  de  faire  dans  ce  Travail  au  moyen 
d'une  représentation  géométrique  qui  fut  la  générali- 
sation d'une  représentation  convenable  des  fondions 
circulaire.^. 

Nous  considérerons  les  anciennes  fonctions  elliptiques 
sn,  en  et  du,  en  nous  bornant  même  à  la  première  à 
laquelle  les  deux  autres  se  ramènent  facilement,  puis 
nous  dirons  quelques  mots  de  la  fonction  p  de  Weier- 
strass. 
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Comme  sn  dégénère  soit  en  sinus,  soit  en  tangente 
hyperbolique,  nous  examinerons  d'abord  ces  deux  fonc- 
tions  et,  avec  plus  de  détails,  la  première,  la  plusfami- 
lière,  pour  laquelle  la  représentation  géométrique  sera 
bien  facile  h  comprendre.  La  méthode  s'étendra  ensuite 
tout  naturellement  à  la  seconde  et  au  cas  général  desn. 

Notre  point  de  départ  sera  le  théorème  d'addition. 


I.  -  Si 


NUS. 


1.   Considérons  d'abord  une  fonction  de  p  que  nous 
appellerons  sinp  telle  que  Ton  ait 


I*        sin  (p  -^  q)  =  sinp  s/ \  —  sin^^r  -f-  sin^  /i  —  sin*/?, 
2"  sinO  =  o, 


30    ii^\    ^ 

\     dp     /p=o 


Nous  admettrons  ici  qu'une  telle  fonction  existe  (  *  ). 
Supposons  p  constant  et  q  variable  ;  posons 

sin/?  =  a,         sin^=rF,         sin(jD  h- gr)  =  jr, 
on  a 

(i)  y  =1  a^  i  —  a?*  -h  a?  /i  —  a'. 

Nous  supposerons  a  réel  positif  plus  petit  que  1,  et 
X  réel  et  plus  petit  que  i  en  valeur  absolue. 

(*)  Abel  a  donné  {Œuvres  complètes^  t.  I,  pi  64;  1881)  les  con- 
ditions nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'une  relation  donnée 

S.['e(p)V(q)] 

entre  F(/7)  et  ¥{q)  représente  un  théorème  d'addition.  Ilfautque^ 
ne  change  pas  quand  on  permute  pelq.  li  faut  de  plus  que,  si  Ton 
remplace  F{q)  par  £[F(^),  F(r)]  la  fonction 

S|F^.£[F(^).F(r)]| 

ne  change  pas  quand  on  permute  /?,  g  et  r. 


?  '.   6 


/- 


!■■■ 
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Sur  deux  axes  reclangulaîri:^  U.r,  Oy  {jig^  0  t'^«- 

Fig.  t. 


T^"> 


slruisons  ia  courbe  représentée  par  réquatioo  (i),  C*C3t 
une  ellipse  dont  le  grand  axe  esl  dirigé  suîviinl  la  bissec- 
trice positive  de  Tangle  xOj\  elle  est  lan^'ente  aux 
quatre  droites  j:  =  di  i ,  ^  =  ±  i ,  Les  deux  racines  de 
Téquation  ^  =  x,  sont  plus  piUÎtes  que  i  un  valeur 
absolue. 


2.  Cela  posé,  partons  du  point  P^  où  Tellipse  coupe 
la  partie  négative  de  Taxe  0,r  trt  traçons  la  ligue  brisée 
PoOP,  M|P2  . . .  dont  les  côtés  sont  tour  à  tour  paral- 
lèles à  Ox  et  à  O^;  dont  les  sonitncls  sont  alternative- 
ment sur  Tellipse  et  sur  la  bissectrice  positive  OB  de 
l'angle  xOy^  et  en  ayant  soin  de  prendre  parmi  les 
deux  intersections,  quand  elles  sont  distinctes,  d'une 
verticale  avec  V ellipse  celle  qui  n'est  pas  symétrique 
(P2  par  exemple)  du  point  précédent  (P^  )  par  rapport 
àOB. 

D'autre  part,  sur  deux  axes  rectangulaires  O^j  Oy, 
construisons  une  courbe  C  de  la  manière  suivante  : 
Marquons  sur  Oz  les  points  d'abscisses  o^  ac,  ..,  0  étant 
une  longueur  arbitraire,  puis,  aux  ordonnées  correspon- 
dantes, les  points  P',,  P^,   .-.  avant  intimes  ordunnées 

Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  i.  M\.  (Juin  tfjnn.)  JJ 
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que  M,,  M^,  ...  ou,  ce  qui  revient  au  même,  que  Pi, 
Po,  ...  {^fig^  2)  et  faisons  passer  par  Torigine  et  par  ces 


Fig.  a. 


points  une  courbe  continue  C.  Menons  la  tangente  OT 
à  Torigine,  mesurons  le  coefficient  angulaire  t  de  cette 
tangente^  puis  traçons  une  courbe  F  d'ordonnées  égales 
à  celles  de  C,  mais  d'abscisses  t  fois  plus  grandes.  La 
courbe  F  représente  la  fonction  sinr  comme  on  le  verra 
tout  à  l'heure. 

Il  faut  avant  tout  donner  un  sens  précis  à  l'opération 
qui  consiste  à  faire  passer  une  courbe  continue  par  les 
points  O,  P',,  P'2,  .... 

3.  Montrons  d'abord  qu'on  peut  trouver  une  valeur  a^ 
telle  que  Fellipse 


y^a^yfx 


X  ^ \  —  a\ 


permette  d'obtenir  un  nombre  de  points  deux  fois  plus 
grand  que  la  première 5  je  veux  dire  qu'elle  fournisse 
les  points  donnés  par  la  première,  et  de  plus  d'autreis 
points  situés  chacun  entre  deux  des  premiers.  Soient 
Q,,  Qo»  •••  J^s  points  obtenus  sur  la  seconde  ellipse; 


(  '^h  ) 

Q,,  Qa  soiil  les  analogues  de  P|,  P^,  ...  on  a 

ordonnée  Qi  =  ai,         ordonnée  Qa=  -Jiai  y^i  —  a\. 

En  écrivant  que  les  ordonnées  de  P|  et  Q^  sont  égales, 
ou  a  une  équation  d'où  Ton  tire  pour  ai 


«^  =  =^\/- 


±\/i  —  a* 


De  ecs  quatre  valeurs  nous  laisserons  de  côté  les  va  leurs 
négatives,  puisque,  par  convention,  le  paramètre  qui 
définit  Tellipse  doit  être  positif;  pour  voir  laquelle  des 
deux  valeurs  positives  nous  devons  choisir,  supposons  a 
très  petit.  Pour  qu'il  y  ait  continuité,  il  faut  que  l'or- 
donnée de  Qi  soit  comprise  entre  zéro  et  l'ordonnée 

de  Q2,  c'est-à-dire 

o  <</!<  a. 

Cela   ne  peut   avoir  lieu   si   l'on    prend 


V. 

car  Ton  aurait 


.,V^ 


aaf  <  I  -h  /i  —  a'        ou        /i  — rt*<-2rtj  —  I, 

ce  qui  est  impossible,  le  premier  membre  de  la  seconde 
in^alité  étant  positif,  et  le  second  étant  négatif  pour 
peuqae a  soil  plus  petit  que  -jz-  Il  faut  donc  prendre 


«.=  V^ 


— /i  — rt* 


Montrons  main  tenant  généralement  que  si  le  point 
Qt|i  ([A  entier)  de  l'ellipse  de  paramètre  «i,  a  même 
ordonnée  que  le  point  Pjx  de  l'ellipse  de  paramètre  a, 
les  points  Q21M-2  de  la  première  et  Pjjl+i  de  la  seconde 
auront  aussi  mùme  ordonnée.  Soit  y  l'ordonnée  de  Qjjjl 


(  26o  ) 
et  de  P|i.;  on  a  d'une  part 

ordonnée  Pjjl-+-i  =  a  /i  —  y^ -h y  y/i  —  «* 


et  remplaçant  «  par  sa  valeur  2fl,  y/ 1  —  a\ 


ordonnée  Pjjt-Ht  =  aai/i  —  a\  ^\  —  y^-^ y{,\  —  a\), 

D'aulre  part  soient  tji,  T^a  les  ordonnées  de  Qajt+i  et 
QaiH-a»  on  a 

Tji  =  ai  /i  —  ^«  -h  ^  /i  —  a\        Y)i=  aiv/r  — V-hr^iv/i— «î, 

d'où 

I  — Yjî  =  i  — a}(i— ><«) 

OU 

»  —  ^î  =  (/«  —  r*  /'  —  «î  —  «17)*' 
et,  par  suite, 

r„=ai[v/i  — ^V'  — a*  — «irl 

Tj,  =  2ai /i  —  /'  /[  —  aj  -+-  ^'(i  —  2a} )  =  ordonnée  Pji-i-i- 

Toutes  les  valeurs  qui  représentent  les  ordonnées  des 
points  P,  se  retrouvent  ainsi  parmi  les  valeurs  des 
ordonnées  des  points  Q;  donc  si  l'on  fait  le  tracé  de  la 
Jig.  a  en  partant  de  Tellipse  de  paramètre  a^  et  en  pre- 

8 
nant  pour  équidistance  -  au  lieu  de  S  on  obtient  une 

suite  de  points  parmi  lesquels  se  trouvent  les  points 
obtenus  d'abord. 

On  peut  ensuite  déterminer  un  nouveau  paramètre  /la 
par  la  relation 

et  prendre  pour  équidistance  —  >  etc.  On  aurait  ainsi  une 


(  «6.   ) 
suite  de  points  de  plus  en  plus  rapproches  pour  déter- 
miner la  courbe  C. 

Voici  maintenant  une  remarque  dont  nous  aurons 
besoin.  Les  quantités  a,  ai,  aa,  .  .  .  tendent  vers  zéro; 
Ton  trouve  aisément 

Soit  £  la  valeur  de  aii\  construisons  une  courbe  telle 
que  C  en  partant  de  rellipsede  paramètre  e  et  en  prenant 
pour  équidistancc  8  =  e.  On  peut  prendre  n  assez  grand 
pour  que  e  soit  plus  petit  qu'une  quantité  assignée 
d*avance,  «i  peiite  qu'elle  soit;  à  la  limite  le  coefficient 
angulaire  t  de  la  tangente  à  Torigine  à  la  courbe  C  est 
égal  à  i;  et  cette  courbe  C  se  confond  avec  F. 

Enfin  l'on  arrive  au  même  résultat  si  l'on  prend 
pour  e  une  quantité  infiniment  petite  quelconque,  car 
Ton  pourrait  déterminer  a  de  manière  que  a„  eût  une 
valeur  donnée. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pourrons,  dans  la  suite, 
partir  d'ellipses  dont  le  paramètre  a  (tout  en  restant 
positif  et  plus  petit  que  i)  peut  avoir,  soit  une  valeur 
quelconque,  soit  certaines  valeurs  finies,  soit  une  valeur 
infiniment  petite,  et  les  résultats  obtenus  dans  chaque 
cas  particulier  seront  applicables  à  tous  les  autres  cas. 

4.  Vérifions  que  la  fonction  représentée  par  la 
courbe  F  satisfait  aux  trois  conditions  imposées.  Pour 
démontrer  que  Ton  a  (/?  et  ^  étant  toutefois  réels) 


sin(/7  -h  z)  =  %\np^\  —  sin*5  -h  sin^  /i  —  sia^/?, 

il  suffit  de  supposer  que  le  paramètre  a  de  Fellipse  est 
égal  à  sin/7.  Si  l'on  prend  sur  Fellipse  {fig-  i)  un  point 
dont  Fabscisse  soit  égale  à  sinz,  son  ordonnée  sera 

a  /i  —  sin'3  -+-  sin^  y/i  —  a*  =  si»C/?  -+-  z). 
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Valeur  el  dérivée  à  l'origine.  —  D'après  la  manière 
même  dont  ou  construit  la  courbe  T,  on  a 


,    ,    ^  /ds\nz\ 

s,n(o)=o,         (-5^j^^^ 


Torigine  est  un  zéro  de  la  fonction,  et  c'en  est  un  zéro 
simple. 

5.  Equation  cl ijj'crentielle.  —  Supposons  maintenant 
que  Ton  soit  parti  d'une  ellipse  définie  par  une  valeur 
très  petite  du  paramètre  a  et  que  Ton  ait  pris  5  =  r* 
comme  équidis tance  dans  la  construction  de  la  courbe  C. 
Soient  Pp.,  PjjL+i  deux  des  sommets  successifs  de  poly- 
gone sur  l'ellipse,  d'ordonnées  j^jx  <it  ^ji+i  \  la  différence 
des  ordonnées  des  deux  points  correspondants  de  la 
courbe  F  est  j^ji.+i  — y^^  la  différence  de  leurs  abscisses 
est  fl,  la  sécante  a  pour  coefficient  angulaire 

a 

mais  OB  étant  la  bissectrice  de  l'angle  Jooy^  le  point  de 
l'ellipse  qui  a  pour  ordonnée  ^jjuj.i  a  pour  abscisse  j|i. 
Le  coefficient  angulaire  est  donc 

quand  a  tend  vers  zéro,  ce  rapport  tend  vers 

a  est  h  la  limite  l'accroissement  dz  de  z  ;  si  Ton  remplace 
généralement  j^^  p^ry^  on  a 


^,=v/.-j-. 


Période.  —  On  a  vu,  au  ii"  2,  (pi'il  faut  choisir  parmi 
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deux  intersections  supposées  distinctes  de  l'ellipse  avec 
une  parallèle  à  Oy^  celle  qui  n'est  pas  symétrique  du 
point  précédent  par  rapport  à  OB.  En  général,  les  deux 
intersections  seront  distinctes;  mais  il  est  facile  de  voir 
que  par  continuité  il  y  a  des  valeurs  de  a  telles  qu'un 
élément  horizontal  de  la  ligne  brisée  est  tangent  k 
Tellipse  et  que  le  fait  se  produit  dès  le  premier  tour  fait 
sur  l'ellipse  par  une  mobile  la  parcourant  dans  le 
sens  ^  et  rencontrant  les  points  P|,  Pa,  .... 

Soit  Mpt  le  point  où  OB  coupe  le  côlé  P^,  Mjx  de  la 
ligne  brisée  parallèle  à  oxet  tangent  à  l'ellipse  {Jig-  3). 

Fig.  3. 


L'ellipse  admettant  les  deux  bissectrices  pour  axes  de 
symétrie,  l'on  a 

ordonnée  Pjj.-i  =  abscisse  P|i.=  ordonnée  Pjjl+i. 

M|(_,  etMjiU).!  3^^^  confondus-,  et  ainsi  de  suite.  La  ligne 
brisée  constitue  donc  un  polygone  fermé  ayant  les  bis- 
sectrices pour  axes  de  symétrie  et  l'on  reviendra  au 
point  Po  après  un  certain  nombre  (entier)  d^ opéra- 
tions. La  fonction  s\nz  est  donc  périodique. 
Il  résulte  encore  de  cette  symétrie  que,  si  l'on  désigne 

par  -  la  plus  petite  valeur  de  ;:  pour  laquelle  la  fonction 


(  afiî  ) 

est  maximum  (égale  à  i),  on  a 

.    37: 
!•  siiiTT  =  o,         sin  — -  = — I,         sin2'n:  =  o; 

2'*       sin( — z)  =  —  sinz,         sin  f  —  — z  )  =  sin  j  — -+- ^  J  . 

La  longueur  oo'  ^fiS'  ^)  l'^p'^îsfî»*-^*  'a  période  aT.  La 
dîslance  OR  =  3,i4>   •••  représente  la  demi-période. 

6.  Nous  allons  voir  maintenant  que,  quand  la  variable 
est  purement  imaginaire,  il  en  est  de  môme  de  la  fonc- 
tion. Soity  une  valeur  complexe  de  5,  telle  que  la  fonc- 
tion prenne  la  valeur  purement  imaginaires  y/ —  i,  où  a 
est  réel.  Si,  au  théorème  d'addition,  nous  remplaçons 
dans  le  second  membre  a  et  r  par  a\l —  i,  il  devient 


aa  y/—  i  /i  -h  a"; 

il  est  donc  encore  purement  imaginaire  et  nou.s  pouvons 
l'écrire  y  \/ —  i ,  y  étant  réel^  en  substituant  la  valeur 
ainsi  trouvée  à  x  (ce  qui  est  la  traduction  analytique 
du  procédé  géométrique  du  n®  2)  nous  aurons  une  nou- 
velle valeur  encore  purement  imaginaire 

a/— I  /i-h^ï-f-^/— I  y/i  -h  a*,    ..  .; 

donc,  pendant  que  la  fonction  prend  la  valeur  zéro 
et  les  valeurs  purement  imaginaires  que  nous  ve- 
nons d'obtenir,  la  variable  prend  les  valeurs  o,  /,  a/, 
3y,  ....  Soient  u-\-  s^\J —  i  nue  valeur  de  la  variable 
et  L)  -4-  V'  \l  —  I  la  valeur  correspondante  de  la  fonction. 
Représentons  snr  deux  axes  rectangulaires  oa^  oy  la  va- 
leur de  la  variable  par  un  point  d'abscisse  u  et  d'or- 
donnée i',  et  sur  deux  autres  axes  rectangulaires  OU, 
OV,  la  valeur  de  la  fonction  par  un  point  d'abscisse  U 
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et  d'ordonnée  V.  D'.après  ce  qu'on  vient  de  voir,  quand 
la  fonction  prend  les  valeurs  qu'on  vient  d'obtenir  et 
qui  sont  situées  sur  Taxe  imaginaire  OV,  les  valeurs  cor- 
respondantes de  la  variable  sont  situées  sur  une  droite 
du  plan  iiO(^  passant  à  l'origine.  Comme  au  n^  3,  on  peut 
prendre  a  assez  petit  pour  que  z  puisse  être  considéré 
comme  le  produit  d'un  entier  assez  grand  |x  par  un 
nombre  complexe  assez  petit  y,  d'argument  constant. 
Alors,  quand  la  fonction  décrit  l'axe  OV,  la  variable 
décrit  une  droite  passant  à  l'origine. 

II  reste  à  montrer  que  cette  droite  est  nécessairement 
Taxe  o^,  sans  quoi  la  fonction  ne  serait  pas  analytique. 

En  cilel,  l'on  sait  que  pour  une  telle  fonction  les  rela- 
tions entre  u  et  c,  représentées  par  les  conditions 

U  =  o,        V  =  o, 

sont  figurées  dans  le  plan  uov  par  des  courbes  qui  se 
coupent  aux  points  racines  de  la  fonction,  et  que  si  l'un 
de  ces  zéros  est  un  zéro  simple,  les  deux  courbes  qui  y 
passent  se  coupent  orthogonalement.  Dans  le  cas  que 
nous  considérons,  les  deux  courbes  sont  des  droites^ 
elles  sont  donc  perpendiculaires  :  l'une  étant  l'axe  o/i, 
l'autre  est  l'axe  ov. 

7.  Période  imaginaire.  —  Dans  le  cas  de  la  variable 
réelle,  nous  l'avons  considérée  comme  le  produit  d'un 
nombre  réel  par  un  entier,  jjl,  qui  indique  le  nombre 
d'opérations  par  lesquelles  on  passe  d'un  point  P  au  sui- 
vant. Ici,  nous  le  considérons  comme  le  produit  d'un 
nombre  imaginaire  par  un  nombre  entier  gardant  la 
même  signification  concrète  que  tout  à  l'heure.  Appe- 
lons conjuguéeà'nne  fonction  donnée  la  fonction  réelle 
définie  par  le  théorème  d'addition  de  la  première  après 
que  l'on  y  a  remplacé  j^y  a  ci  x  par  j  ^ —  i,  a  y— i 
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et  X  y^ —  I .  Toute  fonction  donnée  n'admet  pas  néces- 
sairement une  conjuguée  (*).  Quand  le  fait  se  produîr, 
la  période  imaginaire  d'une  fonction  s'interprète  facîKî- 
ment.  C^est,  au  facteur  y/ —  i  près,  la  période  réelle 
de  sa  conjuguée  et  réciproquement . 

8.  En  remplaçant,  dans  réc|ualion  (i),  ^,  a  et  ar  par 
y  \-  —  1  ,a  v/ —  I  et  x  ^ —  i ,  il  vient 

y  ^  —  I  =  a  / —  I  /i  -h  iF* 


^-^  X  }/—  I  /i  -+-  a', 


ou 


^  =  a  y/i  -H  j»»  -H  .r  v/i  -f-  a*. 


Appliquons  la  même  représentation  géométrique  qu'à 
l'équation  (i).  La  courbe  (a)  est  une  hyperbole  {fig.  4) 


qui  admet  les  bissectrices  pour  axes-,  la  bissectrice  posi- 
tive OB  étant  Taxe  non  transverse,  ses  asymptotes  ont 
des  coefficients  angulaires  positifs  qui  ne  sont  ni  nuls 
ni  infinis. 


(')  Telles  sont,  par  exemple,  e*  et  la  fonction  p  dont  on  pariera 
plus  loin.  Pour  qu'il  y  ait  une  conjuguée,  il  faut  que  la  fonction 
donnée  soit  réelle  ou  purement  imaginaire  en  même  temps  que  la 
variable. 


(  267) 

Si  l'on  iracc  la  ligne  brisée  P...,  M_,  P^OPi  Mi  dé- 
fliiie  de  la  même  manière  que  précédemnieut,  on  voit 
qae  les  ordonnées  des  points  obtenus  croissent  ou 
décroissent  indéfiniment.  En  traçant  les  courbes  ana- 
logues aux  courbes  C  et  F,  on  a  la  courbe  représentant 
la  fonction  qui  satisfait  au  théorème  d*addition  (2).  Si 
l'on  fait  en  sorte  que  la  courbe  ait  pour  coefficient  angu- 
laire à  Torigine  l'unité,  elle  représente  la  fonction  dési- 
gnée sous  le  nom  de  sinus  hyperbolique.  Pour  5  =  dzoo 
on  a  Sh(z)  =  ±:oo. 

On  voit  que  si  Ton  suit  la  ligne  brisée  toujours  dans 
le  même  sens,  on  ne  rcvieiit  jamais  au  point  de  départ. 
SIi^  n'a  donc  pas  de  période  réelle;  aa  conjuguée  sin^ 
w*fl  donc  pas  la  période  imaginaire.  C'est  ce  résultat 
qu*il  nous  importait  de  connaître. 

9.  De  la  définition  de  la  fonction  Shz  donnée  au  n^  8, 
il  résulte  qu'on  a 

sin(^  / —  1)  =  ^ —  I  Shs. 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  d'attacher  un  sens 
à  la  fonction  sin^  quand  z  prend  une  valeur  complexe 
de  la  forme  u-^v\/ — i.  En  appliquant  le  théorème 
d'addition  on  a 

sin(a-f-  p/—  1) 


l  sin( 


(^)    \       =  siou  y/i  —  (sinp  y^—  i)'-f-  3in(j^  / —  i)  /i  —  sin^  u 
(       =  sinw /i -h  Sh't'  -f- / — iSht»      v^i  —  sin*  tt 

de  la  forme 

U  -f.  V  v/^^. 

Si  donc  l'on  se  donne  v  et  que  l'on  fasse  varier  m, 
la  fonction  sin(M-|-ry^ — i)   reprend  la  même  valeur 
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chaque  fois  que  sinii  reprend  la  même  valeur,  c'est- 
à-dire  quand  u  varie  de  amie  (m  enlier).  Par  suite,  si 
dans  le  plan  uo^  {J^ff-  ^)  l'<»^  trace  des  parallèles  â  ov 

Fig.  5. 


Vo 


Z, 


distantes  de  îïtc,  on  pourra  dire  que,  chaque  fois  que  z 
prend  des  valeurs  représentées  par  des  points  tels  que 
Z|,  Z2  ayant  dans  chaque  bande  des  positions  relatives 
semblables,  la  fonction  sinz  reprend  la  même  valeur. 

10.  Aux  n""  1  et  8,  nous  avons  examiné  le  cas  où  la 
variable  est  purement  réelle,  et  celui  où  elle  est  pure- 
rement  imaginaire.  Nous  allons  maintenant  nous  rendre 
compte  de  ce  qui  se  passe  quand  z  décrit  une  parallèle 
à  Taxe  ou.  Chacune  des  valeurs  de  la  fonction  est  repré- 
sentée en  coordonnées  U  et  V  {/iff.  6)  par  un  point 

Fig.  6. 


d'abscisse  U  et  d'ordonnée  V,  IJ  et  V  étant  les  fonctions 
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réelles  définies  par  réquatîoii  (3), 

U  =  sin tt  v/i-HSh«i»,         V  =  Sh  p  /i  — sin*M. 

Soit  s^^  l'ordonnée  de  la  parallèle  à  ou  décrite  par  z 
ifië'  5);  et  soit  Vo  la  valeur  correspondante  de  la  fonc- 
tion ;  quand  z  prend  les  valeurs  u  +  (^o  V^ —  1 9  la  fonction 
est 

5in(M-i-Po  /—  i)  =  sini*  /i  4-  Sh*<^o-^-  / — i  Sh  p©  /i— sin'a. 

Posons  sin  m  =  Ç  ;  on  aura 

u~  i  /rpv5=o, 


V  — Vov'i-?»   =0. 
En  éliminant  ^  entre  ces  deux  équations,  nous  aurons 

^^^  ,  +  Vî"*"  vj  -'' 

ellipse  ayant  pour  foyers  les  points  U  ^=  ±  i  et  coupant 
l'axe  oV  en  lii  V^;  à  chaque  valeur  de  V©  correspond 
une  ellipse  délerminée.  Ces  ellipses  jouiront  de  la  pro- 
priété suivante. 

La  valeur  de  la  fonction  est  représentée  par  un  point  Q 
du  plan  UOV*,  z  a  alors  dans  son  plan,  ou  plutôt  dans 
une  quelconque  des  bandes  du  plan  uot^,  une  position 
délerminée^  quand,  à  partir  de  ce  point,  z  décrit  une 
parallèle  à  ou,  la  fonction  décrit  dans  le  plan  UOV 
1  ellipse  de  foyer  ±  i  passant  par  le  point  Q. 

En  appliquant  la  même  méthode  au  cas  où  z  décrit 
une  parallèle  à  Taxe  ot^,  on  trouve  pour  représenter  les 
variations  de  sinz  les  hyperboles  {Jig.  6) 
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homofocales  aux  ellipses  et  qui,  par  suite,  les  coupent 
orthogonalemcnt. 

1 1 .  Nous  avons  vu  que  sin  z  admet  une  période  réelle 
et  n'a  pas  de  i)ériode  imaginaire.  C'est  ce  que  montre 
bien  \di  Jig,  6;  chaque  fois  que  z  varie  de  âic  et  passe 
dans  une  autre  bande  au  point  correspondant,  le  mobile 
qui  décrit  Tellipse  E  toujours  dans  le  même  sens  revient 
à  son  point  de  départ. 

Cela  n'aurait  pas  lieu  si  le  mobile  tendait  vers  un  point 
limite  sur  Tellipse;  il  est  facile  de  voir  quMl  n*cu  peut 
être  ainsi.  Soit,  en  effet,  Q  un  point  quelconque  de 
Tel lipse  d'ordonnées  U  et  V;  la  fonction  prend  la  valeur 

Nous  calculerons  les  coordonnées  U|  V,  au  point  Qi  par 
la  relation 

Xi  =  rt  /i  —  X  J  -h  Xi  /i  —  a-. 

Si  le  mobile  leudait  vers  une  position  limite ;r  sur  Tcllipsc, 
on  aurait 

Xi  =  a^\--x^-^x^\  —  a*  =  x; 

or  les  deux  valeurs  de  x  satisfaisant  à  cette  équation 
(n**  i  et  fig*  \)  sont  réelles  et  comprises  entre  —  i  et  -h  i . 
Comme  aucune  des  ellipses  {fig-  6)  (sauf  Tel  lipsc  limite) 
ne  coupe  Taxe  réel  entre  ces  points,  le  mobile  ne  peut 
tendre  sur  aucune  ellipse  vers  une  position  limite.  11  ne 
pourrait  en  être  ainsi  que  pour  Teltipse  limite  qui  se 
confond  avec  Taxe  réel;  mais  on  a  déjà  examiné  ce  cas. 
Le  mobile  revient  donc  à  son  point  de  départ,  les  ellipses 
étant  des  courbes  fermées. 

Quand  z  varie  au  contraire  le  long  d'une  parallèle  à  oi\ 
le  mobile  décrit  une  branche  d'hyperbole  dans  un  sens 
constant  et  Ton  pourrait  voir  qu'il  ne  peut  venir  sur 
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l'autre  branche  eu  passant  par  riniini;   les   branches 
d^hyperboles  étant  infinies,  le  mobile  ne  revient  jamais  à 
son  point  de  départ. 

12.  Comme  complément  aux  résultats  du  u°  10,  nous 
énoncerons  les  propositions  suivantes  : 

I**  Quand  z  décrit  dans  son  plan  une  droite  faisant 
un  angle  ©  ai^ec  ou,  s\\\z  décrit  dans  son  plan  une 
courbe  qui  coupe  toutes  les  ellipses  de  foyers  ±  i  sous 
un  angle  constant;  et,  plus  généralement, 

2^  Quand  z  décrit  dans  son  plan  un  chemin  quel- 
conque R,  sinz  décrit  dans  son  plan  uu  chemin  S;  A 
chaque  point  r  de  R  correspond  un  point  5  de  S  ;  V angle 
que  fait  en  s  le  chemin  S  avec  l'ellipse  de  foyers  ±  i 
qid  passe  en  ce  point  est  égal  à  l'angle  que  fait  le 
chemin  R  avec  une  parallèle  à  ou  menée  par  r. 

La  méthode  éiant  maintenant  exposée  pour  le  cas  de 
sinz,  nous  examinerons  les  autres  fonctions  plus  rapi- 
dement; nous  montrerons  principalement  comment  se 
transforment  les  résultats  qu'on  vient  d'obtenir. 

II.   TAnGCMTE    HYPERBOLIQUE. 

13.  Considérons  maintenant  une  fonction,  que  nous 
appellerons  tangente  hyperbolique,  satisfaisant  aux 
conditions 


TMo,  =  o,       (^-5^)^ 


=     I. 

0 


Posons    Th/7=a,    Th<7=:x,    Th(/;  H- y)  =  j-,    la 
courbe 

y  =  , 

•^  f        1        y»    O" 
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où  a  esl  supposé  plus  petit  que  i;  est  une  hyperbole 
ëquilatère  (Jig,  y)  qui  admet  pour  asymptotes  les  droites 


V  =    -, 

•^        a 


Elle  coupe  la  bissectrice  OB  aux  points  dont  les  abscisses 
sont  rh  I .  Au  point  I  la  tangente  à  Thyperbole  a  pour  coef- 
ficient angulaire  une  quantité  positive  plus  petite  que  i, 
tant  que  a  est,  comme  nous  l'avons  supposé,  plus  petit 
que  I .  En  s' appuyant  sur  cette  remarque  on  démontre- 
rait aisément  que  le  chemin  PoOPi  M|  P2  . . .  s'approche 
indéfiniment  du  point  I.  Si  donc  nous  traçons  comme 
au  n^  2  des  courbes  analogues  à  C  et  à  F  (cette  dernière 
ayant  l'unité  pour  coefficient  angulaire  à  l'origine),  la 
courbe  F  qui  représentera  Tli  z  sera  formée  d'une  branche 
infinie  dans  les  deux  sens,  asymptote  k  la  droite  y  =  t 
pour  jz  =  -f-  00  et  à  la  droite  y  ^=  —  1  pour  z  =  —  00  et 
dont  toutes  les  ordonnées  seront  plus  petites  que  i  en 
grandeur  absolue.  La  Jig.  y  montre  que,  si  l'on  parcourt 


la  ligne  brisée  toujours  dans  le  même  sens,  on  ne  revient 
jamais  au  point  de  départ.  La  /onction  Th  z  n'a  donc 
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pas  de  période  réelle.  Par  la  méthode  du  11°  4,  on  verra 
que  la  fonction  Thz  satîsfaît  à  l'équation 

14.  Considérons  maintenant  la  fonction  conjuguée 
que  nous  appellerons  tangz;  son  théorème  d'addition 
est  représenté  par  Téquation 


r  = 


C'est  une  hyperbole  équilatère  (Jig-  8)  qui  admet 
Fig.  8. 

'6 


pour  asymptotes  les  droites 


^=-â' 


En  suivant  le  chemin  PqOPi  Mi  .  .  .  on  remarque  une 
circonstance  nouvelle  :  les  ordonnées  des  points  P|, 
P2,  . . .  croissent  d'abord,  puis  tout  d'un  coup  un  point 
(P«surla  figure)  prend  une  ordonnée  négative  inférieure 

à j  puis  le  suivant  a  une  ordonnée  plus  grande  que 
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—   -;  enûii,  après  un  certain  nombre  d'opérations  on 

se  trouve  ramené  dans  la  région  de  la  courbe  où  se 
trouvent  les  points  Po,  Pi,  ...  ;  cela  montre  tout  d'abord 
que  tangz  est  périodique  et  quelle  a  une  période  réelle. 
Si  Ton  trace  les  courbes  analogues  à  C  et  à  F  (cette 
dernière  satisfaisant  toujours  à  la  même  condition,  eu 
ce  qui  regarde  le  coefficient  angulaire  à  Forigine),  la 
fig,  9  obtenue  ainsi  représente  la  fonction  tang:;.  Parla 


méthode  du  n°  4  on  verra  qu'elle  satisfait  à  l'équation 

dilierenlielle 

dy 


lo.  Voyous  mainlenant  ce  qui  se  passe  entre  les 
points  Pa  et  P,|  de  la  figure;  la  Jonction  tang^  passe  par 
±00.  En  effet,  remarquons  comme  pour  sinz  que  les 
fonctions  tangz  auxquelles  ont  est  amené  pour  des 
valeurs  différentes  de  a  sont  identiques.  Nous  pourrons 
donc  raisonner  en  attribuant  à  a  une  valeur  quelconque. 
Prenons  a  tel  que  parmi  les  points  P,,  Pg,  ...  il  y  en 
ait  un,  P|x,  par  exemple,  dont  l'ordonnée  soit  égale  à  celle 
du  point  L,  intersection  de  la  bissectrice  OB  avec 
l'asymptote  parallèle  à  Oy  {fig-  8);  en  donnant  à  M^ 
le  même  sens  qu'au   n"*  2,  M^.  se  confondra  avec  L; 
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pour  obtenir  le  point  suivant  Ppi^.!  nous  menons  par  \l^ 
la  parallèle  à  Oy.  Cette  parallèle  est  Tasymptote  elle- 
même;  elle  rencontre  la  courbe  à  dzoo;  on  peut  donc 
indifféremment  prendre  PJJ^.^  =  ±:  oo,  puisque  les  deux 
points  ainsi  déGnis  ne  sont  ni  l'un  ni  l'antre  syméliiques 
deV^  par  rapport  à  OB;  tangî  passe  donc  pour  cer- 
taines valeurs  de  z  du  positif  au  négatif  en  devenant 
infinie.  C'est  ce  qui  nous  explique  pourquoi,  sur  Is/ig,  8, 
les  points  P3  et  P^  ont  des  ordonnées  de  signes  con- 
traires et  très  différentes  même  si  a  est  très  petit.  Enfin 
il  est  facile  de  voir  que,  quel  (|ue  soit  le  point  PJJ^.,  qu'on 
a  choisi,  on  retrouve  pour  ordonnées  de  P|i+2  et  des 
suivants  les  mêmes  valeurs.  Si  l'on  prend  P^i+t  =-l-oo, 
la  parallèle  à  Ox  menée  par  ce  point  coupe  OB  en  un 
point  MJJ^.^  de  coordonnées  x  =  4-oo,  y=:4-oo;  la 
parallèle  à  Oy  menée  par  Mji+i  rencontre  l'hyperbole 
(branche  H')  en  un  point  PpL^2  de  coordonnées  .r  =  + 00, 

Si  Ton  prend  Pji+i  =  —  so,  on  tiouve  pour  Mji+t  les 
coordonnées  x  = —  00,  y= —  oo,  et  pour  Pfi+2  l*^s  coor- 
données x  =  —  oc,  y  =  c);  on  voit  donc  que  dans  les 
deux  cas  l'ordonnée  de  P|jl+2  est  nulle.  Il  en  résulte 
que  P{jL^.s,  P|H-«  ^^ontdes  points  à  détermination  unique, 

{A  suivre)  (*). 


(')  A  litre  tout  à  fait  exceptionnel,  nous  avons,  à  cause  de  son 
intérêt,  accepté  cet  article,  bien  que  son  étendue  nous  empêche  de 
le  publier  en  entier  dans  un  seul  numéro. 

{Note  de  la  Rédaction.) 
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LiUe. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 
On  considère  V équation  différentielle  linéaire 

d^y       3(n-ir)    o?'y        6     dy 

— —  -I ^ •  — - — i •  -i-  —  4  y  =  o. 

dx^  X  dx^        X    dx       '  *^ 

Cette  équation  peut  être  ramenée  à  une  équation 
linéaire  à  coefficients  constants  par  une  substitution  de 

la  forme  y  =  - 1  ^'  désignant  la  nouvelle  fonction  et  u 

un  polynôme  entier  en  x  convenablement  choisi. 

Déterminer  ce  polynôme  u  et  intégrer  complètement 
l'équation  proposée. 

Mécanique  rationnelle. 

Etudier  le  mouvement  de  deux  points  matériels 
pesants  de  masses  égales,  assujettis  à  se  mouvoir  sans 
frottement,  l'un  P,  sur  une  verticale  OZ,  l'autre  M, 
sur  un  plan  horizontal  H,  et  reliés  par  un  fil  flexible, 
inextensible  et  sans  niasse. 

A  V origine  du  mouvement,  le  point  P  est  au-dessous 
du  plan  horizontal,  en  Pq,  à  une  distance  de  ce  plan 


(  277  ) 
OPo  =  Ao;  1^  fil  est  tendu;  la  ^vitesse  initiale  Vq  du 
point  M,  qui  est  alors  en  M©,  est  perpendiculaire  à  OMq 


et  a  pour  valeur  ^igh^^  g  désignant   V accélération 
due  à  la  pesanteur. 


MÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

Epreuve  théorique.  —  I.  Diagramme  entropique. 
Théorème  sur  le  coefficient  économique  maximum, 

II.  Une  poutre  droite,  de  longueur  ^l,  reposant  sur 
deux  appuis  de  niveau,  supporte  une  charge  unifor^ 
mentent  répartie  p  par  unité  de  longueur  et  une  charge 
isolée  4  pi  appliquée  au  quart  de  sa  longueur.  Déter- 
miner le  moment  fléchissant  maximum  et  la  flèche. 

Epreuve  pratique.  —  On  donne  les  principales 
dimensions  d'une  distribution  à  tiroirs  superposés  sys- 
tème Meyer, 

I®  Dessiner  une  coupe  longitudinale  et  indiquer 
brièvement  le  fonctionnement  de  cette  distribution; 

a°  Déterminer,  à  l'aide  de  V épure  de  Zenner,  les 
écartements  dàs  tasseaux  correspondants  à  divers  in- 
dices de  délente  donnés,  {Négliger  l'obliquité  des 
bielles,) 


Lyon. 

ANALYSE. 

I,  Les  trois  coordonnées  rectangulaires  d^un  point 
sur  une  courbe  C  étant  exprimées  en  fonction  de  l'arc, 
trouver  l'enveloppe  du  plan  rectifiante  {plan  perpen- 
diculaire en  chaque  point  à  la  r^rmale  principale). 
Quelle  doit  être  C  pour  que  cette  enveloppe  soit  un 
cylindre? 

Les  cosinus  directeurs  de  la  normale  principale  sont 

^'  ^'   -      "  =  rf,v 

L'équation  deP,  en  coordonnées  courantes  iz,  i^,  (v,  est 

3^(u  —  a?)  -+-  y'iv  —y)  -h  z''{w  —  5)  =  o. 

L'enveloppe  s'obtient  par  les  procédés  habituels.  Si 
cette  enveloppe  est  un  cylindre  dont  Taxe  a  A,  B,  C 
pour  cosinus  directeurs,  on  a 

Aar'H-  B^'-h  Qz"  =  o, 

d'où 

A.r  -+-  hy  H-  C5  =  as  -h  ^ 

(a  et  6  =  const.  arbitr.). 

La  tangente  à  la  courbe  C  fait  un  angle  constant  avec 
l'axe  du  cylindre,  etc. 

IL  Intégrer  V équation  différentielle  ordinaire  du 
troisième  ordre 

où,  u  est  une  fonction  connue  de  jt. 


(  ^79  ) 
A(^)  ne  change  pas  quand  on  change  successîvemeiiL 
/en  j  +  A,  Byyj"*  (  A,  B  =  const.  arbîlr.),  et  enfin  cii 

cy  -h  a 

(a,  byCjd  =  const.  arbitr.).  D'autre  part,  u  est  inté- 
grale et  aussi  (en  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  dit)  ^  , 

expression  a  trois  j^aramètres.  L'intégrale  géiiéi-ale  est 

donc 

«M -H  b 
'^        cu-h  d 

où  fl,  i,  c,  d  sont  quatre  constantes  arbitraires  assujct* 
ties  k  ad  ^  bc=\, 

III.  On  envisage  la  fonction  algébrique  u  de:  la  va- 
riable complexe  2,  définie  par  V équation  u^-^  z^^^  1 , 
On  prendra  la  détermination  a  =  -f- 1  pour  2  =  0. 

z,  partant  de  l'origine  des  coordonnées^  y  revient 
après  avoir  parcouru  divers  circuits  fermés  T,  Distin- 
guer parmi  les  F  ceux  qui  ramènent  et  ceux  qui  ne 
ramènent  pas  la  détermination  initiale  u  =  H-  j  . 

Même  question  pour  la  fonction  algébrique  z  de  u, 
définie  par  la  même  équation.  La  détermination  ini- 
tiale est  z  ^-^-h  i  pour  u  =  o. 

Quelles  sont  les  valeurs  diverses  de  l* intégrale 


J       u  j  w  =  -M  pour z  =0  ) 


9 


Les  deux  déterminations  de  u  s'échangent  quand  z 
tourne  autour  d'un  des  cinq  points  8%  (/  =  o,  1 ,  a,  3,  4)» 
B  étant  une  racine  primitive  cinquième  de  l'un  île,  et 
autour  du  point  oo. 

Les  cinq  déterminations  de  z  s'échangent  circulaire- 


(  a8o  ) 
ment  quand  u  tourne  autour  d'un  des  trois  points  +  i , 

—  I,   00. 

La  discussion  s'achève  sans  difficulté. 

MÉCANIQUE. 

Un  point  M  matériel  de  niasse  m  se  meut  saus  frot- 
tement sur  un  cône  de  résolution  S,  à  axe  vertical; 

l'angle  au  sommet  est  2a(a<;-)-   S  est  limité  à  sa 

nappe  supérieure, 

M  est  attiré  vers  l'axe  de  S  par  une  force  perpen- 
diculaire à  cet  axe;  ^intensité  de  l'attraction  est 

K«mr, 

oii  r  est  la  distance  de  M  à  Vaxe  et  K  un  coefficient 
numérique. 

Trousser  le  mouvement,  sachant  que  la  ^vitesse  ini- 
tiale  est  tangente  au  parallèle  de  départ. 

Calculer,  en  fonction  des  coordonnées  de  M,  la  réac- 
tion normale  du  cône.  Cette  réaction  peut-elle  s'an- 
nuler? 

Théorèmes  des  aires  et  des  forces  vives.  Coordonnées 
semi-polaires. 

Mathématiques  préparatoires. 

Géométrie  analytique.  —  On  a,  en  coordonnées 
rectangulaires,  la  conique  C,  ^xj  -f-  ^y  =  i . 

Montrer  que  C  est  une  hyperbole  équilatère. 

Construire  le  centre,  les  axes  (distinguer  l'axe  trans- 
verse), les  asymptotes. 

Calculer,  en  faisant  usage  des  im^ariants,  les  carrés 


(  28,  ) 
des  demi-longueurs  d'axes;  construire  les  foyers  et  les 
directrices. 

Analyse.  —  Troui^er  la  courbe  plane  telle  que  le 
rapport  entre  l'ordonnée  à  l'origine  de  la  tangente  et 
V abscisse  à  l'origine  de  la  normale  soit  constant. 

Epreuve  pratique.  —  Soit  la  série  U  dont  le  ternie 
général 

W|»=    (/l  =  1,   2,    .  ..,  «). 

2/1—1 

Montrer  quen  prenant  seulement  n  termes  on  com- 
met une  erreur  moindre  que 


l—'X*   2/H-  I 


Calculer,  au  moyen  de  cette  remarque,  avec  sept 
décimales  exactes,  la  valeur  de  la  série  pour  x  =  -j^. 

L'erreur  commise  est,  pour  x  >  o, 


ou 


in  -h  I 

> 

E  = 

I-+- 

x» 

2/1  -h  I 

:;  -h  a:* 

2/H-3 

2/1  -hl 
2/1 -+-5 

E< 

i-f- 

1 

ar« 

-^57*+..., 

I  — a?* 

C.  Q.  F.  D. 

Matiiéuatiques  supérieures. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer,  à  un  dix-millième 
près,  les  racines  de  l'équation  algébrique  du  quatrième 

degré 

ix^—  yx*-^  ix^-\-  lix  —  1 19.  —  o. 
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Analyse.  —  On  a  V équation  aux  dérwées  partielles 

I.  Soient  P  et  P'  deux  plans  fixes  quelconques.  Con- 
sidérons comme  correspondants  deux  éléments  Une- 
aires  situés  à  ^intersection  respectiv^ement  deVetV 
ai/ec  une  même  varie  lé  ou  bande  caractéristique  et 
appartenant  aux  plans  P  et  P'  respectii^ement.  Mon- 
trer que  ta  correspondance  définit  une  transformationE 
de  contact. 

IL  Quand  P  et  P'  sont  tous  deux  parallèles  au  plan 
des  xz  et  infiniment  voisins  l'un  avec  r autre,  E  devient 
une  transformation  infinitésimale  e  de  contact. 

Montrer  que  la  fonction  caractéristique  de  e  est  pré- 
cisément Wy  ou  y  est  traité  comme  un  paramètre. 

III.   On  supposera  les  coordonnées  rectangulaires  et 

Montrer  quil  existe  oo^  surfaces  intégrales  coupées 
suivant  des  cercles  par  tous  les  plans  parallèles  à  celui 
des  xz.  Construire  ces  surfaces  et  achever  V inté- 
gration . 

On  se  bornera  à  intégrer  Inéquation 
(i)  <7 -h  A -I-/7B -h  C(.r-f-/?<s)-h  D  v/j-+-yp»=     ; 

le  reste  résulte   immédiatement  de    théories  connues, 
exposées  au  Cours. 

D'abord  simplifions  (i). 

Posons  r\  =  f  C{r)dy.  Alors 

_  àz  __  àz  di\  __  r^àz  ^ 
'        dy     ~  ôr^  dy  ~      dr,  ' 


(  .>.83  ) 

OU  divisera  le  premier  membre  de  (  i  )  par  C  sans  en  chan- 
ger la  forme.  Cela  revient  à  faire  simplement  C(j>  )  =  i . 
Posons  ensuite 

il  viendra 

dz^pdx-^qdy^dl-^  X^dy  =  Pc?X  -t-  (Q  4-  ;')  dy 

=  pdX-jrpi'dy-^-  qdy\ 

;,  =  P,        ^  =  Q  +  r'_-PÇ'; 


(i)  devient 


r'-  ^ 


Q  H-  ,^\.  _H  PHI  H-  X  H-  PZ  -h  D  /l-4-PJ  =  O, 

cV,  =  Ç'-h  Ç  -+-  A,        iiî,  =  _  5'-+.  ç  -f.  B. 
Déterminons  ç  et  2^  parles  conditions 

c'est-à-dire 

?'-HÇ-hA-B'=;''-rî:-i-V-h  B  =  o. 

On  n'a  qu'à  intégrer  deux  équations  diilérentielles 
ordinaires  du  second  ordre  qui,  rendues  homogènes, 
sont  à  coefGcients  constants.  Alors  A=B  =  o.  Cela 
revient  à  faire  A  =  B=  o  dans  Téquation  (i). 

La  double  simplification  C  =  i  etA=:=B  =  o  a  pour 
propriété  que  les  cercles,  dont  le  plan  est  parallèle  à  celui 
des  xZy  se  maintiennent  tels. 

On  a  à  intégrer  simplement,  puisque  C  =  i ,  A  =:  B  =  o, 


(2)  <7 -hx -h/?5 -+- R(j')  v^i -+-/?*  =  o. 

La  surface  S 
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(où  u,  ç»,  p  sonl  fondions  du  seul  y)  esl  coupée  suivant 
un  cercle  par  tout  plan  parallèle  à  celui  des  xz.  Expri- 
mons que  S  esl  une  surface  intégrale 

(a: -h  u)-^p{z->r  v)  =o, 
u'(a:H-M)-f-(5  -4-i^)(9  +  i^')  =  pp', 

37  H-  W  ,  ûù'  —  U'{X  -^  U) 

^  Z-hV  '  z  -\-v 

Portons  ces  valeurs  dans  (^).Tout  calcul  fait,  il  viendra 

x{u' —  v)  -+-  z{v'  -+-  m)  -H  Mw'-+-  vv' —  pp' —  Rp  =  o. 
De  là  successivement 

/  a' —  v,        t;'  =  _|/^        p' =5 — K; 

I  m'  -H  M  =  t''  -h  v  =  p'  -4-  R  =  o  ; 

ftt=Xsin(^-l-(Ji),     f  =  X  cos  (j'H-îJL),     p  =  ro  —  IR  d//. 

II  y  a  trois  paramètres  arbitraires  X,  |jl  et  lij  et  oo'  sur- 
faces S. 

Chaque  S  est  engendrée  par  une  circonférence  de 
rayon  variable  dont  le  plan  reste  parallèle  à  celui  des  xz 
et  dont  le  centre  décrit  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre 
de  révolution  autour  de  Taxe  des  7^. 

Possédant  une  intégrale  complète,  on  achèvera  la  so- 
lution par  les  procédés  ordinaires. 

La  simplification  C  =  i ,  A  =  B  =  o,  n'est  pas  indis- 
pensable. Elle  a  été  introduite  pour  faciliter  la  discus- 
sion géométrique,  beaucoup  plus  rapide  sur  (2)  que 
sur  (1). 

Cette  discussion  est  intéressante.  Par  exemple,  le 
groupe  fini  continu  engendré  par  la  transformation 
infinitésimale  e,  considérée  dans  l'énoncé,  représente 
le  mouvement  suivant  :  tout  point  du  plan  j^  =  consl. 
est  invariablement  lié  à  une  tangente  à  la  circonférence 

arî-+-  «2=  R*, 
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Undis  que  cette  tangente  roule  sans  glissement  sur  la 
circonférence. 

Nous  engageons  le  lecteur  à  achever  l'étude  géonié- 
irique  des  surfaces  intégrales  et  des  courbes  caracté> 
ristiques. 


CONCOURS  GÉNÉRAL  DE  1900. 


Composition  de  Mathématiques  spéciales. 

On  considère  les  paraboloîdes  II  représentés,  en  coordon- 
nées rectangulaires,  par  Téquation 

-^ — r-  -\ r-  —  237  —  A  =  O, 


dans  laquelle  p  et  q  sont  des  constantes  et  X  un  paramètre 
variable,  et  Ton  propose  d'étudier  la  surface  Z  enveloppe  des 
plans  polaires  P,  par  rapport  au  paraboloïde  n,  d'un  point 
donné  A  : 

i**  La  surface  £  est  de  la  troisième  classe  et  chaque  plan 
polaire  touche  cette  surface  en  tous  les  points  d'une  droite  G. 

2*  Les  droites  G  sont  tangentes  à  une  courbe  gauche  T  du 
troisième  ordre;  elles  admettent  un  cône  directeur  G  du 
second  degré. 

3**  La  section  de  la  surface  £  par  un  plan  tangent,  c'est- 
à-dire  par  un  plan  polaire  P,  se  compose  d'une  droite  G  et 
d'ane  conique.  Déduire  de  là  le  degré  de  la  surface  £. 

4**  Chaque  droite  G  est  le  lieu  des  pôles  d'un  plan  Q  par 
rapport  aux  paraboloîdes  n.  Chaque  plan  Q  est  perpendicu- 
laire à  la  droite  G  à  laquelle  il  correspond. 

5°  Trouver  l'enveloppe  Ci  des  plans  Q  qui  correspondent 
aux  diverses  droites  G. 

On  indiquera  les  relations  qui  lient  l'enveloppe  Ci  avec  les 
paraboloîdes  II  et  le  cône  C. 
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CONCOURS  D'ADMISSiON  A  L'ECOLE  POLYTECHNIQIIK 
EN  1900. 


Mathématiquei, 

I.  Dans  le  plan  (P)  d'une  section  plane  d'une  surface  (E) 
pour  trouver  les  normales  à  la  section  issues  d'un  point  0^ 
on  peut  employer  la  méthode  suivante  :  couper  (E)  par  une 
sphère  (S),  et  déterminer  le  rayon  r  de  la  sphère  de  façon 
que  le  plan  (P)  soit  tangent  au  cône  (G)  qui  a  pour  sommet 
le  point  O  et  pour  directrice  Tintersection  (E,  S).  La  généra- 
trice de  contact  OG  est  normale  à  la  section  plane  au  point  G 
où  elle  rencontre  la  directrice  (E^  S)  du  cône  (G). 

Justifier  cette  méthode. 

II.  Première  application.  —  On  coupe  l'ellipsoïde  (E) 

X^  yî         ^i 

a*         t>*         c* 
par  le  plan  (P) 

iix  -\-vy  ->r  wz  =  0. 

Sur  le  diamètre  perpendiculaire,  on  porte,  à  partir  du  centre, 
une  longueur  OM  dont  le  carré  soit  moyenne  harmonique 
entre  les  carrés  des  demi-axes  a  et  ^  de  la  section 

9.  I  I 


Lieu  du  point  M,  quand  (P)  pivote  autour  du  point  O. 

III.  Deuxième  application.  —  Même  problème  en  rempla- 
çant la  longueur  OM  par  la  longueur  ON  déduite  de  la  formule 

1     _  I         I 
ÔN  ~  â  ~  p' 

Etudier  la  forme  du  lieu  du    point  N,  et  celle  des   sections 
parallèles  au\  trois  plans  des  coordonnées. 
On  conservera  les  notations  indiquées. 


(  ^«7  ) 
Épure. 


Autour  d'un  axe  vertical  Z  tourne  un  disque  circulaire  de 
o",09  de  diamètre,  et  dont  la  position  initiale  A06  est  définie 
ainsi  :  son  centre  0  est  dans  le  plan  de  front  de  l'axe  Z,  à  o^^og 


à  droite  de  cet  axe;  son  plan,  perpendiculaire  au  plan  de  front, 
est  incliné  à  4^^*  sur  Z,  et  de  façon  à  couper  Z  en  un  point  C 
situé  au-dessous  du  point  O. 

Du  solide  annulaire  engendré  par  le  disque,  on  élève  la 
partie  intérieure  à  l'hyperboloïde  de  révolution  qui  a  pour 
génératrice  le  diamètre  de  front  AB  du  disque,  et  pour  axe  la 
verticale  du  point  le  plus  en  avant  du  disque. 

Le  solide  restant  repose  sur  un  sol  horizontal  par  son  paral- 
lèle inférieur. 

Le  représenter  par  ses  deux  projections,  avec  les  ombres 
qu'il  détermine  sur  lui-même  et  sur  le  sol,  quand  on  Téclaire 
par  des  rayons  parallèles  dont  la  direction  et  le  sens  sont  ceux 
de  la  flèche  OC,  après  une  rotation  de  4^^  dans  le  sens  des 
aiguilles  d'une  montre  autour  de  Z. 

On  placera  les  projections  de  Z  sur  l'axe  de  la  feuille  paral- 
lèle aux  grands  côtés,  sa  projection  horizontale  à  o",i5  au- 
dessus  du  bord  inférieur;  la  projection  verticale  du  point  O 
à  o™,34  au-dessus  du  même  bord. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  néces- 
saires pour  déterminer  les  points  remarquables  de  l'épure.  On 
ne  tracera  que  les  parties  vues  des  courbes  d'ombres. 
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QUESTIONS. 


1852.  On  considère  un  système  articulé  composé  de  sept 
tiges  rigides  dont  les  quatre  premières  forment  un  quadrilatère 
gauche  ABGD  ;  les  trois  autres  ME,  MF,  MG  relient  un  point  M 
à  trois  points  E,  F,  G,  appartenant  respectivement  aux  tiges 
AB,  BG,  CD  et  fixes  sur  ces  tiges. 

Les  articulations  qui  existent  aux  points  A,  B,  C,  D,  E,  F, 
G,  M  sont  réalisées  par  des  joints  de  Cardan. 

Démontrer  que,  pendant  toutes  les  déformations  dont  le 
système  est  susceptible,  le  point  M  reste  à  distance  invariable 
d'un  certain  point  de  la  tige  DA,  fixe  sur  cette  tige.  On  peut, 
delà  sorte,  adjoindre  au  système  une  huitième  tige  sans  intro- 
duire de  liaison  nouvelle. 

(Raoul  Bricard.) 

1853.  On  considère  la  surface  engendrée  par  un  cercle  de 
grandeur  invariable  qui  se  déplace  suivant  une  loi  quelconque  : 
montrer  que  les  normales  à  cette  surface,  menées  aux  points 
qui  appartiennent  au  cercle  mobile  dans  Tune  de  ses  positions, 
s'appuient  sur  deux  droites. 

(Raoul  Bricard.) 

1854.  1**  Étant  placés  les  trois  sommets  A,  B,  G  d'un  triangle, 
les  trois  centres  de  ses  cercles  de  Neuberg  et  les  trois  centres 
de  ses  cercles  de  Mackay,  tracer  par  points,  et  au  moyen  de  la 
règle  seulement,  V hyperbole  de  Kiépcrt  du  triangle; 

2°  Étant  placés  les  trois  côtés  a,  b^  c  d'un  triangle  et  les  po- 
laires du  barycentre  par  rapport  aux  six  coniques  corrélatives 
des  cercles  de  Neuberg  et  de  Mackay,  le  barycentree  étant 
origine  de  la  corrélation,  tracer  par  tangentes,  et  au  moyen  de 
la  règle  seulement,  la  parabole  de  Kiépert  du  triangle. 

(L.  Ripert.) 
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EXPOSITION  GÉOJIÊTRIQIIE  ÉLÉMENTAIRE  DE  QUELQIiES 
PROPRIÉTÉS  FONDAMENTALES  DES  FONCTIONS  ELLIP- 
TIQUES DE  PREMIÈRE  ESPÈCE  (suite)  (>); 

Par  m.  E.-M.  LKMERAY. 


16.  Si  nous  appelons  période  la  plus  pelîte  quantité 
dont  doit  varier  z  pour  que  la  fonction  reprenne  la 
nième  valeur,  quelle  que  soit  cette  valeur,  notre  repré- 
sentation géouiélrique  nous  la  donne  et  Ton  trouve  que 

la  distance  oo'  est  égale  à  i ,  5, On  pourrait  démon- 

irer  que  la  période  de  la  fonction  langs  est  précisément 
la  moitié  de  la  période  de  la  fonction  sin^. 

On  voit  encore  qae  tang  2  s'annule  une  fois  et  devient 
±00  dans  l'intervalle  d'une  période. 

De  Texislence  de  la  période  réelle  de  la  fonction  tangz 
on  conclut  r existence  de  la  période  t^\J  —  i  pour  la 
fonction  TI12;  c'est  le  résultat  auquel  nous  voulions 
arriver. 

17.  On  appliquera  aiséineiil  au  4ras  de  ïh^  les  rai- 
sonnements du  n"  10. 

On  trouve  alors  que,  lorsque  z  décrit  une  parallèle  à 
l'axe  réel  ou  T\\z  décrit  l'un  des  cercles 

Uî-t-ya  — I   _  V|— _i 
V  "     Vo 


(')  Voir  page  255. 
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qui  passent  tous  par  les  points  U=:±:i  {Jig-  10)  leU 
que  Cï,  C2.  Quand  5  décrit  une  parallèle  à  Taxe  imagi- 
naire ot»,  Ths  décrit  un  des  cercles 

u«-i-Vî-M  _  it;-h 

U  ~      Uo 

tels  que  D^  ces  cercles  coupent  orthogonalemcnt  les  pre- 
miers et  n*ont  entre  eux  aucun  point  commun  ;  ici  donc, 


à  part  les  cercles  limites  qui  se  confondent  avec  les  axes, 
les  deux  systèmes  de  courbes  sont  formés  de  courbes  fer- 
mées ;  il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  Tli  z  admet 
une  période  réelle  et  une  période  imaginaire.  Elle  admet 
une  période  imaginaire;  car,  lorsque  z  décrit  une  paral- 
lèle à  l'axe  imaginaire,  le  mobile  qui  figure  Ths  décrit 
dans  un  sens  constant  un  cercle  tel  que  D  sans  tendre 
vers  une  position  limite  sur  ce  cercle;  on  le  verrait 
comme  au  n°  lO  en  remarquant  que  Téquation 


l  —  CLX 


a  pour  racnies 


a?=±v/— I, 


et  qu'aucun  des  cercles  D  (sauf  les  cercles  limites)  ne 
passe  en  ces  points.   Au  contraire,  quand  z  décrit  une 


(  29"  ) 
parallèle  à  Taxe  réel  ou,  le  mobile  décrit  dans  son  plan 
un  cercle  tel  que  C|  et  suivant  le  sens  du  mouvement; 
il  s*ap|>roche  de  l'un  des  points  zh  i  de  l'axe  réel.  Mais 
nous  allons  voir  qu'il  s'en  approche  asymptotiquetnent , 
Soit,  en  effet,  E  un  point  du  cercle  C|  de  coordonnées 
U,  V",  la  fonction  a  la  valeur 

,    X=:U-4-V/=:7; 

ou   a   un    autre    point   E|    correspondant   à    la    valeur 
X|  =  U|  4-  V|  ^ —  I  de  la  fond  ion  en  écrivant 

\   —   ^"^  ^ 
*  ""  r  -h  a  \  ' 
c'est-à-dire 

_,  .,       / rt  -♦-  U  H-  V  /—  I 

Ui  -+-  Vi  /-  I  ^ -T='>.  • 

,_Ha(U-+-V/:^i) 

Si,  par  exemple,  V  est  positif,  V|  sera  aussi  positif. 
Pour  le  prouver  il  suffit  de  montrer  que  l'argument  du 
numérateur  est  plus  grand  que  celui  du  dénominateur. 
Désignons  respectivement  ces  arguments  par  co   et   i. 

On  a 

V  ,  aV 

lani^cD  =  ~i  tanc  6  = =r=  • 

^  •       a-+-  U  ^^       n-aU 

Si  U  est  positif  (c'est  le  cas  du  point  E),  les  deux  tan- 
gentes sont  positives  et  les  arcs  étant  plus  petirs  que 

'—  sont  positifs.  On  a 

V(i  — a») 


taiigcp  —  laiig»];  = 


(a-4-U)(i-HaU) 


I — à^  est  positif  puisque  a  est  plus  petit  que  i  ;  donc 
tangf  —  tang  J/  est  positif^  il  en  est  de  même  de  y  —  A  ; 
E|  est  donc  du  même  côté  que  E  par  rapport  à  l'axe  OU  -, 
donc  le  mobile  s'approche  asymptotiquement  soit  du 
point  -h  I,  soit  du  point  —  i  ;  et  il  ne  revient  jamais  à 


(  ^9^  ) 
son  point  de  départ.   T\\z   n^a  donc  pas  la  période 
réelle. 

mhz  ayant  seulement  une  période  imaginaire,  le 
plan  uov  des  z  est  partagé  en  bandes  par  des  parallèles 
à  Taxe  ou  au  lieu  de  parallèles  k  Taxe  ov^  comme  dans 
le  cas  de  sin^. 

Les  énoncés  du  n°  12  sont  applicables  en  remplaçant 
les  ellipses  par  les  cercles  <|ni  passent  aux  points  rt  i. 

III.  —  La  fonction  sn. 

18.  Considérons  maintenant  une  fonction,  que  nous 
désignerons  par  sn,  admettant  le  tliéorème  d'addition 

__  sn/? /i  —  sn*y  /l  —  A* su* y  -4- sn 9  /i  — sn*/?  v/^i  — A:'sn*/> 
~"  I  —  A-2  sn*/?sn*y 

dans  laquelle  k  désigne  un  nombre   positif  plus  petit 
que  1,  et  satisfaisant  aux  conditions 


^rfsn/?\ 


sn(o)  =  o,  r- 

Posons 

sn(p-\-q)  =y,         sn/>  =  «,         snp—x; 
on  a 

_^  a\/i  —  x^  yjv  —  k^ x^  -\- X \fV^  a'^  }J \  —  X:»a* 

Dans  cette  relation  a  désignera  un  nombre  positif  plus 
petit  que  i . 

La  courbe  (5)  se  compose,  comme  on  le  verrait  aisé- 
ment : 

1°  D'un  ovale  inscrit  dans  le  carré  de  côtés  a."  =  ±:  1, 
J  —  —  •  > 

2**  De  deux  brandies   infinies  HH'  asymptotes  aux 


(«93  ) 
droites   y=±T-f   «t   disposées    coiuine   l'indique   la 
Jig,  1 1  ;  elles  ont  une  tangente  verticale  d'abscisse  ±  j 


et  une  tangente  horizontale  de  môme  ordonnée-, 

3**  De  deux  autres  branches  infinies  GG'  ayant  les 

mêmes  asymptotes,  mais  situées  de  l'autre  côté  de  ces 

asymptotes. 

Les  bissectrices  OB,  OB'  sont  lejs  axes  de  symétrie  de 

la  courbe. 


19.  Considérons  plus  particulièrement  Tovale  cen- 
tral; \ajig.  I  pourra  nous  servir.  Partons  encore  du 
point  Pq  et  décrivons  le  chemin  P©  0P|  M.  .  . ,  en  ayant 
toujours  soin  de  ne  prendre  parmi  les  deux  intersections 
d'une  verticale  à  l'ovale,  quand  elles  sont  distinctes, 
que  celle  qui  n'est  pas  symétrique  du  point  précédem- 
ment obtenu.  Je  dis  que  l'on  a 

ordonnée  de  V^=  sn{iip). 

En  eilet,  P|  correspond  à  snq  =  x  =  o-^  on  a  donc, 

d'après  (5), 

ordonnée  de  Pi  =  «  =  snp. 

En  remarquant  que  Tabscisse  de  Po  est  égale  à  l'or- 
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donnée  de  P|,  puisque  Mi  est  sur  la  bissectrice  OB,  on 
aura  l'ordonnée  de  P2  en  remplaçant  dans  (5)  oc  par 
l'ordonnée  de  P,,  c'est-à-dire  par  a^  on  a  donc 

j        ^    j     î>        Art  v/i  — a«  /i  —  A«a«  ,      . 

ordonnée  de  P,  = p—  , =  snfa/?): 

on  verra  ensuite  que  la  loi  est  générale,  en  la  supposant 
vraie,  pour  le  point  P^  et  en  passant  au  point  Pjt+i- 

20.  Par  la  méthode  du  n"  2  nous  obtiendrons,  au 
mojen  de  l'ovale  central,  une  courbe  F  qui  représentera 
la  fonction  snz  et,  comme  au  n^  4,  nous  vérifierons 
qu'elle  satisfait  au  théorème  d'addition  et  aux  condi- 
tions sn(o)  =  o,  {—TT')       =!•  Comme  sins,  snz   a 

pour  coefficient  angulaire  à  Porigine  l'unité,  et  oscille 
entre  —  i  et  -+-  i ,  sa  courbe  figurative  a  ainsi  une  forme 
analogue^  mais  la  période  est  plus  grande;  quand  k^ 
tend  vers  i ,  celte  période  devient  de  plus  en  plus  grande^ 
pour  k^=  I  la  fonction  devient  Th^. 

21.  Equation  différentielle,  —  Deux  points  succes- 
sifs P^,  P|i^i  de  l'ovale  et,  par  suite,  deux  points  succes- 
sifs P[t,  P[|L^_,  de  la  courbe  F  ont  pour  ordonnées y^tj  J'ih-i  • 
Comme  l'abscisse  du  point  P^l+m  d'ordonnée  j^j^+i  5  est 
précisément  égale  à  y^^  on  aura 

En  divisant  cette  dillérence  par  a  on  aura  le  coefïi- 
cient  angulaire  de  la  sécante  qui  joint  les  deux  points. 
En  faisant  tendre  a  vers  o  et  en  prenant  la  limite  du 
rapport,  il  vient 


(  ^95  ) 

22.  Les  conclusions  de  la  fin  du  n^  o  s^a^^ient  sbf 
ce  fait  que  Pellipse  n'est  renconlrée  qu'en  deux  points 
par  une  parallèle  à  oy^  admet  pour  axe»  de  symétrie  les 
deux  bissectrices,  et  est  une  courbe  fermée  et  sans  point 
double.  Uovale  que  nous  considérons  ayant  les  même» 
propriétés,  les  résultats  de  la  fin  du  n^  5  s'appliquent 
à  sn^  ;  disons  seulement  que  la  quantité  analogue  à  tz  est 
notée  d'ordinaire  2Û  et  représente  la  demi-période. 

23.  Période  imaginaire,  —  Pour  voir  si  snz  admet 
une  période  imaginaire,  nous  considérerons  la  fonction 
conjuguée  et  nous  chercherons  si  cette  dernière  admet 
une  période  réelle.  En  changeant  a^  x  ei  y  en  a  y] —  i, 

X  y/ —  I ,  y  y/ —  i  »  l'équation  (5)  devient 

/ a  J^^i  /i  -f-  57'  Jï-^  k^x^  -¥-  X  /—  I  /i  -ha*  i/i-f- A"*  a* 

''  >^=^  = V^/^ar-oTr 

ou  bien 

(6)    y= r:r/:*-^i:^r 

Telle  est  la  formule  d'addition  delà  fonction  conju- 
guée. 

La  courbe  (6)  se  coin))Ose  : 

1**  De  deux  branches  HH'  {Jig^  12)  ayant  pour  asym 

ptotes  les  droites  x^=±  j-»  y  =  dz-r-; 

2*  De  deux  branches  infinies  GG'  ayant  les  mêmes 
asymptotes  et  situées  de  l'autre  côté  de  ces  asymptotes. 
Ces  quatre  branches  sont  disposées  comme  l'indique  la 
Jîg.  12.  Les  bissectrices  de  l'angle  xoy  sont  axes  de  sy- 
métrie de  la  courbe. 

En  parcourant  la  ligne  brisée  PoOP,  M|  P2. . .  tou- 
jours en  faisant  attention  de  choisir,  de  deux  intersec- 


(  ^-.96  ) 
lions  d'une  verticale  avec  la  courbe,  celle  qui  n'est  pas 
symétrique  du  point  précédeintnent  obtenu,  on  pourra 
représenter  la  fonction  conjuguée-,  le  même  fait  qu'au 
n"  lise  présente  ici;  il  y  a  une  valeur  de  z  pour  la- 
quelle la  (onction  devient  ±  cc^  après  quoi  ou  est  ramené 
dans  la  région  de  la  courbe  d'où  l'on  était  parti;  /a 
/"onction  conjuguée  est  périodit/iie  ^  sa  courbe  ligurative 


a  une  forme  analogue  à  celle  de  tangz;  mais  la  période 
est  plus  grande  et  d'autant  plus  que  A*  est  plus  voisin 
de  o;  pour  A'-  =  o  la  période  est  infinie^  la  fonction  se 
confond  alors  avec  Sb  ^.  La  fonction  conjuguée  de  sn 
ayant  une  période  réelle  aQj,  sn^  admet  la  période 
imaginaire  îiQ,  \/ —  i . 

2i.  Rectangle  des  périodes.  —  Comme  sins,  stlz 
admet  une  période  réelle;  le  plan  de  z  est  partagé 
d'abord,  comme  sur  la  fig,  5,  en  bandes  parallèles  à 
l'axe  imaginaire;  comme  Thz,  awz  admet  une  période 
imaginaire,  le  plan  des  ;:  est  aussi  partagé  comme  sur 
\ajig,  lo  en  bandes  parallèles  à  Taxe  réel;  ici  donc  le 
plan  est  partagé  en  rectangles  (Jig'  i3),  de  côtés  aûj  et 
^H'i^  vl  quand  z  prend  des  valeurs  représentées  par  des 
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points  tels  que  Zi,  Z^   occupant  dans  deux  rectangles 
(laelconques  des  positions  relatives  semblables,  snz  re- 
prend la  inùnie  valeur;  snzesl  doublement  périodique, 

Fig.  i3. 


ZV 


Zz' 


Dans  chaque  rectangle  elle  s'annule  deux  fois  et  devient 
infinie  deux  fois. 


2o.  Variations  de  snz.  —  Pour  trouver,  eoninie  aux 
n"'  10  et  17,  le  lieu  des  points  représentatifs  de  snz 
quand  z  décrit  dans  un  des  rectangles  de  son  plan  une 
parallèle  à  Taxe  ou,  nous  écrirons 


k^Sn^VQ-h  / —  I  Snt'o  /'  —  sn'a/i  —  X:*  sn*w 


i-h  A:*sii*wSn*Po 

où  nous  avons  représenté  par  Sn  la  fonction  conjuguée 
(Icsn.  Cette  fonction  n'a  reçu  aucun  nom  et  n'aurait,  du 
reste,  que  peu  d'utilité  ^  nous  ne  l'introduisons  que  mo- 
mentanément pour  mieux  faire  ressortir  Tanalogie  avec 
le  cas  du  sinus. 

Posons  sn  n  =  Ç,  sn (u  +  t^o  \/ —  ^)  =  U  H-  V  ^ —  i , 
Siii'q^Vo;  en  séparant  les  parties  réelles  et  les  parties 
imaginaires,  on  aura 

S'(i-^vî)(t  +  /r»v;) 


u*: 


V«: 


(l-4-^î$5V,f)* 


(  aO»  ) 
Elimiiiatil  ^^  entre  ces  deux  équations  on  a,  pour  le 
lieu  cherché, 

p(U  +v  ,  (,^.v;)(,  +  *.vî) 

En  opérant  de  même,  dans  le  cas  où  z  décrit  une  pa- 
rallèle à  Taxe  op»,  il  est  de  la  forme  Uq  +  i^y/ —  i,  on  a 

sn(Mo  •+-  v^ — i) 

__  snwo  /i-+-Sii*p  /i  -4-A-*Sn*PH-  / —  i  Snç  /i— Sn»Mo  /i  —  k*  sn'tt« 

posant  snM^=  Uo,  Sn^'==  Ç,  on  a  les  deux  équations 

v,_  S'(i-lJi!)(i-A"U«) 
Éliminant  i-  on  arrive  à 


-i^„..,=.. 


Pour  nous  rendre  compte  de  l'allure  générale  des 
courbes  des  formules  (7)  et  (8),  considérons  U*  et  V^ 
comme  étant  les  coordonnées  (Jig.  i4)-  Les  courbes  (7) 
sont  alors  des  paraboles  telles  que  P  dont  Taxe  a  pour 
coeflScient  angulaire  —  i  ^  elles  coupent  l'axe  OV^  aux 

points  VJ  et  ,,      ;  et  l'axe  OU^  aux  points Ti'hï  ^' 

T»  T^'  Elles  VLonl  aucun  point  commun  dans  le 

premier  quadrant. 
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Pour  VJ  =  -r  ou  a  la  droite  double  U  qui  coupe  les  axes 

Les  courbes  (8)  sont  aussi  des  paraboles  telles  que  P', 
leurs  axes  ont  la  même  direction  que  ceux  des  para- 
boles P;  mais  elles  sont  dirigées  en  sens  contraire;  elles 

coupent  Taxe  OU*  aux  points  U;  et  ,^       et  Taxe  OV* 
aux  points  -  ^— -^^  et  -  ^  "7 -ITjf  ^  P^"''  ^o  =  X 


et  VJ  =  —  7 ,  ou  a  la  parabole  P'  tangente  aux  axes  en 

ces  points.  Les  paraboles  P'  n'ont  aucun  point  commun. 

Quant  aux  courbes  (7)  et  (8),  on  les  obtiendra  en 
faisant  correspondre  à  cliaque  point  U*,  V*  du  premier 
quadrant  (puisque  U*  et  V*  doivent  être  positifs  pour 
que  U  et  V  soient  réels)  quatre  points  (-i-U,  4-V), 
(+U,-V),  (_U,+V),(-U,-V).  _ 

Les  courbes  obtenues  sont  donc  symétriques  (Jig-  1 5) 
par  rapport  aux  axes  OU,  OV.  Parmi  Jes  courbes  (7) 

(en  trait  plein)  se  trouve  le  cercle  double  C  de  rayon  — 


(  :Joo  ) 

qui  correspond  à  la  droite  D  de  \dijig.  i4.  Toutes  les 
courbes  sont  fermées  sauf  la  courbe  limite  qui  se  con- 
fond avec  Taxe  OU;  elles  coupent  Taxe  OU  en  deux 

points  I,  r  compris  entre  les  points  d'abscisses  i  et  t; 

et  en  deux  points  symétriques  par  rapport  à  OV  ;  elles 

Fig.   i5. 


coupent  OV  en  quatre  points  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  OU  ;  deux  de  ces  points  s*éloîgnent  à  ±00, 
tandis  que  les  deux  autres  tendent  vers  o. 

Les  courbes  (8)  figurées  en  points  admettent  aussi 
OU  et  OV  pour  axes  de  symétrie,  elles  ne  coupent  ja- 
mais OV;  à  la  limite  elles  se  confondent  avec  cette 
droite;  elles  coupent  la  partie  positive,  par  exemple,  de 
OU  en  deux  points  J  et  J',  Pun  J  entre  o  et  i,  l'autre  J' 

entre  t  et  00  (  *  ). 


idbA-' 


avec  A'^H-  k'^  =  i,  on 


(•)  Si  dans  l'équation  (8)  on  fait  UJ  = 
a  une  courbe  telle  que  le   produit  des  distances  de  chacun  de  ses 
points  aux. deux  points  fives  U  =  it  -,  V  =  o  est  constant  et  égal  à  —  • 


(3o,    ) 

On  pourrait  déinonlrer  que  les  systèmes  (7)  et  (8) 
sont  orthogonaux. 

L«'S  courbes  (7)  n'ont  aucun  point  commun,  il  en  est 
de  même  des  courbes  (8).  Les  unes  et  les  autres  sont 
des  courbes  fermées.  Comme  dans  le  cas  des  ellipses  re- 
latives à  siuz  (u°  H)  on  verra  qu'il  ne  peut  exister  de 
position  limite  ni  sur  les  courbes  (7),  ni  sur  les 
courbes(8),  sn  z  et  sa  conjuguée  Snz  ont  donc  chacune 
une  période  réelle;  snz  a  donc  une  période  réelle  et 
une  période  imaginaire. 

26.  Dégénérescences  de  su,  —  Quand  on  fait  K'-=  o, 
sn^:  dégénère  en  sinz. 

Le  théorème  d'addition  (5),   n"  18,    se  réduit  à   (1) 

(n"l)- 
L'équation  diflerentîelle  du  n°  !21  se  réduit  à  celle  du 

n^S.  Les  parties  des  courbes  (7)  intérieures  à  C  {/Ig»  i5) 
se  transforment  en  ellipses  homofocales  de  foyers  ±  i, 
le  cercle  C  s'éloigne  à  Tintini  et  les  portions  des 
courbes  (8)  intérieure*  au  cercle  C  deviennent  les  hy- 
perboles du  n*^  10  homofocales  et  orthogonales  aux 
ellipses. 

Quand  on  fait  /r- ~  1,  snz  dégénère  en  Tb::. 

Le  théorème  d'addition  (5)  se  réduit  à 

c'est  l'équation  du  n"  13. 

L'équation  différentielle  du  n®  21  se  réduit  à  celle  du 
n-  13. 

Les  courbes  (7)  {Jig-  i5)  se  transforment  delà  façon 
suivante  : 

Les  points  de  OU  d'abscisses  1 ,  —  et  t  se  confondent; 
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les  parties  telles  que  LI   et  l'L'  des  courbes    (7)  se 
réunissent  en  un  même  point  d'abscisses  ±  i  et  repro- 
duisent les  cercles  C| ,  C2, . . .  de  \dijig,  i  o  ^  les  courbes  (8) 
deviennent  des  cercles  tels  que  D  de  \dL  fig,  10. 

27.  Les  fonctions  complémentaires..  —  On  appli- 
quera facilement  cette  représentation  géométrique  aux 
fonctions  cnz,  dnz  définis  par  les  relations 

en  5  =  v/i  —  sn'5,         dn  z  /i  —  A*  sn»5, 

et  dont  on  formera  d'abord  le  théorème  d'addition. 

Dans  les  Nou\^elles  Annales  (août  1898)  M.  laggi  a 

proposé  d'adjoindre  à  la  fonction  sn  z  une  fonction  c|u'il 

appelle  cosinus  elliptique  et  qu'il  note  cos<.z,  définie 

par  la  relation 

en  s 

i\\\Z 

ou  bien,  par  suite, 

La  représentation  géométrique  que  nous  avons  exposée 
permet  de  donner  de  la  fonction  de  M.  laggi  une  inter- 
prétation simple. 

Reprenons  d'abord  la  formule  (1)  et  faisons  a  =  i,  il 
vient 

y  z:z  \J\  —  a?». 

L'ellipse  de  \^fig'  i  devient  un  cercle  de  rayon  i  ;  et 
si  l'ordonnée  y  d'un  point  de  ce  cercle  est  considérée 
comme  étant  sinz,  l'abscisse  x  est  cos2:  puisque  Ton  a 
par  définition 

C0S5  =  /i  —  sin*z. 

Reprenons  de  même  l'équation  (  5)  en  y  faisant  a  =  i , 


elle  devîeiil 


(  3o;i  ) 

I  -  A*a 


La  courl>c  de  la  fig.  1 1 ,  loul  en  restant  symétrique 
par  rapport  aux  bissectrices  des  axes,  devient  symétrique 
par  rapport  aux  axes  eux-mêmes  {fig>  i&)\  de  la  rela- 


Fig.  i6. 


J/ 

^ 

V. 

\ 

/ 

/ 

\   ' 

k 

lion  ci-dessus  on  tire,  en  eflet,  x  =  i/ tt^î  on  peut 

donc  permuter  x  et  y. 

On  remarque  que  les  points  de  croisement  des  asym- 
ptotes qui  se  trouvaient  dans  la  concavité  des  branches 
infinies  {/Ig-  1 1)  sont  ici  en  dehors  de  ces  régions;  cela 
vient  de  ce  que  les  asymptotes  sont  ici  les  limites  des 
tangentes  horizontales  et  verticales  aux  branches  infinies 
de  la  Jig,  1 1 .  Plus  Â*^  est  voisin  de  o,  plus  la  courbe 
centrale  se  rapproche  du  cercle  de  rayon  i  et  plus  les 
branches  infinies  s'éloignent.  Plus  k^  est  voisin  de  i, 
plus  l'ensemble  des   courbes  se  rapproche  des  quatre 


droites  x  =  : 


J  = 


D'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  si  Ton  considère  sn« 
comme  représentant  l'ordonnée  d'un  point  de  la  courbe, 
son  abscisse  n'est  autre  que  la  fonction  cos<.^  de  M.  laggi. 
On  a  ainsi  plus  d'analogie  avec  le  cercle. 


(  M  ) 

On  appelle  intégrales  de  première  espèce  vX  di-  se- 
confie  espèce  les  intégrales 


rr*  dx 


\/\  —  x^  /i— A-«a"*        .'o      v/i  — ^-  /i  — A-*:rî 

L'intégrale  de  seconde  espèce  peut  se  ramener  à  celle 
de  première  espèce  et  à  celle  qui  représente  l'aire  com- 
prise entre  la  courbe  G,  les  axes  et  une  parallèle  à 
Taxe  Qy\  en  effet,  si  Ton  appelle  g  cetle  surface,  on  a 


ou,  en  multipliant  les  deux  termes  par  y/ i  — x-, 

__    r' (Ix r'  a»  dx , 


par  suite  : 

Intégrale  de  seconde  espèce  ~  Intégrale  de  première  espèce — .c- 

28.  La  fonction  p.  —  On  exprime  d'ordinaire 
Pip-^q)  en  fonction  de  p{p),  p{q),  p^p)  et  p'{q); 
au  moyen  des  relations  entre  p\p)  et  p(/^),  p\q)  et 
p(y),  on  exprimera  p(p  +9)  en  fonction  symétrique  de 
p{p)  et  de  p  {(j).  On  pourra  ensuite  appliquer  à  la  fonc- 
tion p  les  métholes  précédentes;  nous  engageons  le  lec- 
teur à  le  faire.  Ici  nous  nous  bornerons  à  chercher  les 
courbes  analogues  à  (7)  et  (8).  La  fonction  p  est, 
comme  Ton  sait,  définie  par  trois  constantes  ©i ,  ^2,  e^] 
dans  le  cas  particulier  où  Ton  fait 
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on  a  la  relation 

(9)  p(^)+^-=iSî(r)- 

On  peut  de  là,  sans  écrire  le  théorème  d'addition  de  p, 
trouver  pour  cette  fonction  des  courbes  analogues  aux 
courbes  (7)  et  (8)  relatives  à  su. 

En  effet,  dans  les  équations  (7  )  et  (8  )  passons  en  coor- 
données polaires,  en  posant 

'sn(«)  =  Reû^^, 
c'est-à-dire 

U  =  Rcosû,         V  =  Rsini2. 

L'équation  (7)  prendra  ia  forme 

R*-hARîcos«Q-+-  BR«sin»i2-HG  =0, 

A;  B,  C  étant  trois  constantes  dont  une  seule  est  arbi- 
traire. 

Il  en  sera  de  même  pour  Téquation  (8).  Si  mainte- 
nant Ton  pose 


Téqualion  (9)  équivaudra  aux  deux  suivantes 

Par  suite,  au  moyen  de    la  transformation  p=  ^, 

(0  =  —  2Û,  on  pourra  a  chaque  point  des  courbes  (7) 
et(8)  faire  correspondre  un  point  des  courbes  analogues 

I  -f-  A"* 
relatives   à    pH 5 Ces   courbes   n*admettent  que 

Taxe  réel  pour  axe  de  sj^métrie  {Jig*  17). 

Les    courbes    qui    représentent    les     variations    de 

P(^)  "i ô —  quand  z  décrit  dans  son  plan  une  paral- 
lèle à  ozi,  et  varie  par  suite  de  quantités  réelles,  n'ont 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  XIX.  (Juillet  1900.)         20 
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entre  elles  aucuu  point  commun.  Il  en  est  de  inèine  pour 
les  autres  qui  correspondent  aux  cas  où  z  varie  de  quan- 
tités purement  imaginaires.  De  plus,  les  deux  systèmes 
de  courbes  sont  constilués  par  des  courbes  fermées 
(sauf  les  courbes  limites). 

Les  deux  systèmes  sont  orthogonaux,  car  les  courbes 
(7)  et  (8)  sont  orthogonales  et  la  transformation 


p  =  ^,         (o=— au, 


n  altère  pas  les  angles. 

Parmi  ces  courbes  se  trouvent  le  cercle  de  rayon  A' 


ayant  Torigine  pour  centre  el  le  cercle  de  rayon  A' ayant 
pour  centre  le  point  V=  o,  U=  i . 

On  sait  que  p  jouit  de  propriétés  plus  simples  que  sn. 
En  ce  qui  concerne  les  courbes  invariantes  que  nous 
venons  de  considérer,  un  fait  analogue  se  produit.  Il 
y  a  entre  les  deux  systèmes  de  courbes  une  symétrie 
particulière  qui  devient  la  symétrie  ordinaire  (|uand 
A^=A^^=^.  L'axe  de  symétrie  est  alors  la  parallèle  à 
OV  à  la  distance  *. 


(  3o7  ) 
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Marseille. 
Analyse  infinitésiuale. 

Epreuve  écrite.  —  Déterminer  les  lignes  asymplo- 
tiques  de  la  surface  représentée  en  coordonnées  carté- 
siennes par  le  système  d'équations 

«= /cosO  cosop,        ^  = /cosOsinçp,        ^  =  a^ -i- /sinO, 

oit  les  paramètres  aet^  sont  fixes  et  les  paramètres  l 
et  o  varioles  et  indépendants  l'un  de  l'autre. 

On  trouve  ;  l{o  —  ©o=  const. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  V intégrale  définie 


r 


En  iatégrani  le  long  d*uii  contour  formé  par  Taxe 
des  X  réels  et  un  demi-cercle  d'un  très  grand  rayon 

ayant  pour  centre  I  origine,  on  trouve  :  —^—> 

Mécanique. 

Epreuve  écrite.  —  Une  poulie  de  rayon  R  et  de 
masse  M  peut  tourner  sans  frottement  autour  de  son 
axe  0  qui  est  horizontal  et  fixe. 


(  3o8  ) 
Sur  la  circonférence  de  la  poulie  s'enroule  un  fil 
Jlexible,  inextensible  et  sans  masse,  dont  l'une  des 
extrémités  est  fixée  sur  la  poulie,  et  dont  l'autre  extré- 
mité se  trouue  primitiuement  en  A  sur  le  diamètre  ho- 


rizontal de  la  poulie,  A  cette  extrémité  A  est  attaché 
un  filfiexihle,  élastique  et  sans  masse,  de  longueur  a^ 
qui  porte  un  poids  P  de  masse  m  ;  mais  ce  fil  est  d'abord 
replié  sur  lui-même  de  manière  que  primitivement  le 
poids  P  est  très  voisin  du  point  A. 

Tout  le  système  étant  d^ abord  immobile j  on  aban- 
donne à  lui-même  le  poids  P  qui,  bientôt,  tend  les  fils 
et  donne  au  fil  élastique  un  allongement  x,  dont  la 
valeur  est  reliée  à  celle  de  la  tension  T  par  l'expres- 
sion 


Sachant  que  le  fil  ne  peut  pas  supporter  une  tension 
supérieure  à  loo^'s,  on  demande  s'il  se  rompra,  sachant 
que  l'on  a 

M  =  io/?i,        X  =  looo,        /?  =  10,        «  =  4»        Rh-i. 
On  a,  pour  le  mouvement  de  la  poulie, 


MK*^=TR 


5.R^=T, 


a 


(  3o9  ) 
et,  pour  le  mouvement  du  poids, 

On  est  ramené  à  discuter  Téquation 

d^x         6X    /  5a/n\  _ 

Son  intégrale 

montre  cjue  l'allongement  ne  dépasse  pas  rallongement 
donné  par  la  relation 

lOOO 


X 

4 

Le  (il  ne  rompt  pas. 

Epreuve  pratique.  —  Un  fil  pesant  et  homogène 
a  une  longueur  de  8"*,  il  est  attaché  par  ses  extrémités 
à  deux  points  fixes  AetB  qui  sont  sur  une  même  hori- 
zontale et  dont  la  distance  est  égale  à  4". 

Trouver  à  un  millimètre  près  la  flèche  de  la  chaî- 
nette décrite  par  le  fil  et  trouver  à  un  gramme  près 
les  tensions  en  A  et  B,  sachant  que  le  fil  pèse  i^^  par 
mètre. 

ASTRONOMIB. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  le  volume  V  dUin 
parallélépipède  oblique,  connaissant  les  longueurs  a ^ 
h,  c  des  trois  arêtes  et  les  angles  a,  p,  y  que  ces  arêtes 
font  entre  elles. 

I**  On  démontrera  la  formule 

V  =  'iabc  v/sin/?  sin(/?  —  a)sin(/?  —  P)  sin(^  —  y)i 
oii 

2/?  =  a  +  p-t- y; 


(  ;^'o  ) 
2**  On  appliquera  cette  formule  aux  données  numé- 
riques suivantes  : 


a  =  7,36>92 
6  =  6,729.11 
c=  5,84326 


a  =  62.53. 17,4 
3  =  65.48.56,7 
7  =  68. 34. 48, *> 


Calcul  du  volume  d'un  parallélépipède  oblique 
V  =  labc  /sin/>  sinC/?  —  a)  sin(yo  —  P)  siii(/?  —  T)  =  ^afccA. 


a  =  7,3659'>. 
6  =6,72941 
c  =  5,84327 


a=  62.53.17,4 
p=  65.48.56,7 
Y=    68.34.48.5 


sin^ 

sin(/7  —  a) 
sin(/>  — P) 
sin(/?  — y) 
A» 


Log. 

î, 99504 10 

1,7666397 

7,7340743 

T,  69978  i^> 
7,i9553>r) 


/?  =  98.38.31,3 
p  —  (x=z  35.45.13,9 
/?- 3  =  32.49.34,6 
/?  — 7  =  3o.   3.42,8 


Log. 

2. . . 

.  o,3oio3oo 

n  . .  . 

.  0,8672270 

6... 

.  0,8279769 

c . . . 

.  0,7666552 

A... 

.  T, 5977679) 

V... 

.  2, 36065795 

Solution. 
V  =  229'"%433624  =  229  Î3'î"»,62i. 

Montpellier. 

Calcul  diffbrbntirl  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  Déterminer  l'intégrale  générale 
du  système  d'équations 


x^ 

T^ 


dxi 


hc      dz  1  wf  V 

—  x -z — \- ay    -h  bz  =  o{x-h  c)f 

ne      dv 


■  y^az=  —  a(x-^  c), 


Oit  y  et  z  sont  deux  fonctions  de  x. 


(3..  ) 
Examiner  les  cas  particuliers  c  =  o,  c  =  db  i . 

Épreuve   pratique.  —  Soit  l'ellipsoïde  rapporte  à 
ses  axes 


et  Vhjperboloïde 

OÙ  o  <  /i  <  3a,  ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant 
une  ellipse  réelle  située  dans  le  plan 

On  considère  la  portion  d* ellipsoïde  comprise  entre 
cette  ellipse  et  le  plan  x  =  a,  et  la  portion  d'hyperbo- 
loïde  comprise  entre  V ellipse  et  le  sommet  de  le  même 
nappe.  Déterminer  le  volume  compris  entre  ces  deux 
portions  de  sur/aces. 

On  pourra  examiner  séparément  les  deux  cas  sui- 
vants : 

r  o<h<a; 

Astronomie. 

Epreuve  pratique.  —  Les  éléments  de  la  planète 
(m)  Tfiémis  sont  : 

M  =  S  =  i65°a4;3i',2,         i888,  nov.  2,0.  T.  m.  Berlin. 

(Distance  nœud  périhélie), 

œ  = 107.58.42,0 

U  =   35.36.49,3  }  éq.  moy.  1900 

i   =     0.48.12,1 


(3.2) 
e  =  sin<p. 

ç  =  7'>4o'3i',i 
[x=        64i',U97 
loga=  0,4953786 

On  demande  de  calculer  : 

1°  L^ instant  oii  r anomalie  vraie  çv  a  pour  valeur 

73°47'4o"; 

n^  Au  même  moment,  la  réduction  à  Vécliptique  0 
et  les  coordonnées  polaires  héliocentriques  /•,  v^^  s  par 
papport  à  Vécliptique  adopté. 

MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  Un  anneau  pesant^  infiniment 
petit,  est  traiter  se  par  un  fil  flexihle  et  inextensible, 
dépomvu  de  poids^  le  long  duquel  il  peut  glisser  sans 
frottement.  Ce  fil  est  attaché,  par  ses  extrémités,  à 
deux  points  fixes  F  et  F'  situés  sur  une  même  verticale. 
Le  filetant  tendu,  et  l'anneau  occupant  la  position  M©, 
on  imprime  à  l'anneau  une  vitesse  horizontale,  per- 
pendiculaire au  plan  F  Mo  F',  et  égale  à  V©. 

I  "  Trouver  le  niouvement  de  Vanneau,  en  supposant 
que  le  fil  reste  tendu  ; 

i®  Le  point  Mo  étant  supposé  au  milieu  du  fil,  cal- 
culer et  étudier  la  tension  du  fil. 

Epreuve  pratique.  —  1°  Établir  les  formules  qui 
font  connaître  la  vitesse  d'un  point  quelconque  d'un 
solide,  lorsque  l'on  donne  les  éléments  du  mouvement 
hélico  ïdal  insta  n  tané  ; 

2^  Un  tétraèdre  solide  ABCD  est  en  mouvement 
dans  l'espace.  A  un  instant  donné,  la  vitesse  du  som- 
met A  est  perpendiculaire  au  plan  BCD,  et  tous  les 


(3.3) 
points  d^un  cercle  donné,  situé  dans  ce  plan,  ayant 
pour  centre  le  pied  de  la  hauteur  issue  de  A  et  in  va^ 
riablement  lié  au  tétraèdre,  ont  des  vitesses  égales  à 
une  même  valeur  donnée» 

Déterminer,  pour  l'instant  considéré,  les  éléments 
du  mouvement  hélicoïdal  instantané. 

Physique  mathématiqub 

Épreuve  écrite.  —  i"  Solution  du  problème  de 
Dirichlei  par  la  méthode  Poincaré  {méthode  dite  du 
balayage).  On  se  bornera,  au  cas  où  la  surface,  fron- 
tière du  domaine  d'intégration,  est  dépourvue  de  sin* 
gularités; 

a®  Calculer  les  composantes  de  la  rotation  moyenne 
en  un  point  d^un  milieu  en  déformation,  lorsque  ce 
milieu  est  rapporté  à  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes rectangles. 

Épreuve  pratique.  —  Une  poutre  horizontale,  ho- 
mogène et  de  section  circulaire  constante,  appuyée 
librement  en  o  et  encastrée  en  A,  est  soumise,  d'une 
part  à  une  charge  uniformément  répartie  Q,  et  d'autre 
part  à  une  charge  P  appliquée  au  milieu  I  de  la  poutre. 
On  demande  : 

i**  De  calculer  le  moment  de  flexion  en  un  point  de 
ta  poutre  situé  à  une  distance  x  de  V appui  simple  o  \ 

2**  D* indiquer  le  schéma  graphique  de  la  distribu- 
tion de  ce  moment  de  flexion  et  de  définir  la  position 
de  la  section  dangereuse; 

3°  De  calculer  le  rayon  de  la  section  de  la  poutre 
qui  doit  résister  aux  charges  Q  etl?  quand  on  prend 
les  données  numériques  suix^anles  : 

Longueur  de  la  poutre  :  l  =  iS""^         ^  =  7  Qf 


(3.4) 
Q  étant  le  poids  du  volume  d'eau  qui,  à  la  tempéra- 
tare  de  4°»  remplit  une  sphère  d'un  rayon  égal  à  i"*. 
La  charge  par  millimètre  carré  de  la  traction  qui 
produit  la  rupture  est  supposée  égale  à  a^''^.  La  frac- 
tion de  sécurité  est  prise  égale  à  ^.  On  néglige  l'in- 
fluence de  l'effort  tranchant, 

Nancy. 

Calcul  dipperentibl  rt  intégral. 

Epreuvb  écrite.  —  I.  Choisir  la  fonction  Q{x,y^  z) 
de  façon  que 

(^"^"  j)  "^^ '^  ^^^""^ ^'  ^^^^  '^  y  '''^ 

soit  différentielle  totale  et  intégrer  cette  différentielle. 

II.  Rayon  de  courbure  et  centre  de  courbure  en  un 
point  quelconque  d\me  courbe  gauche. 

III.  On  considère  la  courbe  (c)  qui,  rapportée  à  des 
axes  rectangulaires  ox^  oy^  oz^  est  définie  par  les  for- 
mules 

X  =  a  co%t  -h  at  siii^, 

y  =  a^ivït  —  at  cos /, 
z  =  -;—  tangQ, 

oii  t  désigne  un  paramètre  variable,  a  et  ^  des  con- 
stantes, 

I®  Calculer,  pour  un  point  quelconque  de  la 
courbe  (c),  la  longueur  de  l'arc  compté  à  partir  du 
point  pour  lequel  t  =  o  et  la  longueur  correspondante 
de  l'arc  de  la  projection  de  la  courbe  (c)  sur  le  plan 
xoy\  en  conclure  que  la  courbe  est  une  hélice; 

2°    Déterminer,    en    un    point    quelconque    de   la 


(  ^'5  ) 
courbe  (c),  le  rayon  de  courbure,  le  rayon  de  torsion 
et  les  coordonnées  du  centre  de  courbure. 

EpftEuvE  PRATIQUE. —  Ca/cu/er  l* intégrale cun^i ligne 

j  ydx  -+-  zdy  -+-  xdz 

prise  le  long  du  petit  cercle  d'intersection  de  la  sphère 

a7î  4_  jr2  ^  ^l /.«  —  ^y 

par  le  plan 

x-^  z  —  r  =  o 

dans  le  sens  qui  va  de  oz  vers  ox  en  passant  dans  le 
trièdre  positif  des  coordonnées. 

Algèbre  supérieure. 

Épreuve  écrite.  —  On  considère  la  fonction  pu  de 
Weierstrass  construite  avec  les  périodes  2co  ef  2co'. 
i"  VéHfier  la  formule 

2"  Si  l'on  pose  x  =z  pu^  on  a 

p{7iU)  =  *(X), 

^[x)  étant  une  fonction  rationnelle  de  x; 

3"  Les  racines  de  V équation  du  quatiième  degré 

en  X 

^{x)  -^ p{iu)  =  o 
sont 

pu,    />(ii4-w),    p(u-h  tt}-^oi')j    p{u-i-tif') 

et  l'on  a  la  relation 

ip{2u)  =/>M4-/î(a-t-  to)  -l-jt?(a  4-  (O  -h  (i)')  -f-jD(M-h(o')r 
4®  Férifier  que  la  fonction  rationnelle  <b  {x)  décom- 


(3i6) 
posée  en  fractions  simples  peut  s* écrire 


4<ï>(a?)  =  37- 


37  —  «1 

(g3— gl)(g3— gt) 
> 


e/*  posant,  suivant  l'usage, 

5°  tSi,  rfa/i5  /a  fonction  rationnelle  <ï>(x),  o/i  effectue 
la  substitution 

(gi  — g2)(g|  — ga) 


37  =  tfj-h 


fl7o— «i 


<ï>(a:)5e  transforme  identiquement  en  ^{xq)\ 

6®  oTo  étant  une  constante  donnée,  exprimer  en  fonc- 
tion de Xq  les  racines  de  Inéquation  du  quatrième  degré 

4»(a7)  =  ^{xq). 

7^  On  peut  déduire  de  ce  qui  précède  que  si  Von 
effectue  la  substitution 

dans  l'expression  différentielle 


y/iy^—gtr  —  g^ 

elle  se  transforme  identiquement  en 


idx 


>J  ^x^  —  gtx  —  g^ 


I"   cl  2°   La  formule  à  démontrer  se  déduit  immé- 
diatement de  la  formule  d'addition 


p{u-\-  (')  -+- 


I  ( p  V  —  p'  u\^ 

pU-\-pç=   -(  i- ^ 

4  V  pV  —  pu    ) 


(  ^'7  ) 
Cil  y  faisant  leudre  i^  vers  u;  et,  pour  obtenir  ^{x),  il 
n'y  a  plus  qu'à  rebiplacer  p'^u  et  p"u  par  leur  valeur 
en  fonction  de  x  =  pu. 

3**  Si  l'on  pose  x  =  ^//,  l'équation  4>(x) — p{2u)  =  o 
devient 

p{2u')=p(2U) 

et  elle  entraîne 

m  et  /2  désignant  des  nombres  entiers. 
La  relation 

p(iu)=pu  -h/>(a-*-u))-+-/>(a-+-a>-+-a)')-+-/?(a-hti)') 

s'obiieiit  en  reuiarquaut  (|ue  la  somme  des  racines  de 
Téqualion  du  quatrième  degré  est  ^p(^2.ii)^  ou  encore 
en  décomposant  f>(2ii)  en  éléments  simples. 

4°  La  décomposition  de  ^{x)  en  fractions  simples 
résulte  immédiatement  de  la  relation  précédente  et  des 
formules  relatives  à  l'addition  d'une  demi-période. 

5^  Si  l'on  ajoute  la  demi-période  co  à  u  dans  chacun 
des  termes  de  la  somme 

pu-h  p(u  -h  ta)  -h p{u  -^-  ta  -h  (o')  -h/? (a -H  a>';, 

le  premier  et  le  second,  le  troisième  et  le  quatrième  de 

ces  termes  s'échangent  entre  eux  ;  mais  ajouter  w  à  w 

c'est  remplacer  x  par 

.       ^     .    (gi  — ga)(gi  — gs) 
X  =  ei-\ • 

X  —  Cl 

6"  Les  racines  de  l'équation  ^(x)  =  <ï>(a:')  sont 

,  (gi— et)(et— gs)       ^  _^  (g»  — gi)(gî— g») 

X,      gi -+-  -, 9      6t~r-  -, y 

^    _^  (g3—  gl)(g3—  gî) 
X  —  Ci 

7*"  Si  l'on  pose  x  =  pUy  il  en  résulte 

y:=^(x)=p(iu), 


(3,8) 
puis 


Remarque.  —  La  fonction  raiionuelle  4>(x)  peut  se 
déduire  de  la  fraction 

où 

et  où  fi{x)  est  le  covariant  hessien  de  ^{x)^  en  faisant, 
après  le  calcul  du  bessien. 

En  s*appuyant  sur  celte  remarque,  et  en  se  servant 
de  la  relation  entre  les  invariants  et  les  covariants  d*uue 
forme  biquadratique,  on  peut  vérifier  par  un  calcul 
direct  Tégalité 

dy  idx 

^^y^— 8\y  —  8\  ~  ^I^^^^^^yÂx^^^i 

indiquée  dans  la  septième  partie  de  Ténoncé. 

Voir  à  ce  sujet  llalplien,  Traité  dns  fonctions  ellip- 
tiques, t.  II,  p.  36o,  le  parugraplie  intitulé  :  Formule 
de  duplication. 

Épreuve  pratique.  —  Étant  donnée  Inéquation  qui 
fournit   la   valeur    de  lang  =  —    en  fonction    de 

taiiga  ==  -,  appliquer  la  théorie  des  invariants  de  la 

forme  binaire  cubique  à  la  réduction  du  premier 
membre  de  cette  équation  à  la  forme  canonique  et  à 
sa  résolution  algébrique. 


(3.9) 
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Extrait  dUme  Lettre  de  M.  Geminiano  Pirondini 
à  M,  X.  Antomari. 

. . .  Dans  son  article  Sur  quelques  questions  de  la  théorie 
des  lignes  à  double  courbure,  que  M.  H.  Piccioli  vient  de  pu- 
blier dans  les  Nouvelles  Annales  (novembre  1899),  Tauteur 
démontre  que  l'hélice  cylindro-conique  n'est  pas  placée,  en 
généra],  sur  un  cône  de  révolution.  Je  pro6te  de  l'occasion  pour 
vous  signaler  un  Mémoire  Sur  les  trajectoires  orthogonales 
des  génératrices  d^une  sur/ace  développable,  inséré  dans 
le  Journal  fur  die  reine  und  andgewandle  Mathematik 
(Bd  H8;  1897),  dans  lequel  j'ai  étudié  à  un  point  de  vue  tout  à 
fait  général  les  hélices  cylindro-conîques,  et  en  particulier  les 
lignes  qu'on  peut  regarder  comme  des  hélices  de  deux  cônes. 


RECTIFICATION. 


Les  Nouvelles  Annales  ont  publié  dans  le  numéro 
d'avril  1900  une  solution,  par  M.  Vacquaiit,  du  pro- 
blème de  Mathématiques  élémentaires  donné  au  Con- 
cours d^agrégation  en  1899. 

Un  léger  défaut  de  rédartion  m'a  fait  considérer  comme 
insuffisante  la  déterminatitm  d'une  asymptote.  L'auteur 
dit  en  efTel  (p.  i85,  lignes  4^  ^  ^'t  6)  :  ce  de  plus,  quand 
le  point  M  vient  en  I,  le  point  M'  étant  à  l'infini  sur  la 
droite  MM'  de  direction  Di,  le  point  I  est  un  point  de 
Tasymptote  de  direction  D,  ».  Il  a  voulu  dire  que  le 
point  M'  est  le  point  de  rencontre  à  distance  finie  d'une 
parallèle  MM'  a  Tasyniptotc^  et  comme  il  passe  à  Tinfini 
quand  M  vient  en  I,  le  point  I  est  un  point  de  l'asym- 
ptote. Ainsi  comprise  la  détermination  de  l'asymptote 
est  exacte.  X.  A. 
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CONCOURS  DADNI&SION  A  LÉCOLE  POLYTECHNIQUE  EN  1900. 
COMPOSITION  DE  MATHÉMATIQUES. 

Solution  par  M.  PHILBERT  DU  PLESSIS. 


I.  Dans  le  plan  (P)  d'une  section  plane  d^une  sur- 
face (E),  pour  trouuer  les  normales  à  la  section  issues 
d'un  point  O,  on  peut  employer  la  méthode  suivante  : 
couper  (E)par  une  sphère  (S),  ^1  déterminer  le  rayon  r 
de  la  sphère  de  façon  que  le  plan  (P)  soit  tangent  nu 
cône  (C),  qui  a  pour  sommet  le  point  O  et  pour  direc- 
trice l'intersection  (E,  S).  La  génératrice  de  con 
tact  OG  est  normale  à  la  section  plane  au  point  G,  oii 
elle  rencontre  la  directrice  (ES)  du  cône  (C). 

Justifier  cette  méthode. 

II.  PnEMiERf:  Application.  —  On  coupe  Vellip- 
solde  (E)  ^  +  ^^-^  — ï  =  o  P^'^  le  plan  (P) 
ux  -^vy  -^  wzz=  o.  Sur  le  diamètre  perpendiculaire 
on  porte,  à  partir  du  centre^  une  longueur  OM  dont 
le  carré  soit  moyenne  harmonique  entre  les  carrés  des 

demi-axes  a.  et  ^  de  la  section  r-  =  --  -f-  ~ .  Lieu 

OM         *         P 
du  point  M,  quand  (P)  pivote  autour  du  point  O.* 

III.  Deuxième  Application.  —  Même  problème  en 
remplaçant  la  longueur  OM  par  la  longueur  ON  dé- 
duite de  la  formule  ^  = g.  Étudier  la  forme 

du  lieu  du  point  N,  et  celle  des  sections  parallèles  aux 
trois  plans  des  coordonnées. 

On  conservera  les  notations  indiquées. 


(3^1   ) 

I.  Coupons  la  surface  (E)  par  une  sphère  (S)  de 
centre  O.  Le  plan  (P)  coupe  la  surface  (E)  suivant  la 
courbe  (e)  et  la  sphère  (S)  suivant  Je  grand  cercle  [e) 
de  centre  O.  Les  génératrices  du  cône  (C)  contenues 
dans  le  plan  (P)  sont  les  droites  qui  joignent  le  (loint  O 
aux  divers  points  de  rencontre  A  de  la  courbe  (e)  et  du 
cercle  (s). 

Dès  lors,  si  OG  est  une  normale  menée  de  O  à  (e)  et 
que  l'on  prenne  OG  comme  rayon  de  (5),  c'est-à-dire 
de  (S),  deux  des  points  de  rencontre  Â  sont  confondus 
en  G,  donc  deux  des  génératrices  OA  du  cône  sont  con- 
fondues avec  OG  et  ce  cône  est  tangent  au  plan  (P) 
suivant  OG. 

Réciproquement  y  si  cette  tangence  a  lieu,  deux  des 
génératrices  étant  confondues  avec  OG^  deux  des 
points  A  sont  confondus  avec  G,  le  cercle  (s)  est  tan- 
gent à  (e),  et,  par  suite,  la  normale  OG  à  ce  cercle  est 
également  normale  en  G  à  (e). 

IL  Les  longueurs  a  et  ^  des  demi- axes  de  la  section 
diamétrale  de  Tellipsoïde  étant  celles  des  normales  me- 
nées du  centre  O  à  cette  section,  prenons,  d'après  la 
méthode  justifiée  ci-dessus,  le  cône  passant  par  Tinter- 
section  de  l'ellipsoïde  et  de  la  sphère  de  rayon  /•  ayant 
son  centre  au  point  O  (^).  L'équation  de  ce  cône  est 


(')  La  méthode  ici  employée  est  celle  qu'impose  Pénoncé,  mais 
cette  seconde  partie  du  problème  peut  êtr&  résolue  beaucoup  plus 
simplement  par  le  procédé  que  voici  : 

D'après  un  théorème  bien  connu,  si  y  est  le  demi-diamètre  per- 
pendiculaire au  plan  donné,  on  a 

I  I  I    _    I  I         I 

a'  "^  P'  "^  r'  "  «'  "*'*^  "^  c^* 
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(  3"  ) 
et  il  est  tangent  au  plan 

si  Ton  a 


I  I  I  I  I  1 

ôï^rs        Âî"~r«        7ï  "~  r* 
ou 

1— r  (  li* -T-  t'* -4-  CV*) 
,.4  ^ 


La  somme  ^  -I-  t^t  étant  celle  des  racines  en  —  de 


d'où 

I  I    _    1  II  I 

^   "^    P^    ~   Ô"-   "^    6=    "^"   ?   "^   V2* 

D'ailleurs  v  élaoL  le  rayon  vecteur  situé  sur  la  droite 
j;  _  ^  __  « 

Il  ~  V         w 
on  a 

I         a-        o*        c- 


v-  M-_}_t;-+<v- 


Si  l'on  porte  cette  valeur  de  -j  dans  l'expression  ci-dessus  de 
^  +  p.  il  vient 

a»  :*"  p=  ~  „•-•_.  v=^,v.!  .  ' 

d'où  l'équation  du  lien 


(3a3) 
cette  équation,  on  a,  en  adoptant  le  signe  \^  pour  les 

sommes  dont  les  termes  se  déduisent  les  uns  des  autres 
par  permutation  circulaire, 

•■  *  p-       2«' 

Par  suite,  en  vertu  de  Pé nonce. 


a:\_l_j/.i_l_ -î 


2- 


En  outre,  le  point  M  étant  sur  la  perpendiculaire 
élevée  en  O  au  plan  donné,  on  a 

-  =  -^^  =  -. 

Il         i>         w 

II  vient  donc  pour  le  lieu  demandé,  après  suppres- 
sion de  la  solution  étrangère  ^^ -f-y* -f- -z*  =  o  (cône 
isotrope  de  sommet  O), 

ou 

ellipsoïde  (E|  )  de  même  centre  et  de  mêmes  directions 
d'axes  que  le  précédent,  les  longueurs  de  ses  axes  étant 
données  par 


2            I              I 

1          I          I 

1         I          I 

a\       6»"^c*' 

b\        c»'^a«' 

c\       a»  "^6*' 

comme  cela  résulte  d*ailleurs  directement  de  l'énoncé. 


(  ^M  ) 

L*équation  ci-dessus  peut  encore  s'écrire 

Sous  celle  forme,  elle  montre  que  V ellipsoïde  (E|)û 
mêmes  plans  cycliques  que  l'ellipsoïde  proposé. 

III.  Le  sens  dans  lequel  sont  portés  les  segments  x 
et  p  n'étant  pas  défini,  on  a  le  droit  d'élever  au  carré  la 
relation  donnée,  qui  s'écrit  alors 

I     _     I  I  2 

p»  ""  ô*  "^  P»  "~  ôp  ■ 

Nous   avons  déjà   calculé    ci-dessus   -7  -h  ôî'  ^ous 

avons,  de  même,  par  le  produit  des  racines  de  Téqiia- 
tion  (i), 

Il  vient  donc 


et,  par  suite,  pour  le  lieu  demandé,  après  multiplicaliou 
parx2-+-j2  4_22^ 

que  Ton  peut  écrire 


Si  l'on  élève  au  carré  pour  avoir  une  équation  ration- 
nelle, il  est  essentiel  de  remarquer  que  Von  introduit 


(  3^5  ) 
une  solution  étrangère  v.orvespondànt  au  signe  -f-  pris 
devant  le  radical   du  second  membre,   c'est-à-dire  au 
point  N'  porté  sur  ON  et  tel  que 


I     _  I       î 


La  surface  du  4*^  degré,  représentée  par  l 'équation 
rendue  rationnelle 


(3) 


[-Mî'*?)]'='2:"2î&' 


évidemment  symétrique  par  rapport  aux  trois  plans  de 
coordonnées,  comprend  donc,  outre  la  nappe  (N)  ré- 
pondant à  la  question,  une  nappe  parasite  (W)  qu'il  est 
d'ailleurs  facile  de  distinguer  de  la  première.  Si,  en 
eii'el,  nous  appelons  (E3)  l'ellipsoïde  défini  par  Téquation 

dont  les  demi-axes  a2,  b^f  c^  sont  donnés  par 

i^i         I  i__i         I  i_i         I 

âf'"6«'^c«'         6|""c»'^â*'         cî""c»"^6«' 

qui,  par  suite,  est  homothétique  de  (E|)  par  rapport 
àO(*),  nous  voyons,  d'après  (2),  que  la  substitution 
des  coordonnées  des  points  N  dans  Téq nation  de  (E2) 
donne  un  résultat  négatif  alors  que  c'est  le  contraire  qui 
a  lieu  pour  les  points  N'. 

En  d'autres  termes,  la  nappe  (N)  constituant  le  lieu 
cherché  est  tout  entière  à  l'extérieur  de  l'ellipsoïde  (En) ^ 
tandis  que  la  nappe  parasite  (N')  est  à  l'intérieur. 


(^)  Si  le  point  N  avait  été  défini,  dans  Ténoncé,  par  la  relation 

9         I        I 

r^  = -,  c'est  par  l'ellipsoïde  m 

partie  que  la  séparation  eût  été  faite. 


9         I        I 

TT^  = -,  c'est  par  l'ellipsoïde  même  obtenu  dans  la  seconde 

ON       a       Û  * 


(3a6) 
Sous  réservé  de  cette  distinction,  nous  allons  étudier 
la  surface  représentée  par  Téquation  (3).  Il  est  £icile 
de  voir  que  cette  équation  développée  peut  se  mettre 
sous  la  forme 

Adoptant,  suivant  Tusage,  l'hypotlièse 
a  >  6  >  c, 

pour  définir  la  grandeur  relative  des  trois  axes,  nous 
avons  le  droit  de  poser 

I         i_i  I         i_i  I         i__i 

Moyennant  cette  convention,  et  en  se  reportant  à  la 
i  éiinition  de  ^2,  &t,  c,,  on  peut  enfin  écrire  l'équation 

/  a?*        ^*       z^ 


(^  ter)     I        -4-2(--î^-+-f-— -— 

J  \«i^3        *îcj        cîaf/ 

I  /x^        y*        z^\ 

Le  cône  asymptote  de  cette  surface  est  donné  par 
l'ensemble  des  termes  du  degré  le  plus  élevé  qui  peut 
s'écrire 

et  cette  somme  de  carrés  ne  saurait  évidemment  s'an- 
nuler que  pour 

X^  5« 


(327) 
Aulrement  dit  le  c6ae  asymptoie  se  réduit  à  l*en« 
semble  des  deux  droites 

^        .    «s        ,    c  i/a*  —  6* 

j^  =  o,  -=±  — =±:  —  > 

dans  lesquelles  on  reconnaît  les  normales  aux  plans  cy- 
cliques réels  de  Tellipsoïde  (E).  Ce  résultat  était  facile 
à  prévoir  a  priori.  Il  ne  saurait  y  avoir  de  points  à  l'în- 
flni  que  dans  la  direction  des  droites  ON,  pour  lesquelles 

s*annule  la  différence ^  >  c'esi-à-dîre  des  normales 

aux  sections  pour  lesquelles  on  a  a  =  ^,  qui  sont  les 
sections  cycliques  passant  par  Taxe  moyen  Oy.  On  dé- 
duit immédiatement  de  là  que,  parmi  les  sections  de  la 
nappe  (N)  parallèles  aux  plans  principaux,  seules  celles 
qui  sont  parallèles  k  Oxz  pourront  avtir  des  branches 
infinies.  Il  est  bien  évident  d'ailleurs  que  la  branche 
parasite  (N'),  comprise  tout  entière  à  Tintérieur  de 
l'ellipsoïde  (E2),  ne  saurait  avoir  de  points  à  Tinfini. 
Nous  allons  maintenant  étudier  en  détail  la  forme  de 
ces  sections. 

Convenons  auparavant  de  représenter  par  X| ,  Y|,  Z| 
les  sommets  de  la  nappe  utile  de  la  surface,  donnés  res- 
pectivement   sur    Ox,    O^,    O^    par   X|  =  ±:  ,  _^    y 

Vi  =  di >  Zi  =  ± T  f  comme  le  montre  la  défi- 

*^  c  —  a  a  —  b 

nition  même  du  lieu  appliquée  aux  sections  principales 

et  comme  le  vérifie  le  calcul.  De  même,  X,,  Y,,  Z\ 

désigneront  les  sommets  correspondants  de  la  nappe 

•^       j         /                   f          .       bc  f         ,       ca 

parasite    donnes    par    j:,  =  zn  ^ »    j^=i± 


Z\=z± 


C  - 

ab 


b 
Convenons  également  de  poser 

A  =  aî— 6c,        B  =  6«  — ca,        G=c»— a6, 


(  3a8  ) 
en  remarquant  cju'on  a  toujours  A>o,  C<!  o,  laiidis 
que  B  peut  avoir  l'un  ou  l'autre  signe. 

Sections  parallèles  au  plan  Oxy,  —  Prenons  d'abord 
la  section  de  la  surface  par  le  plan  Oxj-  lui-même  en 
faisant  z  =  o  dans  l'équation  (3  ter)^  ce  qui  donne 

courbe  fermée,  comme  on  vient  de  le  voir  et  comme 
cela  se  vérifie  immédiatement  sur  l'équation,  qui  com- 
prend deux  branches,  l'une  parasite  intérieure  à  la 
section  principale  correspondante  de  rellipsoïde  (E^) 
défini  plus  haut,  l'autre  appartenant  au  lieu  demandé, 
extérieure  à  cette  même  section  principale. 

La  tangente  y,  =^i  au  sommet  Y|  coupe  en  ouire  la 
courbe  eu  des  points  dont  les  abscisses  sont  données  par 


Ces  points  seront  réels  si 

ou,  en  remplaçant  j^i,  «a?  ^z  et  *5  par  leurs  valeurs, 

OU  encore,  en  réduisant  et  supprimant  tous  les  facteurs 

positifs, 

-B>o, 
c'est-à-dire 

B  <o. 

Le  même  calcul,  appliqué  au  sommet  X|,  montre  que 
la  condition  vérifiée  A  >  o  fait  que  la  tangente  x  =  Xi 
coupe  la  courbe  en  des  points  imaginaires. 


(  3^9  ) 
Si  B  ]>  o,  les  taiigenles  aux  sommets  Y|  ne  coupent  de 
même   la  courbe  qu'en  des   points  imagiuaires,  et  la 
disposition  est  celle  de  \^fig-  i ,  où  le  trait  plein  indique 


la  branche  utile  de  la  courbe,  le  trait  interrompu  la 
branche  parasite,  et  le  trait  pointillé  l'ellipse  de  sépara- 
tion. Si  B  <C  o,  la  tangente  en  X,  coupe  la  courbe  en 
des  points  réels;  on  a  la  disposition  de  la  j(^.  i  bis. 

Si,  d'ailleurs,  partant  de  la  disposition  i,  on  fait 
croître  z^  on  atteint  à  la  disposition  i  bisy  les  sommets 
Y|  se  rapprochant  de  plus  en  plus  jusqu'à  ce  que,  pour 
z  =  ^,,  ces  deux  sommets  se  réunissent  au  point  O 
pour  donner  la  disposition  de  làjig.  i  ter. 


Fi  g.  I  ter. 


Fig.  1  quater. 

y 


e^^ 


^y. 


Remarquons  que,  dans  l'intervalle,  pour  z  =  z\  la 
branche  parasite  s'est  évanouie  en  se  réduisant  à  un 
point  en  O. 

Pour  2>>::|,  la  courbe  se  sépare  en  deux  ovales, 
ainsi  qne  le  montre  \9ifig,  i  quater. 


(  33o  ) 

Sections  parallèles  à  Oyz.  —  La  discussion  es|  la 
même  que  ci-dessus.  On  trouve  que,  par  suiie  de  la  con* 
dilion  vérifiée  C<^o,  la  tangente  au  sommet  Z|  ne 
coupe  jamais  la  courbe  en  des  points  réels,  et  que  la 
tangente  au  sommet  Y|  la  coupe  en  des  points  réels  si 
B>>o,  condition  inverse  de  celle  ci-dessus,  en  sorte 
que  la  section  par  le  plan  Oyz  présente  des  points  d'in- 
ilexion  si  la  seclion  par  Oocy  n*en  présente  pas,  et  réci- 
proquement. 

Sous  réserve  de  cette  remarque  essentielle,  les  états 
successifs  des  sections  parallèles  à  Oyz  sont  données  par 
\esfig.  I  à  I  quater,  dans  lesquelles  il  suffit  de  changer 
X  enz. 

Il  est  bien  entendu  d'ailleurs  que,  si  parallèlement 
à  Oxy  on  commence  par  la  disposition  i,  parallèlement 
à  Oyz  c*est  par  la  disposition  i  bis^  et  inversement. 

Dans  le  cas  où  B  =  o,  les  sections  par  Oxy  et  Oyz 
ont  Tune  et  l'autre,  en  Y| ,  quatre  points  confondus  sur 
la  tangente  en  ce  point,  perpendiculaire  à  Oy.  Elles 
présentent  alors  en  ces  sommets  ce  qu'on  peut  appeler 
un  méplat. 

Sections  parallèles  àOzx.  —  La  section  par  le  plan 
Ozx  a.  une  équation  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

Ici  les  directions  asymptotiques  sont  réelles  : 

«3  cl' 

Pour  trouver  les  asymptotes  parallèles  â  Tune  d'elles, 
posons 

—  =  -  +X, 

«3  CJ 

L't  ayant  fait  cette  substitution,  annulons  le  terme  en  z^, 


(53.  ) 


ce  qui  nous  donne 


--M-^y 


Nous  voyons  qu'il  y  a  ainsi  quatre  asymptotes  rëelles 
symétriques  deux  à  deux  par  rapport  aux  axes  Ox  et 
O^,  et  coupant  chacune  la  courbe  en  un  point  à  distance 
finie.  Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  la  branche  para- 
site est  intérieure  au  losange  formé  par  les  tangentes 
parallèles  aux  asymptotes,  sans  quoi  il  existerait  des 
parallèles  à  ces  asymptotes  coupant  la  courbe  en 
plus  de  quatre  points.  On  a  ainsi  la  disposition  de  la 

Ftg.  2.  Fig.  Q  bis. 


Si  Ton  donne  à  y  une  valeur  quelconque,  les  X  des 


(')  Les  fig,  2  k  2  quater  correspondent  à  l'hypothèse  B  >  o,  pour 
laquelle  la  section  Oxy  présente  la  disposition  de  \sifig*  i»  et  la 
section  Oyz  celle  de  la  fig.  i  bis.  Si  Ton  supposait  B  <  o,  auquel 
cas  ces  deux  dernières  dispositions  permuteraient  entre  elles,  il  fau- 
drait sur  \esfig.  2  3  2  quattr  permuter  entre  eux  les  axes  Ox  et  Oz. 


(33a) 
asymptotes  sont  donnés  de  même  par 


2\«i      c\j      bi 


Donc,  lorsque j)'  croit  A  diminue,  c'est-à-dire  que  les 
asymptotes  se  rapprochent.  Pour  yz=y\  la  branche 
parasite  s'évanouit  au  point  O.  Poury  =yi  la  courbe 
présente  un  point  double  en  O,  où  les  tangentes  sont 
nécessairement  parallèles  aux  asymptotes.  On  a  alors  la 
disposition  de  \^Jig-  ^  bis. 

Au  delà  de  cette  valeur,  la  courbe  présente  la  dispo- 
sition de  \^Jlg>  2  ter. 


Fi  g.  a  ter. 


Fig.  a  quaUr, 


Les  asymptotes  se  confondent  avant  de  devenir  ima- 
ginaires pour  la  valeur  ^0  dey  qui  annule  \  c^est-à-dire 
pour 

ou,  toutes  réductions  faites,  pour 


(a»— 6*)(6»— c«) 


(  333  ) 
Or,  si  Ton  prend  l'équation  de  la  section  par-  Oyz 
mise  sous  la  forme 

-s*        •/  ^*       ^  \     y''      y^ 

ci  \b\cl        c\J         b\  b\ 

on  voit  que  la  condition  de  réalité  des  racines  en  z  est 

\b\c\.    c\)    cjUs    ^î^V-^' 

ou,  toutes  réductions  faites, 


y'^ 


a^b^c^ 


(a«— 6«)(6»— c») 


La  section  parallèle  kOxz  tout  entière  devient  donc 
imaginaire  pour^  =^o-  Autrement  dit,  le  plany  =J'o 
est  un  plan  tangent  singulier  touchant  la  surface  le  long 
d'une  courbe  en  laquelle  doit  se  dédoubler  la  quartique 
précédente,  puisqu'on  passe  à  l'imaginaire,  c'est-à-dire 
d'une  hyperbole.  On  peut  d'ailleurs  le  vérifier  par  le 
calcul.  Si,  en  effet,  on  pose 

on  a,  pour  cette  valeur  particulière  de  j^, 

-z!-__-L  =  v^     et      -•?:!_  _!.  =  iz/Ë, 

b\c\       c\»       c\  <^\b\       a\  a\ 

de  sorte  que  l'équation  de  la  courbe  peut  s'écrire 


( -)    —  237*  -î---  -h  2^«  ^  -+-  U  =  O, 

\«î       cl/  aï  cl 

v/ûy=o. 


ou 

z^ 


La  disposition  est  donc  celle  de  isijlg.  2  quater,  l'hyper- 
bole étant  prise  en  double. 

Si  B  =  o,  on  a  ro=^i  ",  le  dédoublement  de  la  courbe 
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en  deux  hyperboles  a  lieu  en  même  temps  que  le  passage 
de  celte  courbe  par  le  point  O  {fig-  2  bis).  Autrement, 
dit,  rhyperbole  de  X^ifig,  a  qualer  àé^éxïkvt,  en  ses  deux 
asymptotes.  La  surface  a  deux  plans  tangents  singuliers 
parallèles  à  Oxz,  la  touchant  chacun  suivant  un  système 
de  deux  droites  passant  par  un  point  Y|. 

Remarque.  —  Il  est  intéressant  de  définir  le  carac- 
tère géométrique  de  Tellipsoïde  donné  lorsque  la  sur- 
face (N)  présente  cette  singularité,  c'est-à-dire  lorsque 

6*  =  ac. 

Les  normales  aux  sections  cycliques  données  par 


5  __       a/6*  —  c* 

X 

deviennent  alors 


Or,  les  points  de  Tellipse  où  la  normale  fait  le  plus 
grand  angle  avec  la  normale  correspondante  au  cercle 
principal,  dont  M.  d'Ocagne  a  fait  connaître  de  nom- 
breuses propriétés  sous  le  nom  de  points  de  dét^iation 
maxima  (N.  A.,  3®  série,  t.  V,  p.  870  et  534,  1886,  et 
t.  VII,  p.  268;  1888),  sont  précisément  tels  que  le  coef- 
ficient angulaire  de  la  normale  y  est  égal  k  dzl /— •  De 
là  cette  conséquence  : 

Les  ellipsoïdes  pour  lesquels  la  surf  ace  (Ji)  présente 
la  singularité  signalée,  à  savoir  de  posséder  deux 
couples  de  génératrices  rectilignes  singulières  le  long 
desquelles  le  plan  tangent  est  le  même,  sont  ceux 
dont  les  ombilics  réels  coïncident  auec  les  points  de 
déviation  maxima  de  la  section  principale  perpendi- 
culaire à  l'axe  moyen . 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Questions  1793  et  1794. 

(  1898.   p.  195-19'î.  ) 

1793.  Si  Sj  désigne  un  carré  ou  une  somme  de  carrés 
tous  différents  entre  eux,  tout  nombre  entier  est  de  la 
forme  SiH-/>  (/?  =  o,  i,  2,  4).  (E.  Lemoine.) 

179-4.  S,  représentant  un  cube  ou  une  somme  de  cubes 
tous  différents  et  px  l'un  des  nombres  o,  1,1,  3,  4»  5,  6,  8, 
9,  10,  II,  12,  i3,  14,  i5,  16,  17,  27,  28,  29,  3o,  3i,  32,  33,  tout 
nombre  entier  est  de  la  forme  Ss-t-/?!,  au  moins  pour  une 
valeur  de pi,  (E.  Lemoine.) 

SOLUTION 

Par  M.  L.  Ripert. 

Démontrons  d'abord  le  théorème  suivant  :  Tout  nombre 
entier  est  de  la  forme  S^-h/?!,  /i  étant  un  nombre  arbitrai- 
rement choisi,  S/i  représentant  une  n'*"»«  puissance  ou 
somme  de  n'^»**?*  puissances  toutes  différentes  et  p  un 
nombre  moindre  que  (n-h  i)^ —  Sj^X». 

En  effet,  l'équation  237» — (a: -h  1)1  =  0  a  une  seule  racine 
positive  comprise  entre  n  et  /i  -h  i.  Il  en  résulte  que,  a«  étant 
la  plus  grande  Ti^'*"^  puissance  contenue  dans  un  nombre  A,  et 
en  supposant  a  >  n,  on  a  toujours  A  —  a'*=B«d«).  De 
même,  et  avec  la  même  condition  :  B  —  6»=C(<6"), 
G  — c«=  D«c'»), Par  suite  : 

A  =  ««-h  b»-¥-  c« -+-... -h  A:« -+-/?, 

avec  a  >  6  >.  ..>  A-  >  /i,  et/?  <  (n  -hi)«. 

Les  puissances  a'/. .  ,k^  sont  donc  toutes  différentes,  et  une 
limite  supérieure  de  p  est  (/i  -m)'* —  i. 

Le  plus  petit  nombre  k  étant  au  moins  égal  à  n  + 1,  on  peut 
retrancher  la  somme  des  «'*«««•  puissances  moindres  que 
(tu-  i)«  et  le  maximum  de  p  est  /?m  =  (^  -+-1)'» —  SfX» — 1. 

0.  0.  p.  D. 
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La  limite  supérieure  [p  =  (n  -+-i)«  —  i]  suffit  pour  démon- 
trer les  théorèmes  1793  et  1794. 

En  effet,  si  n^i^p  ne  peut  dépasser  8  =  2*-h4  (d*où 
/?i=  4)'  Ort  a  ensuite 

^  =  6=  i»-f-a«-h  I        (/>!=  i), 
^  =  5=I*-t-2*  (/?,=  o), 

/>  =  4=2»  (/?i=:o), 

/>  =  2, 

p  =  I. 

A  cause  de  8  =a*-4- 4  =  i*-h  2*4- 3,  on  peut  remplacer 
(/>  =  o,  I,  !ï,  4)  par  (/)  =o,  I,  2,  3). 

Si  71  =  3,  />  ne  peut  dépasser  63  =  i^-h  a'  -4-  3*+  27  (d'où 
^,  =  27).  On  a  ensuite  : 

62  =  2» -f- 3» -h  27        (/>,  =  27), 
61  =  i8-+-3>-+-33        (/),  =  33), 


5G  =  i»H-3»H-28        (/>i  =  28), 

et  Ton  reconnaît  aisément  que  tous  les  nombres  inférieurs 
sont  de  la  forme  ^3  +  />t,f3  étant  l'un  ou  la  somme  de  deux  ou 
trois  des  cubes  (1,8,27)  ^^  P\  ayant  l'une  des  valeurs  infé- 
rieures à  28  indiquées  par  l'énoncé  1794.  On  peut,  dans  cet 
énoncé,  retrancher  delà  suite />i  les  nombres  3,  11,  i3,  i5  qui 
ne  sont  pas  indispensables  à  la  décomposition  des  nombres 
inférieurs  à  64*  Enfin,  à  cause  de  33=2»-+-25,  ...,  a8  =  a»-t-îo, 
on  peut  adopter  le  maximum />/„  =  27,  à  la  condition  de  rem- 
placer (28,  29,  3o,  3i,  32,  33)  par  (20,  21,  22,  23,  24,  25). 
Pour  n  =  4,  5,  , . ,,  on  a 

P    =624,777'),         ..., 
Pm  =  27<>»  335o,         .... 

Autres  solutions  de  M.  Merlin. 
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DEUluirri^^   DES  <'  NOUVELLES  AMALES 
POUR  1900. 


Errata. 

Quelques  erreurs  s'étant  glissées  dans  renoncé  (p.  a4i)y  le 
Jecteur  est  prié  de  faire  les  corrections  ci-après  : 
î*  ligne,  page  241,  lire  :  yOz^  au  lieu  de  :  yOx, 
5*  ligne,  même  page,  lire  :  passant  par  Ox,  au  lieu  de  : 
passant  par  O^. 

Dernière  ligne,  même  page,  lire  :  autour  de  Ox,  au  lieu 
de  :  autour  de  Oz, 

Page  242|  remplacer  la  rédaction  de  3**  par  la  suivante  : 
Quand  le  point  M  décrit  la  section  de  la  surface  (S)  par 
un  plan  (P),  le  point  \l  décrit  une  cubique  (T)  et  quand  le 
plan  (P)  varie f  la  cubique  (T)  passe  par  six  points  fixes 
qui  sont  les  sommets  d'un  quadrilatère  complet. 


[D5c] 

SUR  LE  PRINCIPE  DE  DIRIGHLET; 

Par  m.  David  HILBERT,  de  Gôttingue. 


Jahresbericht  der  D,  M.  V.,  Tome  VIII,  page  117;  1900. 
Leipzig,  Teubner,  I*' fascicule  (seul  paru). 


Le  principe  de  Dirichlet  est  un  mode  de  raisonne- 
ment que  ce  géomètre,  inspiré  par  une  pensée  de  Gauss, 
appliqua  à  la  résolution  d*un  problème  dit  aujourd'hui 
de  Dirichlet  {Randwertaufgabe)  (*).  Ce  principe  peut 

(')  Le  terme  allemand  Randwertaufgabe  (problème  consistant 
eo  la  recherche  de  la  fonction  harmonique  prenant  des  valeurs  don- 
nées sur  un  contour)  correspond  bien  à  la  traduction  :  Problème 
de  Dirichlet  {yoir  maint  endroit  des  deux  premiers  Volumes  du 
Traité  d'Analyse  de  M.  Picard).  Il  semble  bon  alors  de  réserver 
exclusivement  le  mot  principe  au  mode  de  raisonnement  dont  il 
s'agit.  (L.  L.) 

Ann,  de  Mathémat.,  3*  série,  l.  XIX.  (Août  1900.)  22 
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èire  rapidement  caractérisé  comme  il  suit  :  En  les  points 
du  contour  donné  dans  le  plan  des  x,  y  élevons  des 
perpendiculaires  et  sur  ces  perpendiculaires  portons  les 
valeurs  relatives  au  contour  (Randwerte  =  valeurs  que 
doit  prendre  la  fonction  harmonique  cherchée  sur  le 
contour).  Parmi  les  surfaces  z  =f(x,y)  limitées  par 
les  courbes  de  Pespace  qui  prennent  ainsi  naissance, 
supposons  que  Ton  en  cherche  une  pour  laquelle  la 
valeur  de  l'intégrale 

soit  un  minimum.  Cette  surface,  ainsi  qu^on  le  fait  voir 
aisément  à  l'aide  du  Calcul  des  variations,  est  néces- 
sairement une  surface  potentielle.  C^est  en  recourant  à 
une  considération  de  celte  espèce  que  Riemann  (*)  a 
regardé  comme  établie  la  démonstration  de  Texistence 
de  la  solution  du  problème  de  Dirichlet,  et  qu'il  a 
ensuite,  sans  hésiter,  établi  sur  cette  base  sa  grandiose 
théorie  des  fonctions  abéliennes. 

Ce  fut  Weierstrass  qui  montra  le  premier  que  le 
mode  de  raisonnement  du  principe  de  Dirichlet  ne  peut 
être  validement  appliqué  ici.  En  effet,  si  Ton  se  trou- 
vait en  présence  d'un  nombre  fini  de  valeurs  numé- 
riques, on  pourrait  immédiatement  conclure  que  parmi 
elles  il  en  est  une  minima^  au  contraire,  si  Ton  est  en 
présence  de  valeurs  numériques  en  nooibre  illimité,  il 
n'est  aucunement  nécessaire  qu'il  j  en  ait  une  plus 
petite  que  toutes  les  autres;  bien  plus,  il  faut  prouver 
dans  chaque  cas   par  une  démonstration  particulière 


(*)  Dissertation  inaugurale,  §  16,  et  Fonctions  abéliennes, 
Avant-Propos,  p.  m.  Comparer,  pour  la  critique  du  célèbre  raison- 
nement de  Riemann,  le  Traité  d'Analyse  de  M.  Picard,  t.  II, 
p.  38.  (L.  L.) 
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qu'il  existe  eflecti veinent  une  surface  z  ^=f[x,j)  pour 
laquelle  la  valeur  de  rintégrale  correspondante  i{f) 
est  un  minimum. 

Les  importantes  recherches  de  MM.  C.  Neumann, 
H. -A.  Schwarz  et  H.  Poîncaré  ont  fait  voir  que,  en 
adoptant  certaines  hypothèses  très  générales  relatives  à 
la  nature  du  contour  et  aux  valeurs  qui  s'y  rapportent, 
le  problème  de  Dirichlet  est  parfaitement  résoluble,  et 
que,  réciproquement^  rexisteiicc  de  la  fonction  minima 
correspondante  y(x,  j^)  est  parfaitement  établie. 

Le  principe  de  Dirichlet  doit  sa  célébrité  à  l'attrayante 
simplicité  de  l'idée  mathématique  dont  il  tire  naissance, 
à  l'incomparable  richesse  des  applications  qu'on  eu  peut 
faire  en  Mathématiques  pures  comme  en  Physique  ma- 
thématique, et  à  la  force  de  persuasion  qu'il  porte  en 
soi.  Mais,  depuis  la  critique  de  Weierstrass,  le  principe 
de  Dirichlet  n'a  plus  eu  qu'un  intérêt  historique  et, 
comme  méthode  de  résolution  de  problèmes  de  Dirichlet, 
il  semble  en  tout  cas  délaissé.  C'est  avec  des  expressions 
de  regret  que  M.  C.  JNeumann  dit  que  ce  principe  de 
Dirichlet,  si  beau  et  si  souvent  employé  autrefois,  est 
maintenant  abandonné  pour  toujours.  MM.  Brill  et 
Nôther  (*)  sont  les  seuls  qui  aient  éveillé  en  nous  un 
nouvel  espoir  en  exprimant  leur  conviction  que  le  prin- 
cipe de  Dirichlet  ressusciterait  un  jour,  le  même  jusqu'à 
un  certain  point  quant  au  fond,  mais  peut-être  avec  cer- 
taines modifications  quant  à  la  forme  de  l'exposition. 

Ce  qui  suit  est  un  essai  de  résurrection  du  principe 
de  Dirichlet. 

En  réfléchissant  que  le  problème  de  Dirichlet  n'est 
qu'un  problème  particulier  du  Calcul  des  variations, 

(  *  )  Brill  et  Nôther,  Théorie  der  algebraischen  Functionen 
{Jahresbericht  der  D.  M.  K.,  t.  III,  p.  265;  1894).  Berlin,  Reimer. 

(L.  L.) 


(  34o  ) 
nous  arrivons  à  exprimer  le  principe  de  Dirichlet  sous 
la  forme  plus  générale  suivante  : 

Tout  problème  du  Calcul  des  variations  possède  une 
solution,  poun^u  que  certaines  hypothèses  restrictis^es 
convenablement  choisies  relatii^es  à  la  nature  des  con- 
ditions limitativ^es  données  soient  remplies,  et,  néces- 
sairement aussi,  pourvu  que  ce  que  Von  entend  par  le 
mot  solution  éprouve  une  généralisation  conforme  au 
sens,  à  la  nature  des  choses. 

Ce  principe  peut  servir  de  fil  conducteur  dans  la 
recherche  de  démonstrations  d'existence  rigoureuses  et 
simples-,  c'est  ce  que  feront  voir  les  deux  exemples 
suivants  : 

1.  Sur  une  surface  donnée  z  =f(x^y)y  mener  la 
ligne  la  plus  courte  entre  deux  points  donnés  P  et  P^*^. 

Soit  /  la  limite  inférieure  de  la  longueur  de  toutes  les 
courbes  passant  par  les  deux  points  donnés  sur  la  sur- 
face. Parmi  toutes  ces  courbes  de  jonction,  cherchons 
les  courbes  C|,  Ca,  C3,  ...  dont  les  longueurs  respec- 
tives L|,  L2,  L3,  . ..  tendent  vers  la  limite  /.  A  partir 
de  P,  portons  alors  sur  C|  la  longueur  ^L|,  nous  ob- 

tiendrons  ainsi  un  point  P^^  5  portons  ensuite  sur  Cj, 

toujours   à   partir    de    P,   la    longueur    ^  L^    jusqu^en 

(-) 
un  point  P^  ^  et  de  même  sur  C3   à   partir   de   P  la 

longueur  ^Lg  jusqu'en    P3    ,    et   ainsi   de   suite.   Les 

(1)      (i)      (1) 
points  P,    ,  Pj    )  Pj    7  •  •  •  auront  alors  comme  point  de 

condensation  (Ferdichtungsstelle)  un  certain  point  P^  , 

P^  étant  aussi  un  point  de  la  surface  z  =f(xyy). 
L'opération   susdite  que  nous   avons  faite    sur  les 
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poinls  P  et  P^*\  et  qui  nous  a  conduit  à  un  point  P^*  , 
appliquons-la  aux  points  P  et  P^  ,  ce  qui  nous  con- 
duira  à  un  point  P  de  la  surface  donnée.  Nous  irou- 
verons  encore  de  même  un  point  P^  en  appliquant  le 
procédé  en  question  aux  points  P^^  et  V^^K  Nous  ob- 

tiendrons  enfin  d'une  manière  analogue  les  points  P^  , 
p(î)^  p(l)^  p©^  p(V«)^  T^^3  ^gg  p^i^^^3  gj  J^^^g 

points  de  condensation  formeront  sur  la  surface 

une  courbe  continue  qui  est  la  ligne  géodésique  cher- 
chée. 

Cette  affirmation  se  démontre  aisément,  si  Ton  prend 
comme  définition  de  la  longueur  d'une  courbe  la  limite 
de  la  longueur  des  lignes  brisées  polygonales  qui  y  sont 
inscrites.  L'on  reconnaît  en  même  temps  qu'il  suffit 
dans  notre  considération  de  la  question  d'admettre  Thy- 
potlièse  que  la  fonction  donnée  /(x^y)  est  continue 
ainsi  que  ses  dérivées  premières  prises  par  rapport  à  x 
et  à  y. 

II.  Trou\^er  une  fonction  potentielle  z=^f{x^y) 
prenant  des  valeurs  assignées  sur  le  contour  d'une 
courbe  donnée  du  plan  des  x,  y. 

Pour  simplifier,  nous  supposerons  que  le  contour 
donné  ait  des  tangentes  et  une  courbure  continues,  et 
que  Ja  dérivée  soit  continue  pour  les  valeurs  assignées 
sur  le  contour.  Considérons  la  courbe  dans  l'espace 
dont  il  a  été  parlé  au  commencement  de  celte  Note,  et 
déterminons  alors  un  angle  fixe  cp  lié  tout  particulière- 
ment à  cette  courbe  de  l'espace  par  la  propriété  sui- 
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vante  :  z  =  F(a:,^)  étant  une  surface  analytique  ou  une 
surface  formée  de  portions  de  surfaces  analytiques,  dont 
le  contour  est  formé  par  la  courbe  de  Pespace  précitée, 
on  peut  toujours,  à  l'aide  de  '3==F(x,j^),  construire 

une  surface  z  =  F(xyy)  telle  que  l'intégrale  J(F  j  qui 

correspond  h  z  =  V{x,j)  soit  toujours  inférieure  ou 
égale  en   valeur  à  Tintégrale  J(F)  qui  correspond  à 

z  =  F{x^y)  et  que,  en  môme  temps,  z  =zF(x,y)  ne 
possède  en  aucun  point  une  tangente  dont  Tangle  avec 
le  plan  des  x,  y  soit  supérieur  en  grandeur  à  cp.  On 
obtient  un  tel  angle  «p  eu  considérant  les  points  où  la 
grandeur  de  l'inclinaison  de  la  surface  z  =  Yi^x^y^  sur 
le  plan  des  x,  y^  c'est-à-dire  la  quantité 


arc  tang 


c^y     /^V 


àx)  ^\ày) 


c 


ne  surpasse  pas  une  certaine  limite,  et  en  faisant  voir 
que  la  surface  z  =  F(x,;k)  peut  toujours,  dans  le  voi- 
sinage de  ces  points,  être  remplacée  par  un  morceau  du 

plan 

z  •=^  ax  -\-  by  -+-  c 

ou  (sur  le  contour)  par  un  morceau  de  la  surface  poten- 
tielle en  forme  d'entonnoir 

^  a(ar-ha)-f-6(^H-p) 

(arH-a)«H-(^-+-p)«  ' 

a,  i,  e,  a,  ^  étant  des  constantes  telles  que  le  plan  ou 
les  tangentes  du  morceau  correspondant  de  la  surface 
potentielle  soient  respectivement  moins  à  pic  par  rap- 
port au  plan  des  x,  y. 

Soit  i  la.  limite  inférieure  des  intégrales  J  relatives' à 
toutes  les  surfaces  dont  le  contour  est  formé  par  la 
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courbe  de  l'espace  donnée.  Parmi  toutes  ces  surfaces 
cherchons  les  surfaces 

pour  lesquelles  les  intégrales  correspondantes 

Ji  =  J(F,),        J.=  J(F,),        J,  =  J(F3),        ... 

tendent  vers  la  limite  i. 

A  cet  effet,  nous  remplacerons  chacune  des  surfaces 

^  =  F„        «  =  F„       ^  =  F„ 
par  les  surfaces  respectives 

^  ^  <^ 

^  =  Fi,       is  =  F,,        «  =  F3, 

qui,  en  aucun  point,  n^ont  une  tangente  dont  l'angle 
avec  le  plan  des  x,  y  soit  plus  grand  que  Tangle  cp. 
De  plus,  cherchons  maintenant  parmi  la  suite  infinie 

de  fonctions  F|,  Fa,  F3,  . . .  une  suite  infinie  de  fonc- 
tions y*!,  /i,  /s,  . . .  telle  que  pour  tous  les  points  Xy  y 
à  Tintérieur  du  contour  plan  donné  qui  ont  pour  coor- 
données a:,  y  des  nombres   rationnels  il   existe   une 

valeur  limite 

I^  fn{x,y\ 

n=te 

Comme  Ton  a,  d^autre  part,  pour  tous  les  points  à 
l'intérieur  du  contour, 


àx 


I  à/i 


<  tango         (t  =  i,2,  3,  ...j, 


on  en  conclut  aisément  que  la  suite  infinie  de  fonc- 
tions /,,  /a,  /j,  . . .  converge  uniformément  partout  à 
rintérîeur  du  contour,  et  de  même  sur  le  contour,  c'est- 
à-dire  que 

/(ar,^)=    L  Mx,y) 

est  une  fonction  continue  des  variables  a:,  y. 


♦ 
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La  surface  z=^  f{x,  y)  est  la  surface  potentielle 
cherchée.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  le  démontrer; 
Ton  y  arrive  le  plus  simplement  en  s'appuyant  sur 
l'existence  de  la  fonction  minima,  c'est-à-dire  sur  la 
solution  du  problême  de  Dirichlet  pour  le  cercle  et  une 
fonction  continue  quelconque  sur  le  contour;  on  peut 
aussi  le  démontrer  directement. 

Joint  à  la  simplicité  et  à  la  clarté  du  mode  de  raison- 
nement que  nous  avons  rapidement  décrit,  je  vois  encore 
Tavantage  principal  de  cette  nouvelle  méthode  dans  le 
fait  que  l'on  emploie  seulement  la  propriété  du  mi- 
nimum et  que  l'on  ne  fait  aucun  usage  de  la  nature 
spéciale  du  problème,  c'est-à-dire  ici,  par  exemple,  des 
propriétés  particulières  soit  des  lignes  géodésiques,  soit 
de  la  fonction  potentielle.  Le  nouveau  mode  de  raison- 
nement est  donc  applicable  à  des  problèmes  plus  géné- 
raux de  la  théorie  des  surfaces  ainsi  que  de  la  Physique 
mathématique. 

{Traduit  par  L.  Lâugel.) 


[I2e] 

SUR  LES  CONDITIONS  DE  DIVISIBILITE  D'UN  PRODUIT^ 
DE  FAGTORIELLES  PMt  UN  AUTRE; 

Par  m.  Edm.  L\NDAU, 
Docteur  en  Philosophie,  à  Berlin. 


INTRODUCTION. 

On  sait  que  le  coefficient  du  binôme 

t{a  —  i). .  .(a  —  64-1) 


©-^ 


1,2,  ...,6  (a  —  6)!6î 

est  un  nombre  entier  pour  tous  les  systèmes  (a,  &),  pour 

p.    b  i  0 
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lesquels  a  —  &  et  i  sont  ^o,  le.  symbole  o!  signifiant  i 
par  convention.  Si  Ton  pose 

a  —  b  =■  X\y        o  =  x^y 
on  obtient  la  fraction 

Xi  !  Xi  ! 

qui  est  entière  pour  tous  les  systèmes  (X|,  JC2)  =  o«  De 
même,  le  coefficient  du  polynôme 

(ari-4-ar,-f-..,-4-gr)ï 

XilXjl  ...Xrl 

est  entier  pour  tous  les  systèmes  (j:i,ar2,  ...,  Xr)=o('), 
ce  qui  se  démontre  au  moyen  de  la  proposition  connue, 
que  Texposant  dont  le  nombre  premier  p  est  alTecté  dans 
la  factorielle  /i!,  égale 


H-[^]-=t[.-] 


(0        1^1*1^1+.. .-y[pi  (■), 

formule  ou  [m]  désigne  le  plus  grand  nombre  entier 
non  supérieur  à  m.  Il  est  connu  depuis  longtemps  que 
les  coefficients  du  polynôme  sont  des  nombres  entiers; 
car  ils  indiquent  des  nombres  de  permutations  de 
J^«H-«  ..-l-Xr  éléments,  parmi  lesquels  il  s'en  trouve 
Xi  égaux,  a?a  autres  égaux,  etc. 

En  1874,  Catalan  (')  publia  un  théorème  auquel  il 


(*)  Voir,  par  exemple,  Dirichlet-Dedekind,  Vorlesungen  ûber 
Zahlentheorie,  4*  édition,  p.  28-29;  ^^9^- 

(')  La  somme  n'a  qu'un  nombre  fini  de  termes,  savoir  1  -. I  ; 

cependant,  comme  [m]  =  o  pour  o^m<i,  on  peut  l'étendre  jus^ 
qa'à  V  =  00. 

(')  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*   série,    t,  XIII, 
p.  ao7;  1874. 
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avait  été  conduit  parla  théorie  des  fonctions  elliptiques  : 
le  quotient 

Xi\Xi\(Xi'{'  Xi)\ 

est  entier  pour  tous  les  systèmes  (xt,  0:2  )^o.  En  s'ap- 
puyant  sur  la  formule  (i),  M.  Bourguet  (*)  démontre  ce 
théorème  d'une  manière  élémentaire  (^),  de  même 
qu'une  autre  proposition  plus  générale  :  la  fraction 

(rxi)l(rxt)\...(rxr)\ 
a:i  !  a?!  ! . .  ,Xr  !  (iTi  4-  Xj  -h . . .  -h  a:;.)  î 

est  entière  pour  tous  les  systèmes  (aî|)>o  (1=  i,2,...,r). 
Dans  ce  qui  suit,  il  s^agit  de  ce  problème  :  Etant  don- 
nées m  4-  n  fonctions  linéaires  et  homogènes  de  r  varia- 
bles OTi,  X2,  . . . ,  Xr,  à  coefficients  entiers, 

r 

1=1 

r 

1=1 

trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  aux- 
quelles les  (m  -f-  n)r  coefficients  a^^^,  ^[^^  doivent  satis- 
faire, pour  que  la  fraction 

soit  égale  à  un  nombre  entier,  pour  tout  système  Xi , 
0^27  . .  • ,  Xr  qui  donne  aux  m  +  n  fonctions  u<t,  Vx  des 
valeurs  ^o  ('). 

(  *  )  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  2*  série,  t.  XIV,  p.  89-90; 
1875. 

(')  Voir  aussi  Baghmann,  Zahlentkeorie,  I"  Partie,  p.  37-39. 

(^)  Pour  des  valeurs  négatives,  les  factorielles  n'auraient  pas  de 
sens. 
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Pour  que  le  produit  I  1  !/<,!  soît  divisible  par  I  I  v^U 

il  faut  et  il  sudit  que  chaque  nombre  premier  p  divise 
le  numérateur  au  moins  autant  de  fois  que  le  dénomina- 
teur; on  a  donc  à  étudier  Tinégalité 

V=l  V  =  l  V=rl 

V  =1  V  =  I  V=l 

c'est-à-dire 

w       ii[i?]ïii[?;]' 

V  =  l  <T  =  1  V  =  l  T  =  l 

qui  doit  subsister  pour  tous  les  systèmes  entiers  Xi,...^Xr 
pour  lesquels  les  !/<,  et  i^x  sont  >o,  et  pour  tout  nombre 
premier/?. 

Dans  les  cas  spéciaux  mentionnés  dans  Tlntroduc- 
lion  (*),  on  s'est  servi  des  inégalités  correspondant 
à  (a)  pour  les  systèmes  spéciaux  de  coeflScients  (aj.''\  ^J.^*). 
En  ce  qui  concerne  le  coefScient  du  polynôme,  on  a  dû 
montrer  que,  pour  tous  les  x^  . . . ,  jr^  ^  o  et  pour  tout 
nombre  premier  />, 


V=  1 


(»)  Voir  aussi  plusieurs  Mémoires  de  M.  Désiré  Xndré  {Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques,  a-  série,  t.  XI,  p.  3 1 4  ;  t.  XII,  p.  84  ;  t.  XIII^ 
p.  x85.  —  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  t.  I> 
p.  84). 
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pour  l'expression  considérée  par  M.  Bourguet 

v  =  l  v  =  t  v  =  i 


v  =  l 

_        _  •     _ 


La  démonslralion  de  ces  inégalités  se  fait  en  établissant 
que,  pour  chaque  nombre  rf,  donc,  a  fortiori,  pour 
d  =  p^j  on  a 

et  d^une  inégalité  de  la  forme 

(3)  /(v)^^(v), 

on  déduit  ensuite,  a  fortiori, 

00  M 

(4)  ^f{^)l^g{^). 

V  =  l  V  =  l 

Il  peut  arriver,  inversement,   que,  pour  un  certain 
système  {x^^  . . . ,  x^,  p)^  on  ait,  pour  un  Vo  déterminé, 

(1  =  1  T  =  l 

et  pourtant 

v  =  i<r  =  i  v  =  iT=i 

vu  que  le  sens  d'une  inégalité  contenant  la  fonction  [.r] 
[a,]-4-...-h[ûr,„]<[6,]H-...-hl6„], 
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OÙ  les  a^  h  sont  des  nombres  fractionna  ire  s,  peut  se 
renverser  en  multipliant  tous  les  arguments  a^r,  h^  par 
une  même  constante  A'. 

Mais,  ce  qu'on  n'a  pas  remarqué  jusqu'ici,  c'est  que 
Texistence  de  la  relation 

(T  =  l  T  =  l 

pour  tous  les  systèmes  (a:/,  p,  v),  est  non  seulement  suf- 
fisante, mais  aussi  nécessaire  pour  que  la  condition  (3) 
soit  remplie  pour  tous  les  systèmes  (X|,  • .  •,  x^  />).  Il 
est  vrai  que  (5)  n'entraînerait  pas  nécessairement  que, 
pour  le  nombre  p  eu  question,  Tinégalité  (  2)  ne  soit  pas 
satisfaite;  mais,  et  c'est  la  marche  suivie  dans  la  démon- 
stration qui  forme  l'objet  du  n°  II,  en  supposant  qu'il 
existe  un  système  (çi,  $2»  •  •  •>  \r)  et  une  puissance  P 
d'un  nombre  premier  (*  ),  pour  lesquels 


(6) 


i[p]<i[*} 


je  montrerai  qu'on  pourrait  en  déduire  un  autre  système 
(rnJ'2,...,7r,  p),  pour  lequel 

ii[ïr:]<ii[?;]- 

V  =  l  <T  =  1  V  =  l  T=l 

et  j'aurai  démontré  ainsi  la  proposition  suivante  : 

Pour  que  l'inégalité  (2  )  subsiste  identiquement,  il  faut 
qu'on  ait  identiquement 


IXWW^  <' 


)• 


(*)  P  peut  signifier,  du  reste,  une  grandeur  positive  quelconque, 
rationnelle  ou  irrationnelle. 

(')  Vulgairement  parlant,  il  est  permis  de  différentier  l'inéga- 
lité (2). 
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IL 

Les  U(j,  i^x  étant  des  fonctions  homogènes  et  linéaires 

des  Xij  on  a 

VxiP^u  ...,P^r)=  PJ'tC^i,  ...,ar,.). 

[Si  p  est  positif,  les  Ua{pXi)  {*)  et  ^^x{?Xi)  seront  >o 
en  même  temps  que  les  M<r(Xi),  Vx{^iy]'  On  a  donc,  en 
posant 

Vx=Px(p5/), 
et  en  introduisant  ces  expresdons  dans  (6), 

Ayant  une  fraction  ^  (a,  P]>o)  on  peut  multiplier 

ses  deux  termes  par  un  nombre  positif  p  tel  que  le  numé- 
rateur devienne  plus  petit  que  la  deuxième  puissance  du 
dénominateur  diminué  de  ^.  Car,  pour 

on  a,  comme  on  le  vérifie  facilement, 
pa<(p?~P)«. 
Si  plusieurs  fractions 

sont  données )   on  obtient,  en    multipliant    les   deux 

(')  «.(pa?,)  signifie  a,(pa:„  ...,  pa:J.... 
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termes  de  chacune  par  un  nombre  supérieur  aux 
t  nombres  -^  ^^  ^  >  des  fractions  où  le  numérateur  de 
chacune  est  inférieur  à  la  deuxième  puissance  du  déno- 
minateur diminué!  du  dénominateur  primitif.  Il  existe 
donc  un  nombre  pi  tel  que  pour  tout  p  >^  pi, 

Ua<(pP-P)«         (a  =  i,  a,  ...,m), 
et 

Vx<(pP~P)«         (x  =  i,2,  ...,n). 

Si  j^,  en  augmentant,  passe  par  une  valeur  entière  N, 
la  fonction  discontinue  ly\  augmente  de  i.  Comme, 
pour  N  elle-même, 

on  voit  que,  y  étant  une  valeur  quelconque,  on  peut 
trouver  une  grandeur  positive  e  difléreute  deo,  telle  que 
pouro<A<£,  ,«1      r  1 

En  effet,  il  suffit  de  prendre 

expression  positive  pour  tous  les^.  De  même,  une  frac- 
tion ^  étanl  donnée,  on  peut  trouver  un  nombre  posi- 
tif 5  tel  que  pour  o  ^  A  <  8, 

D'après  ce  qui  précède,  en  posant 
il  suffit  de  prendre 

grandeur  toujours  plus  grande  que  o. 


-  y 


ïr- 
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Donc,  une  grandeur  positive  d  étant  donnée,  on  peut 
trouver  un  nombre  pi  tel  que,  pour  tous  les  p  >  pi, 


L-^]={iJ  <■ 


)• 


En  effet,  il  suffit  pour  cela  que 


Donc,  t  fractions  ^*  '  ^»  •  •  •  »  ^  étant  données,  on  peut 
choisir  un  nombre  pa  tel  que  pour  p  >  p2, 

tfe]=[?] y^hiii- 

relation  où  d  désigne  une  grandeur  positive  donnée. 

En  posant  ^  =  d  =  ^^  et  en  tenant  compte  des  con- 
sidérations auxiliaires  présentées  plus  haut,  on  obtient 
cette  proposition  :  Il  existp  un  nombre  03  tel  que  pour 

P>P3, 

(I)  U^<(pP-P)«,       Vx<(pP-P)«; 

a  fortiori  donc  pour  ç  <^  P, 

U^<(pP-^)S        V,<(pP-y)«; 

a  fortiori  donc 

tpP^J  " Lpt1  '      LpP  =  9j  "  Lp^J ' 

é 
(*)  Il  n'est  pas  toujours  possible  de  déterminer  p  suffisamment 

grand  pour  que 

car,  dans  le  cas  où  ?  est  entier,  cette  équation  n'est  jamais  satisfaite. 


il  s'eiisuil  donc ,,  „^ , , 

A 
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Or, 

pP-q         (p  =  i,2,3,...;oSr/<P) 

parcourl  toutes  les  grandeurs  positives.  Il  existe  donc, 
eiulésignaiitpar/;  un  nombre  premier  quelconque  supé- 
rieur à  pjP  —  P,  un  nombre  premier  p  tel  que 

JA^rvte  <^(iJ  "tut     V^rVT 

q«e  dans  les  sommes  >^  I^J,    N^ |^^j, 

"  V -1  V=l 

tous  les  termes,  excepté  les  premiers,  s'évanouissent^ 
on  a 

«0       m  00         n 

v  =  i  a  =  i  v^i T=  i 

vi  la  proposition  énoncée  plus  haut  est  démontrée. 

III. 

On  en  conclut,  en  posant 

p"  "—  yi>         p  —  .^'i»         •  •  •  »         p"  ■  ■  Xv> 

la  proposition  suivante  : 
Pour  que  la  fraction 

M,  !  i/j!  ...  a,„! 


t^i!  p,!  ...  l'n! 
^/i/i.  rfc  Mathémat.,  3»  série,  l.  \I\.  (Août  lyoo.)  23 
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se  réduise,  pour  tous  les  systèmes  (x/)  tels  que 

w^o,      Pt^o      (?=i:î;::::r), 

à  un  nombre  en  lier,  il  faut  et  il  suffit  que  Tinégalité 

m  n 

(8)  ^[ua(ri)]è^[^Ari)] 

soit  vérifiée  pour  tous  les  systèmes  commensurables  (*) 
de  grandeurs  réelles  (^/),  pour  lesquels  les  «^  et  i^x 
sont  ^  o. 

La  restriction  que  les  y  sont  commensurables  peut 
aussi  être  écartée.  En  effet,  supposons  que,  pour  un  sys- 
tème réel  quelconque  (ju)  pour  lequel  les  u„  et  y^ 
sont  ^o,  on  ait 

m  n 

D^apics  les  considérations  précédentes,  on  peut  ti*ouver 
une  grandeur  positive  8  telle  que  pour 

oihi<^       (t  =  i,a,...,r), 
c'est-à-dire 

m  m  n 

<T-1  <T=1  T=ïl 

=i[-{A)]' 


(  •  )  C'est-à-dire  tels  qu'il  existe  un  nombre  pour  lequel  y-P  =  x, ... 
y^P  —  x^,  soient  entiers. 
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et  l'on  peut  choisir  les  A,-  entre  o  et  o^  tels  que  his 


r  nombres 

Xi 


X~hi 


soient  coinmensurabics  ou  même  rationnels  avec  une 
puissance  d^in  nombre  premier  comme  dénominateur 
commun;  une  contradiction  avec  la  proposition  trouvée 
plus  haut  se  présenterait  donc;  on  a,  par  conséquent, 
cet  énoncé  :  I/cxîstence  de  Finégalité 

m  n 

<J  =  1  T--   l 

pour  tous  les  systèmes  réels  (y/)  tels  que  les  /i^,  v^^ 
sont^o,  est  une  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  quotient  de  faclorielles  considéré  soit  entier. 


IV. 

Soit  maintenant  (j'z)  une  stdulion  c|uelconque  de  (8) 
(**(»>  ^T?o)  ^-t  (^i)  u»^*  autre  («ç,  i'T  =  o),  dont  les  élé- 
ments sont  tous  entiers  et  dilTérents  de  o.  Dans 

m  n 

2[«'(''")i=2t«'t(v)]. 

(T  -  l  T  --  I 

on  peut,  tous  les  arguments  étant  entiei*s,  omettre  les 
crochets.  En  multipliant  par  un  nombre  entier  et  posi- 
tif A',  on  a  donc 

m  n 

(T-    1  T    -  I 

et  en  ajoutant  h 

m  n  y 
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vu  que,  pour  b  entier, 

(a)-f-  b  —  {a-^b), 
on  obtient 

m  n 

De  là  cet  énoncé  :  Si  Tinégalité  (8)  est  exacte  pour 
tous  les  systèmes  (  v/)  tels  que  ji  parcourt  les  valeurs 
comprises  entre  deux  multiples  consécutifs  /</  r^i^ 
{hi-h  i)r\i  de  tj/,  elle  l'est  pour  lous  les  systèmes  (y,) 
de  la  forme 

yi=  hit^-^-  o/T^/-h  kr\i        (o5  S/li,  /rentier  el  ^o), 

c'est-à-dire  pour  tous  les  yi^hirn^  si  vii>  o  et  "^bir^i^ 
si  r,/<o  (i  =  i,  2,  ...,/')• 

Je  suppose  maintenant  que  les  u<r,  Vx  sont  ^o  pour 
tous  les  arguments  qui  sont  ^o.  Les  coefficients  seront 
alors  tous  ^o  ;  car  si,  par  exemple,  af  était  négatif,  on 
aurait,  pour 

<'<0. 

Les  considérations  précédentes  permettent  de  démon- 
trer le  théorème  suivant  : 

Pour  que 

soit  entier  pour  tous  les  systèmes  entiers  (j:,-)^o,  il 
faut  et  il  suffit  que  V inégalité 
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subsiste  pour  tous  les  systèmes  réels  (ju)  entre  o  et  i 
(  incluswement  ) , 

Démonstration,  —  Si  le  quotient  de  factorielles  en 
question  est  entier  pour  tous  les  systèmes  entiers  (a:i)^o, 
Tinégalité  (8)  est  exacte  pour  tous  les  systèmes  ^o  et 
réciproquement.  Ceci  n'est  pas  une  conséquence  du 
théorème  général  établi  à  la  fin  de  (III)  (*),  mais  se 
démontre  littéralement  de  la  même  manière,  en  se  bor- 
nant dès  le  commencement  aux  systèmes  positifs  ;  car  le 
système  (pi/))  qu'on  a  déduit  (II)  de  (Çi)  et  qui  ne  satis- 
ferait pas  à  (2)  est  ^o  en  même  temps  que  (Ç/). 

1.  Si  le  (|uotient  en  question  est  entier  pour  tous  les 
(x/)^o,  l'inégalité  (8)  sera  donc,  a  fortiori^  exacte 
pour  tous  les  (  yi)  entre  o  et  i . 

2.  Réciproquement,  supposons  que  tous  les  systèmes 
{yi)  entre  o  et  i  satisfassent  à  (8).  En  posant 

ji  = . . .  =  yt-x  =  7«+i  =  •  •  •  =  7/*=  o,       yi=\, 
on  a 

aCiJ_H. .  .-H  aS""^  ?i»' -h. .  .-h  pî"', 

m  n 

donc,  ÂTi ,  . . . ,  hr  désignant  des  nombres  entiers  quel- 

m  n 

^a'^ki^^^^^kl  (.  =  1,1»,..., r), 

ni        r  n         r 


(')  Dans  le  cas  où  il  y  a,  pour  chaque  variable,  au  moins  un  i/, 
ou  ç^  qui  ne  contient  qu'elle  seule,  ces  deux  théorèmes  sont  iden- 
tiques, car  les  m,,  s^\  ne  sauraient  élre  lous^o  sans  que  les  a,  le  soient 
aussi. 


conques  ^o, 
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et  cil  ajoutant  celle  inégalité  à  (8),  pour  tous  les  sys- 
tèmes (j'i)  entre  o  et  i, 

d'où,  comme  les  sommes   N  a'f*/fi   et  ^^i^'Ai   rcpré- 

I  I 

sentent  des  nombres  entiers, 

or,  chaque  grandeur  positive  est  de  la  forme  Ati-I- y/, 
où  ki  est  enlier  et  o^ji-<i.  Donc,  Tinégalité  (8) 
reste  vraie  pour  tous  les  systèmes  (^v)>o.   Donc,  le 

quotient  — est  enlier  pour  tous  les  (jt/)  entiers ^o, 

T 

ce  qu'il  l'allail  démontrer. 


Pour  appliquer  le  théorème  trouvé,  je  traiterai,  dans 
un  cas  spécial,  le  problème  qui  consiste,  étant  donnés 

les  nombres  m,  /i,  /•  et  les  coefficients  Sf'  {    ~"  '   '*"'     ) 

du  dénominateur,  à   trouver  tous  les  systèmes  a^''  tels 

que  le  quotient     ' ', "  '    ^^/  soit  identiqueuient  entier.  Il 

est  évident  que,  si  un  système  (a,*^  )  satisfait  aux  condi- 
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lions  exigées  et  qu'on  augmente  un  ou  plusieurs  des  aLf\ 
le  nouveau  système  y  satisfera  a  fortiori.  On  n'a  donc 
qu  a  déterminer  tous  les  systèmes,  indépendants  (a^^'), 
pour  lesquels  : 

1.  TT Wff!  est  divisible  par  TT^x! 

C  T 

2.  On  ne  peut  diminuer  aucun  des  coefficients  posi- 
tifs de  1  sans  que  cette  divisibilité  cesse. 

Soit 

m  =  2,         'i  =  ér         r  ==  2, 

PV'=i,         PV'-o,        p\«>=o,         p»,«>=i. 

P\3>==2,  P«»>=l,  P\*'=I,  P«/^=2. 

Il  s'agit  donc  de  trouver  tous  les  nombres  entiers  ^  o 
rt,  i,  c,  rf  tels  que  pour  o^a:^  i,  oSj'^  i 

/„N  j  [aa:-+-6x]-+-fca^-+-rfr] 

^  J^  (       l[x]  +  [7]  +  [2^  ^r  ]  -u  [07  -^  2 j]. 

a;  ==  I ,  j'  =  o  donne 

(10)  a-hc^4; 
j;  =  G,  j^'  =  I  donne 

(11)  6h-û?^4 

comme  conditions  nécessaires. 

Pour  j;  =  I ,  ^  =  1 ,  l'inégalité  (9)  est  donc  satisfaite. 
Pour  X  =  I ,  j>'  <  1 ,  (9)  prendra  la  forme 

a-^c-^[by]-^[dy]l,i  -+-[27]» 

conséquence  immédiate  de  (10)  et  (1 1),  un  des  nombres 
b  et  rf,  au  moins,  devant  être,  à  cause  de  (i  1),  ^2.  De 
même  a:  <C  i ,  r  =  1  ne  donnera  aucune  nouvelle  condi- 
tion. Comme,  pour  x  <C\  et  y  <[  i  »  [^]  <^t  [y]  sont  o, 
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on  esl  donc  ramené  aux  inégalités 

(10)  a-4-c^4, 

(11)  b-^d>i, 

(12)  [ax  -i-  b y]  -\-  [c.r  -h  dy]^[^x  -h  y] -^  [-r  -^  ly] 

Pour  parvenir  à  leur  résolution,  il  y  a  lieu  de  trouver 
d*abord  tous  les  systèmes  a,  A,  c,  d  pour  lesquels  elles 
sont  satisfaites  pour 

Après  cela,  un  changement  de  lettres  donnera  ceux  qui 
salisfont  aux  inégalités  pour 

et  Ton  aura  a  conserver  tous  les  systèmes  appartenant  à 
la  fois  à  ces  deux  groupes. 

En  faisant  augmenter  x  et  j^  le  deuxième  membre 
de  (i  2)  n'augmente  que  si  Tune  des  expressions  20: -h  j', 
x-h  '^J  passe  par  une  valeur  entière;  il  faut  et  il  sufiit 
donc  (en  se  bornant  à  xSy^  que,  outre  (10)  et(i  i), 


!'  I  pour  X  4-  'ly  =  I  \ 
1  pour  1X-+-  y=\\ 
J  3  pour  ar  -H  2  V  =  a  i 
\  4  pour  7.x  -\-    y  =  7.  ] 


f  ,     ,  "2  pour  2a:  -t-     V  =  I    I 

*•  J  3  nour     ar  -+-  9.  v  =  o.  l 


En  éliminant  x  de  la  première  de  ces  inégalités  et  de 
la  troisième,  y  des  deuxième  et  quatrième  et  en  posant 
ensuite,   respectivement,  ^  et  x  =  2r,  on  obtient,  outre 

(10)  et  (m), 

(i3)  a -f-     c"  H- [(^  —  2a)2?] -t- [('r/ — 2C  )^]/:  I  pour  ^^2r  'i  {, 

(i4)  b-\-    ^/-i-[(a  — 2^>)S]-f-[(c  — •>.r/)Sr]g2  pouroS-â  1  J, 

(16)  <ia  -\-  7.C  -h  \{b  ~  7,a)^]-h  [{ d  ~  7C  )Sr]>3  pour  f  ^2r<  i, 

(16)  o.b  -^  id  -^  \{  a  ~  •>J})'^\  -{-[(  r  —  '2d)'à]l  \  pour  -^1^  <    z. 
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La  discussion  de  ers  quatre  inégalités  donne  le  résultat 
suivant  :  elles  sont  satisfaites  pour  tout  système  vérifiant 
(i  O)  et  (i|),  à  Texception  de 

a  =  3,        6  =  0,        c  =  i,        ^=4» 
et 

a  =  iy        6  =  4,         c  =  3,         d  =  o. 

En  opérant  maintenant  suivant  les  indications  qui 
viennent  d*êlre  données,  on  obtient,  comme  solution 
générale  du  problème  proposé,  le  résultat  que  voici. 

«,  i,  c,  d  sont  respectivement  supérieurs  ou  égaux  à 
l'un  des  quatre  systèmes  3,  o,  1,  5;  i,  5,  3,  o;  o,  3,  5, 1; 
5,  I,  0,  3  ou  à  l'un  des  5.5  —  4  =  21  systèmes  a,6,c,  rf 
pour  lesquels 

a -h  c  =  4,         b -h  d  =  ^         {et,  b,  Cj  d^o) 

(mais  où  a,  é,  c,  d  ne  sont  pas  respectivement  égaux  à 
un  des  quatre  systèmes  3,  o,  i,  4;  i ,  4,  3,  o;  o,  3,  4?  i  ? 

4,  «,o,3). 

La  plupart  de  ces  25  solutions  (parmi  lesquelles  il  n'y 
en  a  que  9  qui  soient  différentes  entre  elles,  vu  les  chan- 
gements permis  de  lettres)  ne  disent  rien  de  nouveau; 
en  effet,  il  est  évident  que  (ax  -+-  by)  !  (cjc  4-  dy)  !  est 
divisible  par  x\  j!  {ix  -\-  yY-  {x  -\-  »JK)m  si  ax  -\-  b y 
est  la  somme  de  une,  de  deux,  de  trois  ou  de  toutes  les 
quantités  Xj  y^  ix  -\-  y^  x  -{-  ^y  ou  égal  à  o,  tandis 
que  cx-\-dy  est  la  somme  de  celles  qui  ne  sont  pas 
contenues  dans  ax  -f-  by]  car  le  quotient  de  factorielles 
considéré  est  alors  le  produit  de  deux  coefficients  du 
polynôme,  donc  enlier.  Cela  donne  déjà  i5  systèmes 
indépendants. 

Ensuite,  par  le  théorème  de  Catalan  cité  dans 
rintroduction,  ^x  -{-  2yl  2yl  est  divisible  par 
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a  fortiori  donc  par  ix -^ y'\  y\  x\  x -^  iy\  Ceci 
donne,  eu  échangeant  x  et  y  ou  les  deux  factorielles 
entre  elles,  quatre  solutions.  Il  reste  six  solutions,  dont 
deux  sont  essentiellement  différentes.  La  première  est 
^x-\- y\  3^'!  Le  second  théorème,  que 

4a?!  ^y\ 


x\  y\{ix-\-  y)\  (a7-h'2j')! 


est  entier  pour  tous  les  j:,  jkS  «?  est  intéressant  à  doux 
points  de  vue  :  d'abord,  en  ce  que  la  fraction  est  symé- 
trique en  x  et  j^;  et  puis,  en  ce  que  la  somme  des  coef- 
ficients de  son  numérateur  est  pour  chaque  variable 
aussi  petite  que  possible,  savoir  égale  à  celle  des  coefli- 
cients  du  dénominateur. 


[M>41] 

SUR  LA  SURFACE  DE  L'OKDE 
ET  LA  SURFACE  CORRESPONDANTE  D ÉLASTICITÉ; 

Par  m.  E.  LACOUR, 
Professeur-adjoint  à  l'Université  de  Nancy. 


1.  La  surface  de  l'onde  et  la  surface  correspondante 
d'élasticité  peuvent  être  définies  en  même  temps  de  la 
façon  suivante  : 

Etant  donné  un  trièdre  trirectangle  Oxyz,  on  con- 
sidère trois  cercles  (A),  (B),  (C)  situés  respectivement 
dans  les  faces  jO  z^  zOx,  xOy  et  ayant  pour  centre 
commun  le  sommet  O  du  trièdre;  par  chacun  de  ces 
cercles  on  fait  passer  une  sphère  et  Von  suppose  que 
ces  trois  sphères  varient  de  façon  que,  P  et  M  étant 
leurs  deux  points  communs ,  OP  reste  perpendiculaire 
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sur  PM  :  le  lieu  du  point  M  est  la  surface  de  Tonde, 
le  lieu  du  point  P  est  la  surface  coiTes|>ondante  d'élas- 
ticité. 

Pour  obtenir  les  équations  de  ces  surfaces,  prenons  le 
Irièdre  Oxyz  comme  trièdre  de  coordonnées.  Soient 

a  et/  le  rayon  du  cercle  (A)   et  Vx  du  centre  de  la 

sphère  correspondante; 
p  et  m,  Y  et  /{  les  quantités  analogues  relatives   aux 

cercles  (B)  et  (C); 
Xj  Y  y  ^f  ''  '*^*  coordonnées  du  point  M  et  la  longueur  OM  ; 
ç,  y,,  s,  p  les  coordonnées  du  point  P  et  la  longueur  OP. 

On  a  d'abord  les  relations 


/•2-a2-- 

'llXj 

P'-«»-a/5, 

r«— pî- 

'imy, 

p*-.p»='2mr,, 

rî  -  Y*  -- 

2/1-5, 

pî_YS—  2/iÇ, 

puis,  en  remarquant  que  le  plan  passant  par  les  centres 
des  trois  sphères  est  perpendiculaire  à  PM  et  passe  par 
le  milieu  de  PM,  un  trouve  qu'on  doit  avoir 

z 

entin,  en  remplaçant  dans  ces  relations  /,  /;z,  n  par 
leurs  valeurs  en  fonclion  de  a:,  y,  z  d'une  part,  en 
fonction  de  Ç,  tj,  Ç  d'autre  part,  on  obtient  les  équa- 
tions 

a:*  yî  z^ 


r 

V 

Vl 

-h 

xni 

î 

r, 

/ 

-+- 

m 

pi—  il  p2—  p2    "^    p2—  Y* 


■-0  (pî::=Ç24-V-t-Ç*); 
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la    première    représente    la   surface    de   l'onde,    et    la 
deuxième,  la  surface  correspondante  d  élasticité. 

On  voit  de  plus  que  la  correspondance  entre  les  deux 
points  M  et  P  est  définie  par  les  relations 


(M,  P) 


relations  qu'on  peut  mettre  sous  la  forme 


r« 

—  a* 

p' 

—  o« 

r» 

"p"* 

1 

z 

ç 

{r^—a*/        \r»--3V         Xr^  — yv 


2.  Nous  allons  démontrer  que  le  point  P  est  la  pro- 
jection du  centre  O  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  sur- 
face de  Tonde. 

On  sait  (  *  )  que  les  coordonnées  d'un  point  de  la  surface 
de  Tonde  peuvent  s'exprimer  au  moyen  de  deux  para- 
mètres elliptiques  u  et  (^  par  les  formules 
X  =  p  sn(w,  A)  dn(c,  /), 
7  =  a  cn(w,  A)cn((',  /j, 
z  =  OL  dn(a,  k)  sn(t',  /), 

le  module  k  des  fonctions  elliptiques  de  Targunient  u,  le 
module  /  des  fonctions  elliptiques  de  Targumenl  i^  et  les 
modules  complémentaires  étant  définis  par  les  égalités 

VZ   (x2  i^/J   g[2 

gt    (Y^-P»)  Yi    P-?" 

?2  (y*— a*r  P*  Y*  — «*' 


(')    Voir,    par  exemple,  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

p.  271;  1S98. 


(  365  ) 

Pour  abréger,  nous  désignerons  par  s,  c,  d  les  fonc- 
tions elliptiques  de  Targumcnt  u  et  par  5,^  C|,  dt  les 
fonctions  elliptiques  de  Targument  r. 

Les  lignes  paramétriques  u  =  eonst.  et  v»  =r  const. 
sont  des  bîquadratiqucs  :  on  s'assure  aisément  quelles 
sont  ortliogonales  et  que  les  lignes  u  =  const.  sont  tout 
eutières  situées  sur  des  sphères  ayant  pour  centre  le 
point  O  :  cela  résulte  des  relations 

x'u T^,  -!-  y'uyv  -+-  ^'u  ^'v  =  icdsx  Ci  d\  (a^  A'*  —  p-  /*  )  ==  o, 

Cela  posé,  soient  MT  et  MT|  les  tangentes  menées  en 
M  aux  lignes  paramétriques  i^=consr.  elii  =  const.  MT< 
est  perpendiculaire  à  MT  (on  vient  de  le  démontrer)  et 
à  OM,  puisque  la  ligne  paramétrique  tangente  à  MT^  est 
tracée  sur  une  splière  de  centre  O  ;  iMT<  est  donc  perpen- 
'diculaire  au  plan  de  OM  et  de  MT  et  la  droite  MT  est  la 
projection  orthogonale  deO^lsur  le  plan  tangent  en  M. 
Je  dis  maintenant  que  le  point  P(^,  7),  !^),  dont  la 
correspondance  avec  le  point  M{Xfjy  z)  de  la  surface 
de  Tonde  estdéQnie  par  les  relations  (M,  P)  du  n**  1,  se 
trouve  sur  la  tangente  MT  à  la  ligne  paramétrique 
V  =  const.  On  a  à  vérifier 

^u         yti  ^u 

oU|  d'après  la  dernière  des  relations  rappelées, 

^  a:  y  ^ 

Or  on  trouve  aisément 


^ 

cd 

n= 

— —  f 

X 

s 

y± 

^ 

_sd 

y 

c 

Z'u 

k^sc 

= 

d 
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En  poitant  ces  valeurs  dans  les  égaillés  à  vérifier,  on 
trouve  que  les  trois  expressions  considérées  ont  pour 

valeur  commune 

(Pî— a«).îcrf. 

Il  est  donc  démontré  que  le  point  P  est  sur  MT;  mais, 
par  définition,  OP  est  perpendiculaire  sur  la  droite  joi- 
gnant le  point  M  au  point  P,  donc  OP  est  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  O  sur  la  tangente  MT,  et,  puisque  le 
plan  OMT  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  en  M,  ou 
voit  en  définitive  <jue  P  est  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  M  à  la  surface  de 
Tonde,  d'où  le  théorème  suivant  (démontré  pour  la  pre- 
mière fois  par  le  géomètre  anglais  Wiven)  : 

Théorème.  —  Si  l'on  fait  passer  une  sphère  par 
chacun  ries  cercles  (A),  (B),  (C)  et  par  un  point  M  de^ 
la  surface  de  Inonde,  le  stcond  point  commun  aux 
trois  sphères  ainsi  déterminées  est  le  pied  de  la  per- 
pendiculaire abaissée  du  centre  de  la  surface  sur  le 
plan  tangent  en  M. 

M.  DarbouY  a  traité  (Comptes  rendus,  t.  XCII, 
p.  446)  le  cas  où  les  cercles  (A),  (B),  (C)  et  le  point  O 
ont  des  positions  quelconques,  et  il  a  montré,  dans  ce 
cas  général,  que  Pou  peut,  avec  la  règle  et  le  compas, 
déterminer  les  positions  du  point  M  situées  sur  le  cercle, 
intersection  d'une  sphère  quelconque  passant  par  (A) 
et  d'une  splière  quelconque  par  (B).  Le  théorème  pré- 
cédent fournit  une  construction  géométrique  du  plan 
tangent  en  un  point  donné  de  la  surface  de  Ponde. 

On  a  donc  une  définition  géométrique  de  cette  surface 
et  de  ses  plans  tangents,  indépendante  des  propriétés 
des  ellipsoïdes  :  on  pourra  voir  dans  la  Géométrie  dans 
/'é?.f/;rtcedeRouchéet  Comberousse,  n"  1229,  unedéter- 
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luinalîon  des  points  coniques  et  des  plans  tangents  sin- 
guliers de  la  surface,  fondée  sur  ces  principes. 

Nous  allons  maintenant  passer  des  résultats  précé- 
dents aux  propriétés  de  la  surface  de  Tonde  relatives  à 
l'ellipsoïde  d'élasticité  de  Fresnel. 

3.  Si  M  est  un  point  de  la  surface  de  l'onde  (définie 
comme  au  n°  1)  et  P  le  pied  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  centre  O  sur  le  plan  tangent  eu  M,  un  plan 
mené  par  le  centre  et  parallèle  au  plan  tangent  en  M 
coupe  l'ellipsoïde 

a^ar'-t-  ^^y^^y^z*  =  i, 

suivant  une  ellipse  dont  l'un  des  axes  a  pour  direction 
la  direction  de  MP  et  pour  longueur  l'inverse  de  la  dis- 
tance OP. 

Pour    le    démontrer,    considérons    une    sphère    de 

centre  O  et  de  rayon  égal  à  ^ 

puis  le  cône  ayant  pour  sommet  l'origine  et  passant  par 
l'intersection  de  cette  sphère  avec  TcHipsoïde 

(pï-aî)Xî+(p'-pî)Y2-i-(p2-Y-)Z^-o, 

et  rappelons-nous  (n®  1)  que  la  droite  MP  a  pour  para- 
mètres directeurs 

pï__a2'      p-— P*'      P''— ï* 

On  voit  que  la  parallèle  à  MP  menée  par  l'origine  est 
sur  le  cône,  puisque  les  coordonnées  $,  t),  Ç  du  point  P 
satisfont  à  la  condition 

2 -4 î -4-   : =  t) 

pj_a2  ^  p2_  pi  ^  p*— Y« 
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puis,  en  formant  l'équalion  du  plan  tangent  au  cône  le 
long  de  cette  génératrice,  on  trouve 

$X-+-7]Y+ÇZ=o, 

c'est-à-dire  l'équation  du  plan  mené  par  O  perpendicu- 
laire à  OP. 

On  conclut  de  là  que  la  parallèle  à  MP  menée 
par  O  est  un  axe  de  la  section  de  l'ellipsoïde  par  un 
plan  passant  par  le  centre  et  parallèle  au  plan  tangent 
en  M  et,  en  outre,  que  la  longueur  de  cet  axe  est  égale 

à  -çT^;  c'est  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

4.  Appelons  direction  de  la  vibration  (de  Fresnel  ) 
en  vm  point  M  de  la  surface  de  Tonde  la  projection  de 
OM  sur  le  plan  tangent  en  M. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  Ton  considère  deux 
plans  tangents  à  la  surface  de  Tonde,  parallèles  et  non 
symétriques  par  rapport  au  centre,  les  directions  des  vi- 
brations dans  ces  deux  plans  sont  rectangulaires;  de 
plus,  les  plans  menés  par  O,  perpendiculaires  à  ces 
plans  tangents  et  respectivement  parallèles  aux  direc- 
tions correspondantes  des  vibrations  sont  deux  plans 
rectangulaires. 

Appelons  encore  ligne  de  vibration  (')  une  ligne 
tracée  sur  la  surface  de  l'onde  et  telle  que,  en  chaque 
point  de  cette  ligne,  la  direction  de  la  tangente  est  celle 
de  la  vibration  en  ce  point. 

On  voit  que,  si  la  surface  est  représentée  par  les 


(  '  )  Cette  dénomination  est  employée  par  Tait,  qui  détermine  ces 
lignes  et  leurs  trajectoires  orthogonales  à  Taide  du  calcul  des  qua- 
ternions  (Tait,  Traité  élémentaire  des  quaternions,  Gauthier- 
ViUars,  i884). 

Voir  aussi  le  Traité  de  Géométrie  cinématique  de  M.  Mannheim. 


formules 
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X  =  p  sn(M,  A:)dn(i>,  /), 
j^  =  acn(a,  A-)cn(t',  /), 
5  =  a  dn(M,  A:}  sn  (p,  /), 


7^5  lignes  de  vibration  sont  les  lignes  •^  =  coiist.,  et 
leurs  trajectoires  orthogonales  sont  les  lignes  «=  const. 
Ces  propriétés  donnent  une  interprétation  physique 
des  lignes  paramétriques  dans  la  représentation  précé- 
dente de  la  surface  de  Tonde  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques. 


[L'17e] 

Ail  SUJET  DIjN  théorème  de  m.  g.  HUMBERT; 

Par  m.  R.  BRICARD. 


Dans  une  Note  présentée  récemment  à  l'Académie  des 
Sciences  ('),  M.  G.  Humbert  a  déduit  de  ses  recherches 
sur  les  fonctions  abéliennes  et  leur  application  à  Télude 
des  surfaces  du  quatrième  ordre  un  théorème  de  Géo- 
inélrie  élémentaire,  en  ajoutant  qu^'l  y  aurait  intérêt  k 
en  donner  une  démonstratioji  directe. 

Ce  théorème  est  le  suivant  : 

Soient  données  dans  un  plan  une  conique  C  et 
quatre  droites  Di ,  D^,  D3,  D  j .  S'il  existe  une  conique  C 
circonscrite  au  triangle  formé  par  trois  de  ces  droites, 
passant  pur  les  points  connnuns  à  la  quatiième  droite 
et  à  C,  et  enfin  tangente  à  C,  il  existe  trois  coniques 
analogues  que  l'on  obtiendra  en  permutant  les  quatre 
droites  de  l'énoncé* 


(  *  )  Comptes  rendus,  l.  CXXIX,  p.  640. 

Ann,  de  âfalhémal.,  3«  série, t.  MX.  (Août  lyoo.)  2'| 
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En  voici  une  démonslralion  élémentaii'c  : 
Soient  :  m  ie  point  de  contact  des  coniques  C  et  C; 
a^ ,   a^i    ^3    les   sommets   du    triangle   formé    par   les 
droites  D,,  Dj,  Dj  {a^  est  opposé  k  D,,  etc.). 

Si  Ton  considère  une  conique  variable  tangente  h  C 
en  ni  et  contenant  les  points  a^  et  a^,  les  deux  autres 
poinis  communs  à  cette  conique  et  à  C  sont  évidemment 
en  relation  kombgrapliique  et  involutive  :  la  corde  qui 
les  joint  passe  donc  par  un  point  fixe.  Ce  point  fixe,  ou 
le  voit  immédiatement,  est  situé  à  Tintersection  de  la 
droite  a^o,^  ou  D|  et  de  la  droite  qui  Joint  les  points  b^^ 
et  &3  où  les  droites  ma^  et  ma^  rencontrent  de  nouveau 


la  conique  C.  Par  conséquent,  les  droites  ^3^3  ou  D|, 
£2^3  et  D4  sont  concourantes. 

Répétons  le  même  raisonnement  en  employant  les 
points  A)  et  a|.  On  voit  finalement  que  la  condition  de 
renoncé  peut  être  remplacée  par  la  suivante  : 

Les  six  soinniets  du  quadrilatèi^e  complet  formé  par 
les  quatre  droites  Di,  1)2,  D3,  D4  sont  situés  respec-^ 
tiçement  sur  If  s  six  côtés  d'un  quadrangle  com^ 
plet  mb^b^b^^  inscrit  à  la  conique  C. 

Sous  cette  nouvelle  forme,  la  condition  imposée  à 
D,,  Da,  Ds,  D*  est  symétrique  par  rapport  à  ces  quatre 
droites.  Cette  remarque  suffit  pour  établir  le  théorème 
de  M.  Humbert. 
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CERTIFICATS  D'ÉTIIDBS  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1899.  -  COMPOSITIONS. 


RenneB. 
Analyse. 

Épreuve  théorique.  —  Etant  donné  un  cône  de 
révolution  autour  de  oz^  de  sommet  o  et  dont  la  géné- 
ratrice fait  av^ec  l^axe  oz  un  angle  B,  on  propose  : 

1°  De  trouver  l'équation  générale  des  courbes  tra- 
cées sur  le  cône  et  dont  la  génératrice  soit  à  une  dis- 
tance constante  a  du  sommet  o. 

2®  De  déterminer  pour  quelle  valeur  de  m  la  courbe 
qui  a  pour  équation  en  coordonnées  polaires  dans  V es- 
pace p  =  est  une  ligne  séodésique  de  ce  cône. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  à  un  centimètre  cube 
près  la  portion  de  volume  du  cylindre 

renfermé  dans  la  sphère 

-pI^_^l4.^t_Rî=0  (R  =!•»). 

MÉGANIQUE. 

Epreuve  théorique.  —  Deux  barres  homogènes 
identiques,  articulées  entre  elles  par  une  de  leurs  extré- 


(372  ) 
mités,  reposent  sur  un  plan  fixe  parfaitement  poli 
quelles  ne  doivent  pas  quitter.  Elles  sont  formées 
d'une  matière  dont  les  éléments  s'attirent  proportion" 
nellement  à  leurs  masses  et  à  leurs  distances. 

Etudier  le  mouvement  le  plus  général  de  ce  système. 

Épreuve  piUTiguE.  —  i®  Une  lentille  homogène 
biconvexe  est  limitée  par  deux  zones  sphériques  égales. 
Connaissant  le  rayon  a  de  la  circonférence  qui  forme 
sa  tranche  et  son  épaisseur  2  e,  calculer  ses  deux  rayons 
de  gy ration  principaux  relatifs  au  centre  de  gravité. 
Discuter  leur  rapport  et  construire  la  courbe  qui  repré- 
sente sa  variation  quand  on  prend  —  pour  abscisse;  y 

distinguer  les  parties  qui  correspondent  à  un  ellipsoïde 
d'inertie  allongé  ou  aplati. 

a**  Par  quel  point  faudrait-il  fixer  la  lentille  pour 
que,  frappée  par  une  force  quelconque,  elle  entre  en 
rotation  autour  de  la  perpendiculaire  au  plan  déter- 
miné par  cette  force  et  le  point  fixe  ? 

Toulouse. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

ÉpnELVE  écrite.  —  I.  Enoncé  et  démonstration  du 
théorème  de  Cauchj  relatif  au  développement  d'une 
fonction  analytique  en  série  de  Taylor. 

n.   On  considère  l'équation  différentielle 


du  /d*u       ,\         ^      , 


ou  a,  b^k  sont  des  constantes. 

1"  Déterminer  son  intégrale  générale  dans  les  diffé- 
rents cas  qui  se  présentent  suivant  les  valeurs  attri- 
buées aux  constantes  a,  by  k. 
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2"  Soient  f{t)^  ?(^)î  'H^)  ^'*^'^  fonctions  i*érijiant 
cette  équation;  démontrer  que  toutes  les  surfaces  défi- 
nies en  coordonnées  cartésiennes  rectangulaires  par 
l'éi/uation 

/(ar)-h<p(j^)-4-4;(a)  =  p, 

ou  p  est  un  paramètre  variant  d'une  suif  ace  de  la  fa- 
mille à  l'autre,  admettent  des  trajectoires  orthogo- 
nales gui  sont  des  courbes  planes. 

MÉGANIQUB    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Un  corps  solide  entièrement 
libre  et  partant  du  repos  est  mis  en  mouvement  par  une 
force  de  percussion  P  parallèle  à  l'un  des  axes  princi- 
paux GX,  G  Y,  GZ  de  r  ellipsoïde  central  de  ce  corps. 

Démontrer  que  sous  l'action  de  cette  force,  le  corps 
commencera  à  tourner  autour  d'un  axe  OS. 

Déterminer  la  position  de  cet  axe  et  la  vitesse  angu- 
laire de  rotation  au  premier  instant.  Supposons  que 
la  force  de  percussion  parallèle  à  GZ  rencontre  en  un 
point  G  le  plan  principal  GXY  de  l'ellipsoïde  central, 
G  désignant  le  centre  de  grayité  du  corps;  montrer 
que  l'axe  de  rotation  cherché  rencontre  en  un  point  O 


la  droite  GC.  Montrer  que  les  points  C  et  O  sont  réci- 
proques, c'est-à-dire  que  si  la  force  de  percussion  était 
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appliquée enO^  l'axe  de  rotation  correspondant  passe- 
rait par  C.  «Si  le  point  C  d' application  de  la  force  de 
percussion  se  déplaçait  sur  une  droite  située  dans  le 
plan  GXY,  le  point  réciproque  O  décrirait  un  certain 
lieu  géométrique  que  l'on  demande  do.  trouver, 

II.  Une  figure  plane  se  déplace  d'une  manière  con- 
tinue dans  son  plan  ;  on  demande  de  trouver  à  chaque 
instant  le  lieu  des  points  de  la  figure  mobile  tels  que  le 
rapport  entre  la  vitesse  et  l'une  quelconque  des  trois 
accélérations  totale,  tangentielle  et  centripète  est  con- 
stant. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  l'attraction  newto- 
nienne  exercée  sur  son  sommet  par  le  solide  homogène 
engendré  par  un  secteur  circulaire  tournant  autour 
d'un  des  rajons  extrêmes.  On  donne  le  rayon  du  sec- 
teur, Pangle  au  centre,  la  densité. 

Mkcaniqle  appuqi;ée. 

Epreuve  écrite.  —  I.  A  e/  A'  étant  deux  axes  en 
prolongement ,  on  propose  d'étudier  les  moyens  de 
transformer  une  rotation  uniforme  to  autour  de  A  en 
une  rotation  uniforme  w'  autour  de  A'. 

1°  Effectuer  cette  transformation  au  moyen  de  sys- 
tèmes d' engrenages  cylindriques.  Cas  de  —  <ioet  plus 
particulièrement  cas  de  --  =  —  i .  Indiquer  dans  cha- 
cun de  ces  cas  une  solution  aussi  simple  que  possible, 

a°  On  propose  de  faire  la  même  transformation  de 
mouvement  au  moyen  d'un  axe  de  glissement  A''  per- 
pandicttlaire  à  A,  commandé  par  un  plateau  à  rainure 
porté  par  A  et  qui  met  en  mouvement  l'axe  A'  par  une 
bielle  et  une  manivelle.  Équation  de  la  rainure,  yi 
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quelles  conditions  doit  satisfaire  le  rapport  —  pour  que 

ce  mode  de  transformation  puisse  être  réalisé  prati- 
quement? 

II.  Déformation  du  quadrilatère  articulé. 

Epreuve  pratique.  —  Un  toit  est  supporté  par  des 
fermes  espacées  rfe  5"*,  l'une  des  faces  supporte  une 


charge  verticale  de  loo'^s  par  mètre  carré  et  l'autre 
une  charge  de  5o*'8  par  mètre  carré.  Cliacune  des 
fermes  a  la  forme  ci-dessus  et  ses  dimensions  sont  don- 
nées comme  il  suit  : 

m  m 

Coordonnées  de  A  par  rapport  à  O 2*  et  0^^..     x  —  f\  x  =  o 

»  B  »  ...a:  =  o  ^'■  =  3 

»  C  »  ...     57=  1 ,5o    j^=  I 

Chaque  ferme  est  simplement  posée  sur  deux  appuis. 
Déterminer,  pour  une  quelconque  des  fermes  inter- 
médiaires, les  réactions  des  appuis  et  les  tensions  dos 
barres  en  indiquant  celles  qui  sont  tendues  et  celles  qui 
sont  comprimées. 
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SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1797. 

tl8M,  p.  344.) 

Intégrer  l* équation 
(i)      -7-^  -h  -  a;  - — 4  -^  — ^^ ■  ^*  -3 — 4  -+-...-+-  x«  V  =  o. 


(H.  Laurent.) 


SOLUTION 
Par  M.  AuDiBERT. 


Si  Ton  fait  d'abord  n  =  i,  2,  on  trouve  les  intégrales 
^^  =  06^*  et       j^  =  «  «  (C^*-+-Gie-'). 

Posons  alors  y  =^  e  *   z  et  après  avoir  calculé  les  diflféren- 

tielles  de  1  à  n  de  e  >   z,  introduisons  ces  valeurs  dans  (1) 
nous  aurons,  pour  n  pair, 

[dx'^  1.2      ^'dx'-* 

n(n_,)(„_.,.)(n-3)^         rf»-^, 
■^  (4)!  '•'•^'rfar»-»"^"*" 

H-  (—  I)»  [1 .3.5. .  ,{n  -  i)]z  I  =  o. 

Pour  n  impair,  les  deux  derniers  termes  du  développement 
entre  crochets  seront 

+  (_,)Vi'(,.3.5...(„_,)]gj. 
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Les  coefficients  de  ces  transformées  étant  indépendants  de 
la  variable  ar,  on  fera  z  =  c*"*,  r  étant  racine  de  Tune  des 
équations  suivantes,  pour  n  pair  : 

;.._^^"-')^„-,^^(«-»Kn-7)(;>.-3) 

1.2  (4)!  > 

-*-(-')^~^— ['•5-5..-(«-3)]/-« 

+  (-i)î[i.3. 5. ..(«-!)]  =  0. 
Pour  n  impair,  les  deux  derniers  termes  de  l'équation  seront  : 

-h(~i)  «    -[i.3.5...(/i  — a)]r. 

Il  résulte  de  ces  calculs,  pour  les  intégrales  cherchées,  les 
formules,  pour  n  pair  : 

pour  71  impair  : 

dans  lesquelles  a,  Gi,  Gj,  ...,  Ga^j,  G»  sont  des  constantes 
arbitraires  et  ri,  rj,  . . .,  r^  les  racines  des  équations  en  /\ 


Question  1798. 

(1898,  p.  au-) 

Par  un  point  m  d'une  conique  on  fait  passer  un  cercle 
qui  coupe  cette  courbe  aux  points  a,  Z»,  c.  Démontrer  que, 
quel  que  soit  ce  cercle j  la  droite  de  Simson  de  m^par  rap- 
port au  trianf^le  abc,  passe  par  un  point  fixe. 

(Mannhkim.) 


(  378  ) 


SOLUTION 

Par   M.  A.  Droz-Farny. 

Considérons  d'abord  le  faisceau  des  cercles  tangents  en  m,  à 
la  conique.  Le  point  a  coïncide  avec  m  et  toutes  les  cordes  bc 
sont  parallèles  à  la  direction  symétrique  de  la  tangente  en  m, 
par  rapport  à  un  des  axes  de  la  conique.  Pour  tous  ces 
triangles  la  droite  de  Simson  de  m  est  la  perpendiculaire  A 
abaissée  de  m  sur  la  direction  bc.  Considérons  maintenant  le 
faisceau  des  cercles  passant  par  les  deux  points  m  et  a  de  la 
conique.  Chaque  cercle  coupe  la  conique  encore  en  deux 
points  b  et  c.  Pour  les  différents  cercles  du  faisceau,  les 
droites  ab  et  ac  sont  les  rayons  correspondants  d'un  faisceau 
en  involution,  car  les  cordes  bc  isoscéliennes  de  ma  par  rap- 
port à  un  des  axes  de  la  conique  sont  parallèles  entre  elles. 
Les  perpendiculaires  m^  et  m  y  abaissées  de  m  sur  ab  et  ac 
sont  donc  aussi  les  rayons  d'un  faisceau  en  involution;  or  ^ 
et  Y  appartiennent  à  la  circonférence  décrite  sur  ma  comme 
diamètre,  donc  Py»  droite  de  Simson  de  m  par  rapport  à  abc, 
passe  par  un  point  fixe  qui  appartient  à  la  droite  A,  car  un  des 
cercles  du  faisceau  m,  a  est  tangent  en  m  à  la  conique  :  ce 
point  reste  fixe  quand  a  varie,  les  deux  faisceaux  ma  et  ma' 
ayant  toujours  un  cercle  maa'  en  commun. 

Question  1800. 

(IftiS,  p.  X92.) 

On  coupe  une  cubique  ayant  un  point  de  rebroussement 
par  une  droite  quelconque.  Par  chacun  des  points  de  ren- 
contre on  peut  mener  à  la  cubique  une  tangente,  autre 
que  celle  qui  touche  la  cubique  en  ce  point.  Démontrer 
que  les  trois  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  en 
ligne  droite. 

Propriété  corrélative,  (A.  Cazamian.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Rktali. 

Appelons  i,  -i,  3  les  trois  points  collinéaires  de  la  cubique  C?, 
i'  et  2'  les  points  de  contact  des  tangentes  issues  de  i  et  2, 
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3'  Je  point  où  la  droite  |  i'2'l  va  couper  nouvellement  la  cu- 
bique :  comme  les  tangentiels  des  trois  points  collinéaires  sont 
en  ligne  droite,  la  tangente  en  le  point  3'  passe  par  3.  La  pro- 
position corrélative  est  :  Les  trois  tangentes  d'une  cubique  de 
la  troisième  classe,  issues  d'un  point  de  son  plan,  coupent  la 
cubique  en  trois  points  dont  les  tangentes  vont  concourir  en 
un  deuxième  point. 

Autre  solution  de  M.  Dulimbert. 

Qaestion  1801. 

(  1898,  p.  340.) 

Si  l'on  prend  sur  les  perpendiculaires  communes  aux 
arêtes  opposées  d'un  tétraèdre  des  vecteurs  dont  les  lon- 
gueurs soient  inversement  proportionnelles  aux  longueurs 
de  ces  perpendiculaires,  le  vecteur  résultant  est  perpendi- 
culaire à  l'une  ou  l'autre  des  faces  du  tétraèdre  selon  le 
sens  dans  lequel  on  dirige  les  vecteurs. 

(G.    FONTKNÊ.) 
SOLUTION 

Par  UN  Anonyme. 

Soit  le  tétraèdre  ÂBCD,  dans  lequel  nous  supposerons  que 
le  sens  de  circulation  ABC  est  de  droite  à  gauche  pour  un 
observateur  qui  a  les  pieds  sur  le  plan  ABC,  la  tête  en  D  ;  les 
extrémités  des  perpendiculaires  communes  étant  A',  B',  G'  sur 
les  arêtes  issues  de  D,  et  A",  B',  C  sur  les  arêtes  opposées, 
nous  dirigerons  les  vecteurs  de  A'  vers  A",  ...  ;  les  longueurs 
des  perpendiculaires  communes  seront  a,  p,  Y' 

Considérons  l'expression 

R  =  -  DA.BG  —  DB.CA  -  DG. AB, 

dont  chaque  terme  est  un  produit  de  deux  vecteurs;  la  partie, 
réelle  du  premier  terme  est 

gr  DA.gr  BG  x  cos(DA,  BG)» 

et  la  partie  vectorielle  est  un  vecteur  dirigé  suivant  A' A',  cle 
A'  vers  A',  ayant  pour  module 

Rr  DA.gr  BG  X  sin(nA,BG>        ou  —  • 


(  38o  ) 
Or  on  a,  en  prenant  D  comme  origine, 

R  =  -  DA(DG  —  DB)  -  DB(DA  —  DC)  -  DG(DB  —  DA ) 
=  (DB.DG-DC.DB)H-... 
=  2V(DB.DG)4-2V(DC.DA)-+-9.V(DA,DB). 

1®  L'expression  R  est  un  vecteur;  en  écrivant  qae  la  partie 
réelle  est  nulle,  on  retrouve  une  formule  bien  connue  dans  la 
théorie  du  tétraèdre. 

a**  Le  premier  terme  de  l'expression  précédente  est  un  vec- 
teur perpendiculaire  au  plan  DBG;  en  donnant  à  ce  vecteur  le 
point  D  comme  origine,  il  est  dirigé  du  côté  de  l'arête  DA  ;  son 
module  est  le  quadruple  de  l'aire  du  triangle  DBG.  Des  faits 
analogues  ont  lieu  pour  les  deux  autres  termes  de  l'expression, 
et  il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  que  le  vecteur  résultant 
est  perpendiculaire  au  plan  ABG,  dirigé  vers  ce  plan,  et  qu'il 
a  pour  module  le  quadruple  de  l'aire  du  triangle  ABG.  Si  les 

j    „,  .  ^1      ^'    ^"*    ^**    . 

vecteurs  de  renonce  ont  pour  modules  — »  -tt»  —  >  le  vecteur 

a      P      Y 
résultant  a  pour  module 

4ABG  X  Ty         ou         -^, 

h  étant  celle  des  hauteurs  du  tétraèdre  qui  est  parallèle   au 
vecteur  résultant. 

Autre  solution  de  M.  Merlin. 


Question  1802. 

(  1898.  p.  340.) 

En  représentant  par  ri,  rj,  rj  les  rayons  de  courbure 
aux  points  A,  B,  G  de  l'ellipse  de  Steiner  du  triangle  ABC 
et  par  lo  l'angle  de  Brocard  de  ce  triangle,  on  a  la  rela^ 
tion 

>   —  =  cota). 
jLà  a 

(A.  Droz-Farny.) 

SOLUTION 
Par  M.  V.  Retali. 

En  appelant  a.  ^  les  demi^axcs  de  l'ellipse,  les  équations  pa- 
ramétriques de  la  courbe   sont  a:  =  acosi,  j^  =  psinf,   t  esr 


(  38.  ) 

l'angle  ei^centriqae;  si  le  paramètre  du  point  où  vont  se  couper 
les  trois  cercles  osculateurs  en  les  points  A,  B,  C  (Steiner, 

C relie,  t.  32,  p.  3oo)  est  —36,  en  posant-^  =X  les  para- 
mètres de  A,  B,  C  sont  respectivement  0,  6-hX  et  6  +  2X  et 
par  suite 

a«=3(a«8in«0-+-P«cos«e), 
6«=3[oi«sin»(Ô-t-    X) -+- p«cos«(6  ^    X)], 
c«=:  3[««sin«(0  -+.  2X)  -+-  p«cos«(6  -h  9-X)]; 

le  rayon  de  courbure  p  au  point  t  étant  donné  par 

ot*p«,p*=  (a«sin«r-+-  p«cos«0', 
nous  avons 

a»=ap.ri./Î7, 

c»  =  ap.r,Vâ7» 
a^.v/âf.  y  —  =  a*-+-6*-hc»=  4S.cota>; 


on  trouve  immédiatement  que 

2S  = 


I      HPa     y  a 

I     xt,    yt 
I     3^c     yc 


""        2 


et  la  relation  proposée  est  démontrée.  La  dernière  formule  et 
la  suivante  : 

sont,  peut-être,  nouvelles. 

Question  1802. 

AUTRE  SOLUTION 
Par  M.  L.  Ripert. 

S  étant  Taire  du  triangle,  on  a 

cotA  = j :  T-  = Te 

'2bc  oc  4  s 


(  382  ) 
Donc 

cotu.=2«=°'A=2fs- 

D'autre  part  (J.  Koeuler»  Exercices,  t.  î.  Chapitre  VII. 

a» 
p.  2i6-ai7),  on  a  Vi  =  -^-^• 

Donc 

Autre  solution  par  M.  Barisien. 

QUESTIONS. 


482  (1859,  266;.  Le  centre  de  la  sphère  circonscrite  à  un 
tétraèdre,  le  centre  de  l'hyperboloïde  passant  par  les  quatre 
hauteurs,  le  centre  de  gravité  du  tétraèdre,  sont  trois  points 
en  ligne  droite.  (Joachinstiial.) 

539  (1860,  3o8).  Trouver  l'équation  d'une  courbe  qui  repré- 
sente les  trois  folioles  égales  du  Trifolium  pratense.  Chaque 
foliole  est  partagée  symétriquement  par  une  droite  qui  aboutit 
vers  l'intérieur  à  un  point  de  rebroussement,  et  à  l'extérieur 
à  un  point  d'inflexion.  Les  trois  droites  formant  entre  elles  des 
angles  de  iao<>  se  réunissent  (à  peu  près)  au  même  point  du 
pédoncule. 

558  (1881,  399).  Pour  quelle  longitude  du  Soleil  le  temps 
que  son  disque  met  à  traverser  le  méridien  est-il  un  maximum 
ou  un  minimum? 

1855.  Un  cône  a  pour  sommet  un  point  s  d'un  ellipsoïde  et 
pour  base  la  section  diamétrale  faite  dans  cette  surface  par  un 
plan  perpendiculaire  au  diamètre  qui  passe  par  «.  L'enveloppe 
de  ce  cône,  lorsque  son  sommet  décrit  l'ellipsoïde,  est  une  sur- 
face de  l'onde.  (Manniieim.) 

1856.  Des  poids  1,  1,  2,  3,  5,  ...,  U,,,  mesurés  par  les 
nombres  qui  forment  la  suite  de  Fibonacci,  sont  respectivement 
appliqués  en  des  points  d'une  droite  qui  ont  pour  abscisses  i, 


(  383  ) 

2,  3,  .. .,  /t.  On  demande  de  déterminer  la  position  du  bary- 
centre  de  ce  système.  (G. -A.  Laisant.) 

185C.  pqrs, .  .tuvw  est  une  permutation  formée  avec  les 
quantités  positives  croissantes  ai,  as,  a%,  . ..,  a/|.  Quelles  sont 
les  permutations  pour  lesquelles  la  somme 

pq  -^  q r  -^  rs  -\- . . .  -\-  tu  -\-  uv  -¥•  vw 

a  i"*  la  plus  grande  valeur?  2»  la  plus  petite  valeur? 

(E.  Lbmoine.) 

1857.  On  donne,  dans  un  plan,  un  triangle  ABC  dont  les 
côtés  sont  a,  b,  c.  On  demande  d'étudier,  dans  l'espace,  le 
lieu  des  points  M  tels  que  leurs  distances  MA',  MB',  MC  aux 
trois  côtés  du  triangle  soient  proportionnelles  à  a,  b,  c. 

En  particulier,  déterminer  la  projection  de  ce  lieu  sur  le 
plan  du  triangle,  séparer  sur  cette  projection  les  arcs  qui  sont 
des  projections  réelles  de  la  courbe  de  l'espace,  et  examiner 
le  cas  du  triangle  isoscèle. 

Cette  question  constitue  en  quelque  sorte  une  extension  du 
point  de  Lemoine,  puisque  c'est,  dans  l'espace,  la  courbe  dont 
tous  les  points  jouissent  de  la  propriété  qui  dans  le  plan  appar- 
tient au  point  de  Lemoine.  (E.  Lbmoine.) 

1858.  Prouvez  géométriquement  que  la  caustique  des  rayons 
divergeant  du  focus  et  réfléchis  à  l'arc  d'une  cardioïde  est  la 

courbe  [-]    =  (  sin  -  |    -t-(cos-J     où  a  est  le   radius   du 
cercle  fixe  de  la  cardioïde.  (Arçhibald.) 

1859.  On  a,  dans  un  espace  linéaire  à  n  dimensions, 
L„(/n-i)  points  PqPi.-.P/»  :  chercher  le  lieu  géométrique 
du  barycentrc  de  /> ( n-f- 1 y*^*^  constitué  par  ces  points  lorsque 
Po  étant  fixe,  l'iperplan  déterminé  par  les  autres  tourne 
autour  d'un  point  fixe  Q.  (H.  Picciou.) 

1860.  aiai...a„  étant  les  chiffres  d'un  nombre,  soit 
a/, a,, ...  «/„(«/,«/,  •••«/»)  UQ  quelconque  des  nombres  que  l'on 
peut  obtenir  du  précédent  en  changeant  l'ordre  des  chilTres 
par  un  nombre  pair  (impair)  de  transpositions.  Montrer  que 
l'on  a 

Zai^at, . . .  ai^=:Za/^af._ . . .  a/„         pour        n^  3. 

(H.   PiCCIOLI.) 


(  384  ) 
18G1.  La  tangente  en  un  point  M  d'une  hypocycloîde  trian- 
gulaire rencontre  son  cercle  tritangent  en  deux  points  Pet  Q. 
Montrez  que  si  P  est  le  point  le  plus  rapproché  de  M,  on  a 
PM  =  PQ.  (E.-N.  Barisiisn.) 

1862.  Soient  oc,  p  et  y  trois  points  animés  de  mouvements 
uniformes  sur  les  côtés  d*un  triangle  abc.  Les  trois  cercles 
analogues  au  cercle  apy  ^^  coupent  en  un  point  d'un  cercle 
fixe.  (E.  DupoRCQ.) 

1863.  Il  existe  une  infinité  de  coniques  qui  touchent  en 
quatre  points  une  quartique  bicirculaire;  ces  points  sont  sur 
un  cercle  dont  le  centre  est  fixe.  (E.  Duporcq.) 

1864.  Etant  donnés  sur  une  conique  S'  deux  couples  de 
points  fixes  A,  B  et  G,  D,  si  deux  points  M  et  N  de  la  conique 
ont  une  correspondance  doublement  quadratique  et  symé- 
trique exprimée  par  la  relation 

iH-(ABMN)        i-h(CDMN)  _  __  i-h(ABCD) 
f  — (ABMN)  ^  1  — (CDMN)  "       i  — (ABGD)' 

où  les  parenthèses  désignent  des  rapports  anharmoniques,  la 
corde  MN  est  un  côté  d'un  contour  quadrangulaire  variable 
MNPQ  circonscrit  à  une  conique  fixe  S  et  inscrit  à  la 
conique  S'.  (G.  Fontexk.) 

1865.  Si  un  hyperboloïde  circonscrit  à  un  tétraèdre  ortho- 
centrique  passe  aussi  par  l'orthocentre,  il  admet  des  systèmes 
de  trois  génératrices  rectangulaires,  et  inversement. 

(G.  FONTEN'K.) 

1866.  Soit  Q  la  conique  inscrite  en  A,  B,  G  au  triangle 
A,B,G|. 

I.  Si  par  Af  on  mène  une  droite  quelconque  qui  coupe  B|  Ci 
en  II,  GA  en  II  et  AB  en  K,  le  point  w(Bn,GK)  appartient 
a  Q  et  o)Ii  est  la  tangente  en  (o. 

II.  P  étant  un  point  quelconque  de  BC,  si  PBi  et  PG| 
coupent  G|  Al  et  AiBi  en  Hi  ctKi,  la  droite  IIiKi  est  tangente 
à  Q  et  PA  la  rencontre  au  point  de  contact  coi. 

(P.  SoNDAT.) 
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tQ2] 

sua  LES  DÉVELOPPANTES  DE  CERTAINES  LIGNES  EN  S^t  (M 
ET  SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  GARAGTÉRISTIOUE  DES  COURBES 
HTPERSPHÉRiOHES  A  COURBURE  CONSTANTE; 

Par  m.  Henri  PICGIOLI. 


1 .  Proposons-nous  de  résoudre  la  question  que  voici  : 

Chercher  s'il  y  a  des  courbes  en  S,,  telles  que  leurs 
développantes  soient  des  lignes  sphériques. 

Soient  j^4,  ^2,  . . . ,  jk«  lt*s  coordonnées  d'un  point  fixe 
dans  rS/,, 

les  équations  d^une  ligne  L  dont  5  est  l'arc, 

(i)     ii?'i=  a?i-— *aii,        ari  =  071  — sait,         3?';,=  a?»— *a|« 

celles  d'une  de  ses  développantes  I/.  Posons,  R  étant 
une  constante, 

En  différentiant,  on  obtient 

S/(^/— ar/)a„=o, 
c'est-à-dire 

A,=  o. 

Nous  en  concluons,  d*après  un  théorème  connu,  que  : 


(*)  Par  ligne  en  S„,  l'auteur  entend  une  ligne  dans  un  espace 
à  n  dimensions. 
Ann,  de  Afathéntat,,  3*  série,  t.  XIX.  (Septembre  1900.)    25 
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A.  Les  courbes  qui  ont  pour  développantes  des  lignes 
sphériques  sont  les  géodésiques  des  cônes  ayant  pour 
sommet  le  centre  de  la  sphère, 

Oq  pouvait  arriver  plus  rapidement  à  ce  résultat,  en 
observant  que  des  formules  (i)  Ton  lire 

(a)  «;/  =  —  ««/, 

^1 1)  ^'i2>  •*  '^^\n  é^^^^  l^s  cosinus  directeurs  de  la  tan- 
gente à  U  et  a2i ,  a22)  •  > •>  ^2/1  ^^^^  ^^  ^^  normale  prin- 
cipale de  L.  Alors  il  s'ensuit  que  Ton  a 

(3)  Ai=~A„ 

d'où  la  propriété  dont  il  s'agit. 

La  même  formule  (3)  nous  montre  que  les  courbes 
qui  ont  les  plans  rectifiants  tangents  à  une  sphère  ad- 
mettent pour  développantes  des  courbes  qui  ont  leurs 
plans  normaux  tangents  à  une  sphère  concentrique. 

2.  Soit  6  une  courbe  quelconque  en  S»;  lorsqu'un 
point  se  meut  sur  cette  courbe  pour  la  parcourir  tout 
entière,  le  plan  hyperosculaieur  en  ce  point  enveloppe 
une  surface  à  (n  —  i)  dimensions  S„_|  constituée  par 
les  00*  S;i.a  osculateurs  à  ë.  En  nous  bornant  au  cas  où 
la  dernière  direction  principale  de  6  coupe  sous  un 
angle  constant  une  direction  donnée  d,  si  nous  considé- 
rons une  géodésique  de  ^n^i ,  l'on  voit  tout  de  suite  que 
sa  normale  principale  coupe  d  sous  un  angle  constant 
et,  par  conséquent,  ses  développantes,  à  cause  des  for- 
mules (2),  sont  des  hélices  cylindriques. 

On  a  donc  le  théorème  suivant  : 

A'.  Les  géodésiques  de  la  surface  engendrée  par  les 
Sn^2  osculateurs  d'une  courbe  dont  la  dernière  direc- 
tion principale  coupe,  sous  un  angle  constant^  une  di- 
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rectionjixe,  ont  pour  développantes  des  hélices  cylin» 
driques. 

Remarque.  —  On  énonce  ce  théorème  en  83  en  disant 
que  les  développantes  des  géodésiques  d'un  hélicoïde 
développable  sont  des  hélices  cylindriques.  La  raison 
pour  laquelle  nous  en  avons  modlGé  l'énoncé  en  l'éten- 
dant à  rSrt,  c'est  que  les  courbes  de  S«  qui  ont  la  der- 
nière direction  principale  inclinée  d'un  angle  constant 
sur  une  direction  donnée,  ne  rentrent  plus  dans  la 
classe  des  hélices  cylindriques  lorsque  n  est  égal  ou 
supérieur  à  4* 

Cependant,  on  peut  trouver  des  lignes  jouissant  des 
deux  propriétés  :  ainsi,  par  exemple,  en  S4  on  a  les  hé- 
lices dans  lesquelles  le  premier  et  le  troisième  rayon  de 
courbure  sont  égaux,  et  le  théorème  qui  précède  leur 
est  applicable. 

On  a  aussi  cet  énoncé  : 

Les  courbes  de  SaA+i  définies  par  les  équations 

ni  «3  tij/i^i 

les  quantités  a  étant  des  constantes,  sont  telles  que 
leurs  directions  impaires  coupent  sous  un  angle  con- 
stant une  direction  donnée ^  pendant  que  les  autres  lui 
sont  perpendiculaires. 

A  ces  courbes,  de  même  que  celles  «1  courbures  con- 
stantes de  SsA^.!  qui  en  sont  un  cas  particulier,  est  aussi 
applicable  le  théorème  que  nous  venons  d'exprimer. 

3.  Le  théorème  A'  peut  s'appliquer  même  aux  géo- 
désiques de  la  surface  k{n  —  1)  dimensions  enveloppée 
par  les  Sn.i  passant  par  un  point  fixe  et  tangente  à  une 
hypersphère  de  S». 

Comme  cas  particulier,  faisons  ici  /i  =  3  et  joignons-y 
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le  résultat  du  théorème  A.  On  obtient  la  proposition 
que  voici  : 

Les  dé\/eloppantes  des  géodésiques  du  cône  de  rota- 
tion de  l'espace  ordinaire  sont  des  hélices  sphériques. 

Cependant  ce  théorème  n'est  pas  complet.  On  sait,  en 
effet,  que  dans  VS^  on  peut  trouver  des  lignes  qui  soient 
à  la  fois  géodésiques  d*un  cylindre  et  d'un  cône,  ce  qui 
ne  peut  pas  arriver  en  S3,  Or,  si  nous  appliquons  à  ces 
courbes  le  résultat  obtenu  par  le  théorème  A,  en  rap- 
pelant que  les  développantes  des  hélices  cylindriques 
de  S4  sont  des  courbes  de  Ss,  Ton  voit  tout  de  suite  que 
ces  géodésiques  cylindro-coniques  de  S 4  ont  elles- 
mêmes  pour  développantes  des  hélices  sphériques  de  St 
et  que,  par  conséquent,  la  proposition  qui  précède  peut 
se  compléter  ainsi  : 

Les  courbes  qui  ont  pour  dév^eloppantes  des  hélices 
sphériques  de  S3  sont  les  géodésiques  du  cône  de  ré- 
solution  de  S 3  et  les  géodésiques  cylindro-coniques 
de  S4. 

Ce  théorème,  comme  on  le  reconnaît  facilement,  peut 
s'étendre  à  l'espace  à  n  dimensions. 

4.  Avant  d'étudier  les  courbes  bypersphériques  à 
courbures  constantes  il  faut  rappeler  que  ces  courbes 
ne  peuvent  exister  que  dans  un  espace  à  un  nombre  pair 
de  dimensions,  comme  Ta  démontré  M.  Brunel,  et  que 
l'équation  différentielle  qui  lie  les  2p — i  rayons.de 
courbure  d'une  courbe  hypersphérique  générale  de.  S^p 
est  représentée  par 

IÎ/.1  =  -7:  (Rw-i  H;„^i)  H u 
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étant  la  relation  qui  fait  dépendre  un  Hm  quelconque 
des  deux  qui  le  précèdent;  on  a  en  outre 

Cela  posé.  Ton  voit  immédiatement  que  pour  qu'une 
courbe  hypersphérique  de  S^p  soit  à  courbures  con- 
stantes, il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

les  h  étant  des  constantes  différentes  entre  elles.  Or,  si 
nous  prenons  les  formules 

de  l'hypothèse 

Al  =  o 

qui  caractérise  les  courbes  hypersphérîques,  quelle  que 
soit  la  dimension  de  l'espace  ambiant,  il  résulte 

En  conséquence,  nous  avons  poui-  une  courbe  hyper- 
sphérique de  S2P) 

Aii-i  =  o,        A,/  =  hi R,/_i         (4  =  i,  2,  . , . ,  y>). 

Donc  on  peut  énoncer  le  théorème  que  voici  : 

Pour  qu'une  courbe  de  S2/  soit  à  courbures  con- 
stantes, il  faut  et  il  suffit  que  les  hjperplans  à  index 
impair  passent  tous  par  un  même  point  P  et  que  les 
autres  demeurent  tangents  à  des  sphères  de  centre  P 
dont  les  rayons  varient,  en  général,  avec  V index. 

Ce  qui  nous  donne  la  propriété  caractéristique  que 
nous  cherchions. 

Remarquons  en  passant  que  Ao  étant  constant,  les  dé- 
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veloppantes  de  ces  courbes  rentrent  dans  la  catégorie  de 
celles  définies  par  l'équation 

Ai  =  const. 

applicable  aux  courbes  ayant  les  hyperplans  normaux 
tangents  à  une  hypersphère. 

[F5ea] 
REMARQUE  SUR  L'INVERSION  DES  INTÉGRALES  ELLIPTIQUES; 

Par  m.  J.  DOLBNIA. 


En  exécutant  l'inversion  de  l'intégrale 

dx 

v/(i-a^*)(i-A:»a7»>' 

il  est  facile  de  se  heurter  à  un  cas  qui  semble,  au  pre- 
mier abord',  présenter  une  contradiction  inexplicable. 
Admettons,  avec  Halphen  (*),  que 

,  I 


3 
nous  aurons  alors 

donc 


(•)  Halphen,  Traité  des  fonctions  elliptiques,  t.  I,  p.  23. 
{^)  Ibid.y  t.  I,  p.  6o. 


(39.  ) 
De  pareilles  formules  expriment  directement  les  inva- 
riants g2  et  g^  en  fonction  du  module  k. 
Si  maintenant  à  Tintégrale 

dx 


"=/ 


nous  appliquons  les  formules  connues  de  Tinversion 
des  intégrales  elliptiques  et  si  nous  calculons,  conformé- 
ment à  ces  dernières,  les  invariants  §2  et  g^^  nous  trou- 
verons 

^^  ^  al"         iik^ 

T        A:»— 33A-*— 33A-«-+-i 


ai  2iùk^ 

En  comparant  les  deux  résultats  obtenus,  nous  re- 
marquerons leur  parfaite  dissemblance.  Il  est  donc  in- 
dispensable de  trouver  un  lien  entre  ces  deux  résultats 
et  d'éclaircîr  cette  contradiction  apparente.  Dans  ce  but, 
avant  de  calculer  les  invariants 

^t    et    ^3, 

d'après  les  formules  d^inversioii,  soumettons  l'argu- 
ment u  k  une  transformation  de  Landeu.  Grâce  à  ce 
procédé,  le  module  k  sera  remplacé,  comme  on  le  sait, 
par 

et  nous  aurons 

t-hkj  v'(i-j'«)(i-A«^') 
Maintenant  si  nous  faisons 


(  Sga  ) 

nous  obtiendrons 


d'où 

G|  ^ io8(i  — g»4-g»)' 

GJ  ~  (i-t-e«)«"(2  — e«)«(i  — 2e«)«' 

ou,  en  introduisant  dans  cette  formule  la  valeur 

*  ""  I 
nous  aurons 


G|  ""  (A:«— 33A:*  — 33A:«-f-i)«' 

Ainsi  le  lien  entre  les  deux  résultats  est  établi ,  et  la 
transformation  de  Landen  trouve  sa  source  dans  la  na- 
ture même  des  intégrales  elliptiques. 

[05b] 

SUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DE  LÎQUATION  DIFFÉRENTIELLE 
DBS  LIGNES  GÉODÉSIQHES  DUNE  SURFACE; 

Par  m.  l'abbé  ISSALY. 


De  nos  recliercbes  antérieures  relatives  aux  lignes 
remarquables  qu'on  peut  tracer,  soit  sur  les  surfaces, 
soit  sur  les  pseudo-surfaces  (*  ),  il  résulte  que,  dans  les 
deux  cas,  Téquation  notamment  des  lignes  géodésiques 
peut  s'écrire  ainsi  : 

(i)  rf<p -h  rrfî-H  r'<i5'=  o, 

(  '  )  Voir  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  1897. 


(393) 
les  arcs  dsj  ds'  désignant  les  projections  (obliques)  de 
Tare  élémentaire  dS  de  la  ligne  considérée  (S),  sur  les 
arêtes  MX,  M  Y  du  trièdre  birectangle  mobile  MXYZ, 
supposé  d*angle  <I>,  et  f  représentant  l'inclinaison  des 
deux  arcs  ds  y  dSy  Tun  sur  T  autre. 

Comme  il  ne  sera  question,  dans  ce  qui  doit  suivre, 
que  de  géodésiques  appartenant  à  des  surfaces,  nous 
mettrons  immédiatement  l'équation  (i)  sous  la  forme 
appropriée 

(i')  d^-hArdu-^-  A'r'  du'=  o, 

et  notre  but  principal  sera  d'obtenir  les  expressions 
vraies  de  r,  /•',  rfcp,  en  fonction  de  A,  A',  ^  et  des  dé- 
rivées partielles  de  ces  quantités,  par  rapport  aux  va- 
riables u,  m',  fonctions  elles-mêmes  (si  Ton  veut)  d'une 
troisième  variable,  t,  par  exemple.  Pour  plus  de  faci- 
lité dans  cette  recherche,  nous  distinguerons  le  cas  où  4» 
est  constant  d'avec  celui  où  il  est  variable. 

I.  Premier  cas  ;  L'angle  <I>  est  constant.  —  Et  d'a- 
bord l'expression  des  coefticienls  Ar,  A'/*'  nous  est 
fournie  par  notre  précédente  Note  (Nouv^e lies  Annales, 
1900,  p.  49))  d'après  laquelle,  toutes  compensations 
d'erreurs  préalablement  écartées,  on  a,  eu  égard  aux 
hypothèses  n  =  r^  n'  =zi^^ 

Kr  = 


A'sia4> 

'  AV  = 


/dA        dM  \ 

1        /dk!       dX  \ 

lin  4»  \ou        au  I 


A  sin 

Il  ne  reste  donc  qu'à  évaluer  d^. 
Pour    y    parvenir,    nous    rappelons    qu'en    faisant 
MM'=^S,  le  triangle  infinitésimal  M  [jl M' donne 

kdu  _  X'du'  _    dS 
sinçp'  ~    bincp    ~~  sin<t>' 


conjointement  avec 

(4) 
et 

(5)  rfS*  =  A*rfa«- 

De  ]à  on  lire 


(  394  ) 

X'tdu'i  -4-  2  A  A'  C08*  du  du'. 


\  d(k  du)  sin^  =  rf'S  sinf'  + ^S  d^'cos^', 
^  I  rf(A'rfa')sin«ï>  =  rf«S  sincp -»-rfS<f<p  C0S9. 

Éliminant  d^S  et  observant  que,   par  supposition, 
d(f'  =  —  d'f^  il  vient,  en  tenant  compte  de  (3), 


(7) 


do  =  ?^\AI>L'{dud*u'-du'd^u) 


Ceci  posé,  remontons  à  l'équation  (i).  Si  Ton  y  sub- 
stitue les  valeurs  (a),  (5)  et  (7),  on  en  déduira,  pour 
la  solution  du  cas  restreint  qui  nous  occupe,  Téquation. 
différentielle  du  second  ordre  suivante  : 


(  du  d*  u'  —  du'  d^  u)  sin«  * 


(8) 


A   /  ^A       dPL'  \    .  . 

1\Pl  du        A'  du)^ 

f/  I   ^A'        1  â\\   .  ,^ 

A'  /c)A'        f^A  \    .  ,, 

A*  \  da        (><<  / 
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Cette  équalion»  dont  nous  garantissons  l'exactitude, 
est,  comme  ou  devait  s'y  attendre,  parfaitement  symé- 
trique en  «,  m',  a,  A'. 

Bien  qu'elle  tire  sa  simplicité  (relative)  de  ce  fait  que 
sîn^  et  cos^  s'y  trouvent  mis  tous  deux  en  évidence, 
il  sera  toutefois  loisible  d'éliminer,  dans  certaines  appli- 
cations, ces  deux  lignes  trigonométriques  à  l'aide  des 
relations  usuelles 

(9)  cos*  =  ^,,         sin*=:  j^/ÂTÂ^^^Tb^. 

Pas  ne  sera  besoin,  à  coup  sur,  de  cette  substitution, 
si  l'on  veut  envisager  le  cas  particulier,  mais  très  im- 
portant, où  l'angle  4»  des  coordonnées  est  droit.  On  a 
alors,  en  effet,  aussitôt 

dud^v!—  du!  d*  u 

A    dA   .  ,      (i   dk        1   dA'\    .  ,  .  , 

A*    du 

Mettons  nos  résultats  à  Tépreuve  à  Taide  de  cette 
dernière  forme,  et  choisissons  pour  cela  l'hélicoïde 
gauche,  représenté  par  le  système 

rro=pcosô,       ^o=psinô,        zo=  a^. 
On  s'assurera  avant  tout  qu'avec  ces  données, 

A  =  /p«  -t-  a«,        A'  =  r,        «ï>=-, 

et  que  dès  lors  c'est  bien  la  formule  (8')  qui  est  directe- 
ment en  cause.  Posant  u  =  6,  u'=  p  et  adoptant  0  pour 
irariable  indépendante,  ce  qui  implique  d-u  =  rf^O  =  o, 


(396) 
on  trouvera  pour  équation  des  lignes  géodésiques  de  la 
surface  proposée 

('-T')S-'(â)'-<'— >="■ 

équation  exacte  dont  Tintégration,  on  le  sait,  est  pos- 
sible. 

Comme  transition  avec  le  cas  où  l'angle  ^  varie,  il 
est  à  propos  de  remarquer  qu'en  diiléren liant,  dans 
cette  seconde  hypothèse,  la  valeur  (9)  de  cos0,  par 
rapport  à  u^  par  exemple,  on  en  déduit 


AA  ^—  sin  *  = T h  cos  4>  (  A  -r f-  A  -7—  )  j 

ou  ou  \     ou  ou  J 


ou  bien 
du 


^î'ï^-f-'-as-i^^)- 


Donc,  pour  exprimer,  avec  le  nouveau  paramètre  B*^, 
que  ^  =:  const.,  il  est  nécessaire  et  suffisant  de  poser  la 
condition 

du  ~       VA  dtt  "^  A'   Ou)' 

La  deuxième  variable  conduirait  évidemment  au 
même  résultat  en  u' . 

II.  Deuxième  cas  :  Vange  <b  est  variable,  —  L'équa- 
tion des  lignes  géodésiques  admet  alors,  tant  pour  les 
pseudo-surfaces  que  pour  les  surfaces,  la  double  forme 
que  voici  : 

do  -h  r  ds  -h  r^  ds'  =  Of 


(<o) 

ûf<p' —  nds  —  n*ds'  =  o, 

formes  équivalentes,  dans  la  seconde  desquelles, 

(11)  n  =  r-{-  -~,  /i' = /-'-h --,  • 

Os  â$ 


(397) 
Je  dis  équivalentes,  car,  par  addition,  on  en  déduit 
l'identité 

dm  H-  rfo'  =  rf*  =  -—-ds-h  -T-f  ds\ 
*  *  as  as 

Dans  le  cas  spécial  des  surfaces,  il  y  a  lieu  de  mettre 
le  système  (lo)  sous  la  forme  particulière 

dm  -\-  krdu-^-  AV  du'  =  o, 


(lo') 

df' —  Andu-h  A'n' du' =z  o, 

avec 

^  \  du  A    da 

Bien  plus,  comme  il  importe  de  diriger  dès  â  présent 
les  nouveaux  calculs  de  façon  à  leur  donner  toute  la 
symétrie  possible,  c'est  par  Téquation  combinée 

(12)       d^  —  </©'-+-  A(n  -^  r)du-h  X'(n'-h  r')  du' =  o, 

qu'il  convient  de  remplacer  le  système  (10'). 

Cela  étant,  d'après  la  Note  déjà  citée,  nous  avons 

!d*                1        /dX       dX'        ^\ 
An=Ar-+--r-=^—  ,,  ■    ^  (  3-7  —  3—  cos*  ), 
au            A  sin<P  \àu         du  /  ' 

Ar=A/i— -7-7—        >    .    ^  (3 — -,  cos  *  )  ; 
du            A  sifi*  \  dtt        c>M  / 

d'où  l'on  tire  aisément 


(>4) 


)       ^  ^  du       A  sin^  \du         du  /' 

i    .,,    ,        ,,  (^*  9.       /dX'       d\         ^\ 


Il  n'y  a  donc  plus  qu'à  connaître  la  différence 
do  —  rf©'. 

A  cet  effet,  nous  ferons  observer  que  les  formules  ini- 
tiales (3),  (4)  et  (5)  restent  les  mêmes,  que  ^  soit  con- 
stant ou  non.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  du  système  (6), 


(398) 
car,  dans  ce  second  cas,  il  devient 

(rf(  A  û?a  )  sin  *  H- (  A  fl?a  )  cos  «ï»  û?* 
=  û?*S  sîn<p'-+-  ctS  cos  Y  df'f 

^'^^  \  d{X' du') iin^-i- (A' du')cos^d4» 

\      z=  d^Ssin^-^dScosff  d<f. 

Éliminant  à  nouveau  ^^S  et  remplaçant  dans  Téqua- 
tion  résultante,  une  première  fois,  rfç'  par  J4>  —  do] 
une  deuxième  fois,  d^  par  d^  —  rfcp',  on  obtient,  de  la 
sorte,  deux  équations  qui,  combinées  entre  elles,  four- 
nissent la  différence  cherchée,  savoir 

I  d^  —  df'=  ^-^^ïxU'idud^u'-du'd^u) 

I  -i-  (  A  -T A'  ^—  )  du^  du' 

I  \     ou  ou  f 


(  A'«  ^tt'«-  X^du^)  (^  du  H-  ^,  du'^  . 


Ce  point  acquis^  si  Ton  compare  cette  dernière  expres- 
sion avec  la  formule  similaire  (7),  on  reconnaîtra  aus- 
sitôt que  la  substitution,  actuellement  à  faire,  des  va- 
leurs (5),  (i4)  et  (16)  dans  l'équation  (12),  donnera 
nécessairement  lieu  à  des  calculs  de  réduction  (en  ma- 
jeure partie)  identiques  à  ceux  qui  ont  été  exécutés  dans 
le  premier  cas,  si  bien  qu'abstraction  faite  du  facteur  a 
(destiné  d'ailleurs  à  disparaître  à  la  fin  des  opérations) 
les  seuls  nouveaux  termes  à  considérer  sont  ceux  qui 

renferment  les  dérivées  partielles  ^— >   -r—,»    Or  il   se 

^  au      au 

trouve  que  ces  termes  se  réduisent  à  quatre,  constituant 
la  somme  suivante 

A  ^  d^ 

■jy  ^—  sin  *  rftt'  -4-  ^—  sin  «ï»  cos*  du*  du' 

A    ou  ou 

d^  X'  d^ 

—  -r-j  sin*  cos*  du  du'*  —  -7-  -7-7  du'*, 
du'  A  du'  ' 


(399) 
et  que  tout  se  réduit,  par  suite,  à  les  répartir,  un  par 
un,    dans    chacun   des  quatre  coefficients   du   second 
membre  de  (8). 

Moyennant  ces  indications,  il  nous  paraît  superflu 
d'écrire  in  extenso  la  formule  relative  à  ce  second  cas. 
Disons  seulement  qu'en  vertu  de  ce  qui  précède,  elle  ne 
le  cédera  pas  en  symétrie  à  celle  du  premier. 

Que  s'il  devenait  utile  d'y  remplacer  4»  par  le  para- 
mètre B'^,  il  suffirait  d'adjoindre  aux  relations  (9) 
celles-ci 


dont  la  première  a  été  signalée  déjà  dès  le  premier  cas. 

Nous  terminerons  notre  travail  par  la  remarque  sui- 
vante : 

Si  le  développement  de  Téquation  diflférenticlle  des 
lignes  géodésiques  constitue  un  polynôme  d'une  étendue 
peu  commune,  par  contre,  l'équation  elle-même  de  ces 
lignes  peut  être  condensée  dans  une  formule  très  simple. 

En  eOet,  en  développant  dans  (10)  ou  (lo^)  les  diffé- 
rentielles totales  d^  et  <2çp',  on  déduira  sans  peine  de 
l'un  ou  l'autre  de  ces  systèmes,  joints  aux  relations  (3), 

I    ^9    .  I   ^9'    .     ,  .     ,        ,  . 

-T-r  -r-i>  sin  ©  —  —  -t2-  sin  9  h-  n  sin  9  -+■  r  sin  9  =  0. 
\.   du         '       Pl  du        ^  ^  * 

Substituant  knex.kr'  leurs  valeurs  (i3),  il  vient 

-r— ;  cos  9  —  A  ^  Sin  o  =  -T—  ces  9  —  A  -ri-  sin  9  , 
du  *  du         'du         ^  du        ^ 

ou,  plus  simplement, 


(«7)  — ,  (Acos<p)=;j-(A'cos<p'). 


(  4oo  ) 

Telle  est,  sous  sa  forme,  on  peut  le  dire,  la  plus 
simple,  l'équatiou  des  lignes  géodésiques  d^une  surface 
donnée.  Son  interprétation  est  facile. 

On  a  effectivement,  dans  tous  les  cas, 

dS  =  ds  cosç  -h  ds'  cos©', 

et  pour  les  surfaces,  en  particulier, 

û?S  =  A  coscp  du  -h  A'  cos^'  du'. 

Or  si  Ton  écrit  la  condition  d'intégrabilité  de  cette 
valeur  de  rfS,  on  retombera  précisément  sur  l'équa- 
tion (17). 


[M'4c] 

SUR  LES  SURFACES  D»  QUATRIÈME  ORBRB 
QUI  ONT  DEUX  DROITES  DOUBLES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 


1.  L'étude  des  quartiques  binodales  offre  un  intérêt 
spécial,  en  raison  de  ce  fait  que,  si  les  deux  points  nodaux 
A  et  B  sont  les  points  à  l'infini  sur  les  axes  cartésiens 
Ox  et  Oj^,  l'équation  de  la  quartique  est  la  relation 
doublement  quadratique  la  plus  générale  entre  deux 
variables  x  et  y,  soit 

X*(aa7*H-  ibx  -h  c)H-2^(a'ir'-f-  ib'x-i-c') 

-^{a'x^-h  ib'x  -h  c')  =  o; 

nous  nous  placerons  dans  ce  dernier  cas.  De  chaque 
point  nodal  on  peut  mener  quatre  tangentes  à  la  courbe  5 


(  4oi  ) 

soient  x^^  x-i,  ^3,  x^  les  abscisses  des  tangentes  paral- 
lèles à  OjK,  ^^yi^j^yjz-ijh  les  ordonnées  des  tangentes 
parallèles  à  Ox  :  les  indices  des  j  étant  mis  convena- 
blementy  on  sait  que  les  deux  rapports  anharmoniques 
(x,,  2:2,  X3,x.,)  et  (ji,  72,73.74)  sont  égaux;  on  le 
démontre  en  rendant  la  relation  symétrique  en  xety 
par  une  substitution  homographique  effectuée  sur  Tune 
des  variables  (trois  conditions,  trois  paramètres),  ou  en 
supposant  que,  au  moyen  de  substitutions  homogra- 
phiques  effectuées  sur  chaque  variable^  zéro  et  l'infini 
sont  devenus  critiques  pour  x  et  aussi  pour  7,  ce  qui 
réduit  la  relation  à  la  forme  simple 

ou,  moins  simplement,  par  un  calcul  que  Ton  trouve 
dans  le  Traité  des  courbes  planes  de  Salmon. 

Il  existe  généralement  soixante-quatre  systèmes  de 
coniques  quadruplement  tangentes  à  une  quartique  : 
l'un  de  ces  systèmes  est  d'ailleurs  illusoire,  comme 
étant  formé  de  droites  doubles.  Des  théorèmes  géné- 
raux donnés  par  M.  Humbert  pour  les  courbes  planes 
{Journal  de  Liouville,  1 886)  donnent,  pour  le  cas  d'une 
quartique  binodale,  le  résultat  suivant  : 

A.  4  X  2^,  ou  plus  exactement  3  X  2^  -|-  i  systèmes 
de  coniques  quadruplement  tangentes  à  la  courbe,  trois 
systèmes  de  l'une  des  quatre  familles  étant  illusoires^ 

B.  4  X  ^  systèmes  de  coniques  passant  par  le  point 
iiodal  sur  Ox  et  triplement  tangentes  à  la  courbe, 
4X2  systèmes  analogues  pour  le  point  nodai  sur  Oy\ 

C.  4  X  I  systèmes  de  coniques  passant  par  les  deux 
points  nodaux  et  doublement  tangentes  à  la  courbe. 
Chaque  système  B  compte  pour  deux,  chaque  système  C 
compte  pour  quatre,  et  l'on  retrouve  les  soixante-quatre 
systèmes.  Voici  quelques  détails  sur  ces  systèmes. 

Ann,  de  3fathémat.y  3'  série,  l.  XIX.  (Septembre  1900.)      26 


(    i02    ) 

A.  Le  syslèiiuî  particulier  de  coniques  quadruple  ment 
langenles  à  la  quarlique  est  celui  qui  contient  la  droite 
double  AB,  Â  et  Bêlant  les  poiiils  doubles  de  la  courbe; 
on  l'obtient  en  mettant  Téquation  de  la  quartique  sous 
la  forme 

(a)  (axy -^  a'x -¥- by)^—l]  =  Oj 

U  étant  le  premier  membre  de  Tcqualion  d'une  conique, 
de  sorte  que  la  quartique  est  Tenveloppe  des  coniques 

(a')  X*U  ■+- 2X(a:r/ -h  a'jF -f- 6/)  H- I  =  o; 

les  conî(|ues  de  ce  système  jouissent  d'une  propriété 
renia l'quable  (Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  XXV,  p.  265):  la  correspondance  entre  une 
tangente  à  la  conique  .et  un  point  de  la  quartique  sîtué 
sur  cette  tangente,  correspondance  d'espèce  (2,  4)^  se 
décompose  en  deux  correspondances  (i,  2). 

Les  autres  s^'stèmes  s'obtiennent  en  mettant  Téqua- 
tion  de  la  quarti(|ue  sous  la  forme 

(a)       < 

ce  qui  est  possible  de  douze  façons;  les  racines  du  tri- 
nôme en  X  sont,  par  exemple,  :ri  et  0:2,  ou  x^  et  x^y  au 
sens  déjà  mentioinié,  et  celles  du  trinôme  en  y  peuvent 
être  alors  y^  t^tj^a?  o\xy^  et  ^^4  :  on  s'en  assure  aisément 
en  supposant  que,  par  des  substitutions  liomograpbiques, 
on  léduise  le  produit  des  deux  trinômes  à  être  ^xy^ 
comme  on  Ta  dit  plus  baut;  on  a  donc  trois  familles  de 
quatre  solutions  ;  la  quartique  est  alors  l'enveloppe  des 
coniques 

(  \^{x^-^-îpx-\-  q)-^il{fxy  -^  gx-\-  hy-^-k) 
(a')     { 


(  4o3  ) 

B.  Ou  peut  iiieUrc  IVqualion  de  la  rouil)e  sous  la 
forme 

el  les  relations  qui  donueut  (lualement  X|,  X  et  pi  sont 
de  la  forme 

( X  -+-  axi  >«  =  <p(ar, ),        (  .a  -f-  a'ar,  )»  =  <|/(x,  ), 
Ck-haxi)(iL-ha'Xi)  =  y(Xi); 

lorsqu'on  a  choisi  X|,  qui  est  Tabscisse  d'une  tangente 
parallèle  à  Oy,  on  voit  que  Ton  a  deux  solutions  pour  X 
et  tx;  on  a  dfnte  4  X  ^  solulions;  la  quartique  est  alors 
Tenveloppe  des  coniques 

)  -H  2X(aa:/ -h  a'jr-l- X^-H  jji) -H  (x  — JTi)  =  o, 

et  ces  coniques  passent  par  le  point  nodal  à  rinflni 
surOx.On  a  de  même  les  systèmes  de  coniques  passant 
par  le  point  nodal  sur  Ox. 

C.  L  équation  (a)  de  la  quartique,  quand  on  décom- 
pose chaque  trinôme  en  deux  facteurs,  montre  qu'elle 
est  encore  l'en  vélo  ppe  des  coniques 


(c)     j 


X»(jr  —  a:,)(7— j^i)-h2X(  fxy  -^  gx -^  hy -h  A) 


lesquelles  passent  par  les  deux  points  nodaux.  Ce  sys- 
tème de  coniques  comprend  quatre  coniques  évanouis- 
santes {x  —  Xi){y  — yj)  =  o,  les  valeurs  de  i  et  /  étant 
(i,  i),  (2,  2),  (3,  3),  (4,  4);  on  sait  que  les  points 
doubles  de  ces  quatre  coniques  évanouissantes  sont  sur 
une  conique  passant  par  les  points  doubles  de  la  quar- 
tique. Le  rapport  anharmonique  y{\^  2,3,4)  pouvant 
encore  s'écrire  r(  2.  1,4,  ^),y{^,  4,  «,  2),  j'(^,  3,  2,  i), 


(  4o4  ) 

il  existe  quatre  systèmes  de  coniques  passant  par  les 
points  nodaux  de  la  quartique  et  doublement  tangentes 
à  la  courbe;  pour  le  second,  par  exemple,  les  valeurs 
de  i  et;  sont  (i,  2),  (2,  1),  (3,4),  (4,3). 


II. 


L'application  suivante  des  considérations  qui  pré- 
cèdent a  été  inspirée  par  une  Noie  de  M.  Raoul  Bricard, 
parue  au  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
France,  t.  XXV,  p.  180. 

2.  Soit  S  une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  denx 
droites  doubles  AB,  CD;  tout  plan  m  qui  passe  par  CD 
coupe  la  surface  suivant  deux  droites  qui  se  coupent 
en  M  sur  AB,  et  la  surface  est  une  surface  réglée  (qua- 
trième ordre,  quatrième  classe);  dans  la  classification 
des  surfaces  réglées  du  quatrième  ordre,  donnée  par 
Cayley,  ces  surfaces  forment  la  première  espèce  :  on 
n'a  d'ailleurs  pas  à  supposer  que  la  surface  est  réglée, 
si  Ton  suppose  qu'elle  a  deux  droites  doubles,  celte  der- 
nière hypothèse  entraînant  la  première.  Pour  chacune 
des  génératrices  G  ou  MN,  on  a  relativement  à  AB  un 
point  d'appui  M  et  un  plan  d'angle  tî,  relativement  à  CD 
un  point  d'appui  N  et  un  plan  d'angle  m;  on  peut  dési- 
gner la  droite  par  l'une  quelconque  des  notations  (M,  N), 
(m,  w),  (M,  /i),  (//i,  N),  la  notation  (M,  n)  par  exemple 
se  rapportant  surtout  à  l'arête  AB;  nous  attacherons 
aux  deux  systèmes  (M,  m)  et  (N,  n)  deux  paramètres  a 
et  p  ayant  avec  eux  une  correspondance  univoque.  Les 
deux  paramètres  a  et  [5  sont  liés  par  une  correspondance 
doublement  quadratique;  avec  un  tétraèdre  de  réfé- 
rence ABCD,  dont  deux  arêtes  opposées  sont  dirigées 


(  .1o5  ) 
suivant  les  deux  droites  données,  on  peut  écrire 

(G)  a?-aj,        5-p/; 

IP*(aa'-f-  a6a   h-  c) 
-h       (a'a*-f- 2  6'aH- c')  =  o, 

el  Téquation  de  la  surface  est 

Îa*  (  ax^   -\-  2  6xy    -h  cy^  ) 
-h  25/  (aV*  -h  -ib'xy  -4-  c'j^») 
-+-       f*(a'ar*-+- 2  6';r^-f-c'^')  =  o; 

on  trouve  celte  équation  au  Chapitre  XVI  du  Traité  de 
Géométrie  analytique  à  trois  dimensions  de  Salmon. 
On  aurait  Téquation  tangenliclle  en  regardant  la 
droite  jMN  comme  la  droite  qui  joint  les  deux  points 
i?  =  —  a«,  r  =  —  ^w,  ce  qui  conduit  à  remplacer  dans 
l'équation  ponctuelle  x  et  y  par  v  et  —  m,  z  el  t  par  r 
et  —  (V. 

3.  Soient  ai,  a-j,  olz,  ai  les  valeurs  critiques  de  a, 
c'est-à-dire  les  valeurs  de  cette  variable  qui  donnent 
pour  j5  deux  valeurs  égales;  il  existe  de  même  quatre 
valeurs  critiques  de  ^,  et,  en  .mettant  convenablement 
les  indices  des  |3  criliques,  les  deux  rapports  anharmo- 
niques  (a,,  aj,  a,,  a,)  et  (P,,  ^2,  pj,  PO  sont  égaux. 
Les  deux  plans  tangents  n  et  n'  h  la  surface  S  en  un 
point  M  de  AB'  étant  déterminés  par  les  deux  généra- 
trices (M,  jV)  et  (M,  K'),  les  deux  points  de  contact  N 
et  N'  d'un  plan  m  passant  par  CD  étant  déterminés  par 
les  deux  génératrices  (m,  n)  et  (/n,  /i'),  les  quatre  points 
critiques  M^,  M2,  Ms,  M,  sont  des  points  pinces  de  la 
surface,  les  quatre  plans  mi,  ms,  m^^y  m^  qui  passent  par 
ces  points  sont  des  plans  pinces*,  on  a  de  même  quatre 
points  pinces  i\|  sur  CD,  quatre  plans  pinces  n'i  passant 


(  4o6  ) 
par  AB,  racceiit  iiiclic|uaiu  que  les  poinls  M,  et  N\  ne 
correspondent  pas  à  une  même  génératrice. 

4.  D'après  ce  que  Ton  a  vu  au  §  I,  la  relation  (i)  peut 
se  mettre  de  douze  façons  sous  la  forme  (a)  dans  laquelle 
on  remplace  x  et  y  par  a  et  P;  Téqualion  de  la  surface  S 
peut  donc  se  mettre  de  douze  manières  sous  la  forme 

(fxz  -h  ^jct  -h  hyz  H-  kyty 

—  {x^-\-  ipxy  -h  qy^){z'^-\~7.p'zi-\-  q't^)  =  o; 

pour  chacune  de  ces  douze  façons,  la  sur/ace  S  est  en- 
v^eloppe  de  quadriques  ayant  pour  équation  générale 

X'(a:*-f-  iLfxy  -+-  qy^) 

'Jri\{fx2->rgxt'\-hyz->rkyt)-\-{z'^-\-  2p'zt-hq't^)  =  o; 

on  aurait  Téquation  tangentielle  des  quadriques  d'un 
autre  système  en  remplaçant  x  cl  y  par  c  et  —  Uj  z  al  t 
par  r  et  —  w.  Les  quadriques  d*un  système  coupent  AB 
et  CD  en  des  points  fixes,  points  pinces  de  la  surface, 
qui  seront,  par  exemple,  M,,  M2,  N',,  N^,  et  sont  tan- 
gentes à  quatre  plans  pinces  qui  sont,  dans  Thypotlièse 
que  Ton  vient  de  faire,  W23,  ni^,  w',,  n\'^  cela  constitue 
d'ailleurs  sept  conditions,,  et  non  huit,  en  raison  de  Téga- 
lité  des  rapports  anliarmoniques  (M|,  Ma,  Mj,  M4)  et 
(JN',,]N2,  N3,N',).  Les  quatre  génératrices  M<]N,,  MjNa, 
N',  M'^,  NjMj  de  la  surface  S  sont  à  la  quadrique 

fxz  -h  gxt  -h  hyz  -^  kyt  =  o, 
et  Ton  a 

(M„m,,m;,m;)  =  (n„n„n;,n;). 

Les  quadriques  considérées  ont  d'ailleurs  huit  points 
communs;  en  les  rapportant  au  tétraèdre  MjM2N',  Nî^, 
ce  qui  donne  leur  équation  sous  la  forme  simple 

X^xy  -h  l(fxz  -h  gxl  -4-  hyz  -h  kyt)-^  zi  =  o, 


(4o7) 
et  en  coupant  par  la  droite^  =  o^fz  -^  gt  =  o,  on  voit 
qu^elles  sont  tangentes  en  M|  à  cette  droite  qui  est  la 
génératrice  M|N|  ;  elles  sont  de  même  tangentes  en  Mj 
à  la  génératrice  M2iN27  *-*"  ^  i  «  '^  génératrice  K',  M, ,  ...  ; 
ce  fait  résulte  directement  de  ce  que  les  quadriques  sont 
tangentes  à  tontes  les  droîtf^s  MN.  Corrélativement,  ces 
quadriques  sont  tangentes  au  plan  m^^  en  un  point  de  la 
droite  fixe  (/7/j,«j),  

5.  Aux  coniques  (c')  du  §  I  correspondraient  des  qua- 
driques passant  par  AB  et  CD  et  se  raccordant  avec  la 
surface  S  le  long  de  dcu\  génératrices^  on  aurait  quatre 
svstèmes  de  telles  quadriques.  Le  rallaclienient  de  ces 
quadriques  à  cellt^s  déjà  obtenues  est  une  conséquence 
du  fail  suivant  :  Uim  surface  du  quatrième  ordre  dont 
réquation  peut  prendre  la  forme 

S* —  43t?YO  =  o. 

où  a,  ^,  y,  S  sont  linéaires  en   x,  y^  z,  t,  est,  de  trois 
manières  dillerentes,  enveloppe  de  quadriques. 


III. 


Ce  qui  suit  est  emprunté  à  la  JNole  de  M.  Bricard  rap- 
pelée plus  haut,  et  à  une  Communication  orale  par  la- 
quelle ce  géomètre  a  complété  cette  JNote  (juin  1899). 

6.  Les  quartiques  binodales  qui  ont  pour  points 
doubles  deux  points  donnés  A  et  B,  et  qui  passent  par 
sept  points  dotniés, ont  un  huitième  point  commun;  elles 
dépendent  en  elï'et  d'un  seul  paramètre  (i4  —  6  —  y=  1), 
de  sorte  que  leur  équation  générale  est  S  -|-  XS'  =  o.  On 
peut  dire  : 


(  4o8  ) 

I**  Une  relation  doublement  quadratique  est  déler^ 
minée  par  huit  solutions; 

0?  Les  relations  doublement  quadratiques ,  en 
nombre  infini^  qui  admettent  sept  solutions  données^ 
ont  une  huitième  solution  commune. 

7.  Si  Ton  roiisidère  les  droites  G  qui  rencontrent 
deux  droites  données  AB,  CD,  et  sont  tangentes  à  une 
quadrique  donnée  Qo»  'es  points  d'appuî  M  vl  N  sont 
liés  par  une  correspondance  doublement  quadratique. 

On  a  d'abord  ceci  : 

-*. 

I  °  Les  quadriques  Q  qui  sont  tangentes  à  huit  droites 
rencontrant  deux  droites  données  sont  aussi  tangentes 
à  une  infinité  d'autres  droites  rencontrant  les  deux 
droites  données; 

a®  Les  quadriques  Q  qui  sont  tangentes  à  sept  droites 
rencontrant  deux  droites  données  sont  tangentes  à  une 
huitième  droite  rencontrant  les  deux  droites  données. 

Ces  théoièmes  de  M.  Bricard  sont  analogues  à  des 
tbéorènic's  bien  connus  qui  ont  été  donnés  par  Lamé. 

8.  L'auteur  obtient  ainsi ,  eu  partant  de  la  qua- 
drique Qo,  les  droites  obtenues  au  n®  2  comme  généra- 
trices d'une  surface  du  quatrième  ordre  ayant  deux 
droites  doubles,  et  les  quadriques  Q  tangentes  à  ces 
droites;  il  montre  d'ailleurs,  au  moyen  des  fonctions 
elliptiques,  que  la  surface  S,  lieu  des  droites  G  et  enve- 
loppe des  quadriques  Q,  est  du  quatrième  ordre.  Il  ne 
signale  pas  l'existence  des  douze  systèmes  de  qua^ 
driques  (^,  mais  les  considérations  par  lesquelles  il  éta- 
blit le  théorème  concernant  une  quadrique,  qui  termine 
la  Note,  donnent  immédiatement  ces  douze  systèmes;  les 
points  d'appui  M,  qui  sont  critiques  sur  AB,  sont  d'une 


(  4o9  ) 
part  les  deii\  points  cVinterseclion  de  ÂB  et  de  Qo* 
d'autre  part,  les  deux  points  où  AB  est  rencontrée  par 
les  plans  tangents  h  Qo  menés  par  CD  ;  on  obtient  de 
même  les  points  d'appui  critiques  sur  CD-,  dès  lors,  les 
quadriques  Q  d'un  système  passent  par  exemple  par  les 
points  critiques  M|,  Mj,  N',,  N'^,  et  sont  tangentes  aux 
quatre  plans  critiques  m,,  m4,  «3,  n\  ;  il  y  aurait  seule- 
ment à  montrer  que  le  groupement  des  éléments  cri- 
tiques est  réglé  par  une  égalité  de  rapports  anharmo- 
niques,  ce  qui  est  d*ail leurs  facile.  Le  fait  que  les 
quadriques  du  système  considéré  sont  tangentes  en  Mi, 
Ma,  N;,  N;  aux  droites  M.N,,  M^N,,  iN;  M',,  N;m;,  et 
le  fait  corrélatif,  sont  ici  en  évidence. 


[K18a] 

SUR  LA  SIUPLIFICATION  DES  FORMULES  DAKGLES 
ET  DE  DISTANCES  EX  GÉOMÉTRIE  DE  l/ESPACE; 

Par  m.  L.  RIPERT. 


Nous  supposons  connues  les  formules  métriques  rela- 
tives aux  éléments  du  premier  ordre  en  coordonnées 
obliques;  nous  nous  proposons  d'indiquer  un  moyen 
de  simplifier  leurs  formes  et,  par  suite,  d'en  faciliter 
Tapplication.  Nous  nous  abstiendrons  en  général  de  dé- 
monstrations, la  plupart  d'entre  elles  ne  différant  pas, 
une  fois  les  notations  adoptées,  de  celles  qui  sont  clas- 
siques. 

DÉFlMTrONS    ET    NOTATIONS. 

.  1 .  Par  rapport  au  trièdre  coordonné 

Orj^ziyOz  =  X,  zOt  =  ;x,  xOy  =  v), 


(4io) 

les  équations 

\     a      "       b       "      c     / 
d'une  droite  D  peuvent  s'écrire  sous  la  forme  {iélriplée 

B{Zj  x)  =  az  —  ca:  —  (ay  —  col)  =o, 
G(a7,  j)  =bx  —  ay  —  {boL  —  a^)  =  o. 

Ce  sont  les  équations  des  plans  projetant  D  snr  les 
trois  plans  coordonnés.  Deux  de  ces  écjuatîons  sont  né- 
cessaires et  suffisantes  pour  déterminer  D^  mais  on  peut 
dire  aussi  que  D  est  représentée  par  les  /rois  équations 
A^o,  B  =  o,  C  =  o,  étant  entendu  que  deux  quel- 
conques entraînent  la  troisième,  ou,  ce  qui  revient  an 
même,  qu'elles  sont  liées  par  la  relation 

ka  -H  B6  -t-Cc  =  a. 
Une  seconde  droite 

\     a!  b'  c'     ) 

sera  représentée  de  même  par  les  trois  équations 
A'=o,        B'=o,        G'=o. 
Nous  prendrons  l'équation  d'un  plan  P  sons  la  forme 

P(^»/f  'S)  =  ux-^vy  -\-  w5  4-  r  =  o, 

la    même  équation    accentuée  représentant  un   second 
plan  P',  .... 

2.  Nous  désignons  la  fonction  splïéri(|ue par  <^(x,^-,^), 
son  discriminant  par  A  et  la  fonction  adjointe  par 
W(x,j^,  z).  En  d'autres  termes,  nous  posons 

<^(a:,^,  z)  —  a7*-H^»-h  z^-+-2yz  cosX-f-  9.zx  cosji  -+-  aa^'cosv, 
A  =  i  -f-  acosX  cosji.  cosv  —  cos^X  —  cos'iji  —  cos*v, 
W(x,y,  z)=  S  a:*  si  n'A  -f-  2  2^-3(cos|Ji  cosv  —  cos  A). 


(4ii) 

On  sait  que,  Oxjz  étant  un  véritable  Irièdre,  A  est 
toujours  compris  entre  o  et  i  ;  on  peut  donc  poser 
A==sin2  05  sin0  est  dit  le  sinus  du  trièdre  des  coor- 
données. 

ANGLES    ET    PERPENDICULARITÉ. 

3.  Les  angles  de  deux  droites  (D,  ly),  ou  de  deux 
plans  (P,  P'),  ou  d'une  droite  (D)  et  d'un  plan  (P),  sont 
respectivement  donnés  par  les  formules 

(I)  cos(D,D')=±-^'*''-^^'*'^-^^'*^ 


(2)  COS(P,   P')  =  ± 


^  }/i\a.  b,  c)  ^ (a' ,  b\  c') 

—  •  —  » 

2  /V(W,  Vf  w)W{u'f  V'j  W') 


(3)  *in(D.P)=±l''"-*-**'-^"'")''"® 


v/4>(a,  by  c)W{UyV,  w) 

La  condition  de  perpendicularîté  de  (D,  ly)  ou  de 
(P,  P')  résulte  immédiatement  des  formules  (i)  et  (2). 
Les  conditions  de  perpendicularité  de  D  et  de  P,  beau- 
coup plus  faciles  à  déduire  des  formules  (i)  et  (2)(*) 
que  de  ia  formule  (3)  peuvent  s'écrire  indifféremment 
sous  les  deux  formes 

(f\  îk  ^1^  =,ÎS  ou  —  r:z   —  =  — 

^^^        u       V       w  ^T'^      \vi      ir;/ 

Les  é(|uations  de  direction  des  plans  P  perpendicu- 
laires à  D  et  des  droites  D  perpendiculaires  à  P  sont  res- 
pectivement 

(5)     ^'^x-^^i,y-^<t*',z  =  o        et         -^  =  Z  =  i,. 

^     M  T     -,  ^   il» 


(')  On  trouve  1res  aisément  les  deu\  formes  en  exprimant  que  : 
I"  une  droite  arbitraire  parallèle  à  P  est  perpendiculaire  à  D;  a"  un 
plan  ar^/traiV'e  parallèle  à  D  est  perpendiculaire  à  P  {voir  au  n»9)- 


(  4.>  ) 

L*équalion  du  plan  mené  par  D  perpendiculairement 
à  P  est 

(6)  Av;,-4-  B^-;,-4-  GM';^,=  o. 

4.  La  projection  orthogonale  {^d^  Jdy  ^d)  du  point 
(^M  Jiy  ^t)  *"^  D  et  la  projection  orthogonale 
{xptypy  Zp)à\x  même  point  sur  P  ont  respectivement 
leurs  coordonnées  données  par 

^ti  —  «  _.  yd  —  ?  _  sd  —  y 
(.)    I      «  * 


(8) 


a^p— 3^1  _  yp—yi  ^  -gp— >gi  __  P(^i>yir-gi)^ 


La  projection  orthogonale  de  D  sur  P  résulte  de  la 
formule  (6). 


DISTANCES, 


5.   La  distance  du  point  (xj,yj,  Zi)  au  plan   P  est 
(en  valeur  absolue) 

P(3-t,yi,-St)sine 

d'où  il  résulte  que  :  i"  le  volume  d'un  parallélépipède 
dont  aj  b^  c  sont  Irois  arêtes  contiguës  faisant  deux  à 
deux  les  angles  X,  [jl,  v,  est 

(lo)  \  =  abc  s'inS; 

2^  la  distance  des  plans  parallèles 

est 


»l'(«,      Vy     W) 


(4«3) 
3°  la  plus  courte  distance  de  deux  droites  D,  D"  est 

^„^     A      _  rL(»-a')  +  M(P-y)  +  N(Y-T')1sine 

{11}       Ai>D'  — iz  .^=zz — 

v/W(L,M,N) 
où 

L  =  bc'—cb'y  M=ca'—ac\        N  =  ab' — ba', 

6.  Les  équations  de  la  perpendiculaire  commune  à  D 
et  U  sont  [formule  (6)] 

(i3)     AVL-+-B^M-t"C^r^=  o,        A'Wl-h  B'^^jn-i-  G'W;=  o. 

7.  La  distance  du  point  (xj,  jj,  z^)  à  la  droite  D 
est  donnée  par  la  formule 


<'<)  ^^"V  ^(a^byc) 

Démontrons  directement  cette  formule  de  forme  nou- 
velle : 

On  reconnaît  aisément  (*)  que  les  coordonnées  [for- 
mule (7)]  de  la  projection  de  (XiJJ^^,  Zi)  sur  D  peuvent 
se  mettre  sous  la  forme 


B*;— C4»i,        G*;  — A*;       A<P'i,-B^'^       2«ï>(a,ô,c)' 
où  A,   B,  C   représentent   respectivement  A(j^,,z,), 

La  distance  cherchée  de  {xt^yi,  -s^)  à  D  est 
c'est-à-dire 


^^  2*(a,6,c;  V       +ï2(G*;  — A*; 


)(A4>i-B*;)cosX, 


(^)  A  cause  des  identités 
a?,—  a 


a2<l>;(ar,— a)-(B*t»;.-C*J,)  '    "    "       2«I>(a,^,c) 


(  4«4  ) 

OU,  en  développant,  ordonnant  par  rapport  à  A,  B,  C,  ei 
simplifiant 
1 


Ad  = 


4>(a,bj  c) 
X 


/2[*(a,  6,  c)  sinX  — a»A]  A2 
Y       -H  9.£[<ï>(a,  bf  c)cosjjicosv  —  cosX)  —  bc^ 


]BG 
=  ^l~j;^)  V^*(«>  *^  ^)'ï'(A»  B»  G)  -  A( Aa  +  B6-+.  Cc)S 

ou,  finalement,  a  cftuse  de  Aa 


_    /y(A,B, 


BA  + 

Ce 

=  o, 

G) 

c) 

c.  Q. 

8.  Application.  —  Pour  monirer  la  facilité  d'appli- 
cation des  formules  qui  précèdenr,  démontrons  le  théo- 
rème suivant  : 

Le  volume  d'un  tétraèdre,  donné  par  les  coordon- 
nées de  ses  sommets,  est  é^al,  en  valeur  absolue^  au 
produit  du  premier  membre  de  la  condition  qui  expri- 
merait que  les  quatre  sommets  sont  dans  un  même  plan 
par  le  sixième  du  sinus  du  tétraèdre  des  coordonnées. 

En  effet,  soit  le  tétraèdre  1-2-3-4.  L'arête  3-4  dont  la 
longueur  est 

a  pour  équations  détriplées  (2,  D) 


B{z,x)  = 


C(x,y)  = 


y 

Z 

73 

H 

y^ 

^k 

z 

X 

Zz 

a-3 

^\ 

3-4 

X 

y 

^3 

yz 

=  0, 


=  «>» 


^4  yi.    I 


(  4i5  ) 

La  (lislance  du  point  i  à  celte  droîle   3-4  ^st  [for- 
mule (i4)] 

L*aiie  (  -  lh\  de  la  base  a-3-4  «st  donc 

Le  plan  de  celte  base  a  pour  équation 
X     y     z      I 

^3      J3       -3       » 

^4  y\   -*    I 

=  A(7,,;5j)a7-hB(;5,,ar,)j^-hG(ar,,^t)s  — (>rj,j^3,Z4)  =  o 

et  la  hauteur  H|,  dislance  du  sommet   i  à  ce  plan,  est 
[formule  (9)] 


P  = 


n,  =  di 


P(ari,7i,  5,)sine 


Le  volume  (  V=  -  A|  Hj  j  du  tétraèdre  est  donc 
^1    y\    -Si     I 


(i5) 


V  =  d= 


^4      r*       -«*       ' 


sinB.      c.  Q.  F.  D. 


COMPARAISON    AVEC    LES    FORMULES    DE    GÉOMÉTRIE   PLANE. 

9.  Plûcker,  dans  sa  Neae  Géométrie  des  Baumes 
(Teubner,  Leipzig,  1866),  divise  les  droites  du  plan  en 
deux  espèces  :  celles  donl  Téquation  est  de   la  forme 

|£ZIL?  =  ZlZ^\  qu'il   appelle  rayons,   et  celles  dont 

Péqualion  est  de  la  forme  {ux  4-  t^j^  -h  /'  =  o)  qu'il  ap- 
pelle axes.  Géométriquement,  le  rayon  est  la  droite  di- 
rigée, menée  d'un   point  fini  (a,  ^)  au  point  de  Tinfini 


(4i6) 
(â,  bj  o)',  Vaxe  esl  la  irace  sur  le  plan  fondauieutal  d'un 
plan  quelconque;  c'est  aussi  la  droite  de  jonction  de 
deux  points  pris  sur  les  axes  coordonnés  f >  o\  et 

Si,  d'après  cette  conception  de  Plûckcr,  nous  prenons 
1  équation  d'une  droite  du  plan  sous  les  deux  foruies 
d{xy)  =  hx — ay—{b(t  —  ap)  =  o, 
P^^jX)  =  iix  -\'  i>j^-+-  r  =  o, 

et  si  nous  posons  (avec  xOy  =  6) 

cp (a:,  j^)  =  a?* -h ^* -h  2  cos6 rj,     ^{x,y)  =a:»-h^* —  acosôx^', 

il  n'est  pas  sans  intérêt  de  comparer  les  formules  qui 
viennent  d'être  établies  avec  les  suivantes  (les  numéros 
se  correspondant) 


(^) 

(3) 
(4) 
(5) 
(7) 
(8) 
(9) 

(lO) 

(i5) 


cos(c?,  d)  =  ± 
cos(/>,/>')  =  d: 
sin(f/,  /?)  =  ± 


2  /©(rt,  6)  ç(a',  i') 

(eiM  -4-  6i')  sinô 
a  6 


ar„— X| 


+â 


•20(tf,  6j 


^  /H ^ii ri)  sine 

JI9  =  /76  sinO, 


a,  =  - 
9. 


^1    ri 

^3       J'3 


sine. 


(4i7) 
Il  nous  parait  évident  que  si  ces  formules,  consé- 
quence de  la  conception  de  Plùcker,  étaient  établies 
sous  cette  forme  en  Géométrie  plane,  elles  faciliteraient 
considérablement  le  passage  des  deux  aux  trois  dimeu- 
sîonsy  surtout  si  Von  a  soin  de  les  démontrer  d'une 
manière  correspondante.  Par  exemple,  les  formules  (4) 
peuvent  se  déduire  de  la  formule  (3)  ;  niais  il  est  préfé- 
rable [et  même  plus  simple  (  ^  )]  de  les  démontrer,  comme 
leurs  analogues  de  l'espace  par  les  formules  (i)  et  (2). 
On  peut  dire,  dans  les  deux  cas  : 


1°  Un  rayon  arbitraire 
(a\  b')  sera  perpendiculaire  à 
d  et  parallèle  à  />  si  l'on  a 

a' ©a -h  6' ©6  =  0, 
a' a  H-  b'if    =  o, 


Une  droite  arbitraire 
{a\  b',  c')sera  perpendiculaire 
à  D  et  parallèle  à  P  si  Ton  a 

a'*^-h6'*'^-+-c'*;  =  o, 
au   -I-6V    -t-c'iv    =0, 


conditions  qui   doivent   snbsister  quels  que  soient  /z', 
b',  {c').  Donc 


2ff  ^  ?A. 

U  V 


2"  Un  a\e  arbitraire  (u\  v' ) 
sera  parallèle  à  cif  et  perpendi- 
culaire k  p  si  Ton  a 


^u'a  =  0, 

1 

Donc 

a 

V. 

b 

2"'^'''' 


îiî  =^  *^  =  *' . 


Un  plan  arbitraire  (a,  ç^  w) 
sera  parallèle  à  D  et  perpendi- 
culaire à  P  si  l'on  a 


Donc 
a 


c 


(*)  «  C'est  une  remarque  que  l'on  peut  faire  souvent  dans  l'étude 
de  la  Géométrie,  que  les  solutions  de  la  Géométrie  plane,  qui  ont 
leurs  analogues  dans  Fespacc,  sont  toujours  les  plus  générales  et  les 
plus  simples.  »  (Chaslbs,  Aperçu  historique,  3*  édition,  p.  43.)  Le 
fait  est  peut-être  plus  frappant  encore  quand  on  se  place  au  point 
de  vue  analytique  :  l'analogie  des  solutions  est  souvent  alors  voisine 
de  l'identité. 
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(4.8) 


UTILITÉ    DE    LA    FORME    DÉTRIPLÉE    (D). 

10.  La  forme  (D)  du  n®  1  et  sa  forme  corrélative 
(oùA=o,  B=o,  C  =  o  sont  les  équations  des  points 
communs  à  D  et  aux  plans  coordonnés)  ont  de  très  nom- 
breuses applications.  Nous  nous  bornerons  aux  exemples 
suivants  : 

1°  L'équation  de  l'byperboloïde  déterminé  par  les 
trois  droites  D|,  D^,  D3  et  celle  du  paraboloïde  déter> 
miné  par  D|,  D2  et  le  plan  directeur  P,  sont  respective- 
ment 

(a)  (Al,  B,,  0  =  0 

et 

(b)  (A,,B,,w)  =  o, 

riiypcrboloïde  (a)  devenant  paraboloïde  si  Ton  a 
(«I,  ^«,  03)=  o. 

Si  l'on  change  de  nom  les  coordonnées,  ré(|ua- 
tion  (a)  conserve  la  même  signification,  Tliyperboloïde 
passant  par  Torigiiie  avec  (a,,  ^27  C3)  =  o.  L'équa- 
tion (b)  représente  la  quadrique  réglée  ayant  pour  di- 
rectrices D|  et  Da  est  telle  que  les  plans  de  jonction  des 
génératrices  à  l'origine  passent  par  le  point  de  l'infini 
P(ii,  1/,  w,  o). 

2**  L'équation  ponctuelle  du  système  des  m  plans  tan- 
gentSy  menés  par  la  droite  D  à  la  surface  de  m'*'"* 
classe  F(U,  V,  W,  R)  ==  o,  est 

(c)  F(A,  B,  C,Po)  =  o, 

où  Po=: —  (Aa-f-Bp  -h  Cy)  est  le  premier  membre  de 
Téqualion  du  plan  de  jonction  de  D  à  Torigine. 


(4i9) 
En  effiitj  un  plan  passant  par  D  a  pour  équation 

A  -4-XB  =—  \cx—  cy-^-Çka  —  b)js 

-t-X(ca  — «y)  -H^y  —  cp  =  o, 

et  ftcra  tangent  à  la  surface  si  l'on  a 

F[ — \c,  c,  Xa  —  b,  X(ca  —  aY)H- ^Y  "~  ^P]  =®- 

En  éliminant  "k  entre  cette  condition  et  A  -f-  XB  =  o, 
on  trouve  l'équation  (c). 

En  changeant  de  nom  les  coordonnées j  P^  devient  le 
point  à  l'infini  de  D,  et  l'équation  (c)  représente  le  sys- 
tème des  m,  points  d'intersection  de  D  avec  la  surface  de 
^ième  Qpjpe  dont  l'équation  ponctuelle  est  F  =  o. 

3°  En  introduisant  la  notation  pluckérienne 

cp — ^Y  =  ^»        ^Y  —  ca  =  /n,        6a  —  ap  = /i, 

on  voit  que  :  i°  sî  {x^y^  z^  i)  représente  un  point  donné, 
Téqua lion  ponctuelle  (c)  devient  celle  du  complexe  des 
tangentes  au  cône  circonscrit  ayant  ce  point  pour  som- 
met; 2°  sî  {x,yy  Zj  i)  sont  les  coordonnées  d'un  plan 
donné,  l'équation  tangentielle  (c)  devient  celle  du  com- 
plexe des  droites  coupant  la  section  de  la  surface  par  ce 
plan. 

[B7b] 
SUR  LES  INVARIANTS  DE  LA  FORME  BIQUADRATIOUE  BINAIRE; 

Par  m.  V.  JAMET. 


1 .  Je  me  propose  de  montrer  comment  la  méthode  de 
Ferrari,  pour  la  résolution  de  l'équation  du  quatrième 
degré,  fait  connaître  les  invariants  proprement  dits  de 
la  forme  biquadralique  binaire,  et  aussi  les  coefficients 


(I) 


(    420    ) 

de  réquation  aux  rapports  anharmoniques  des  racines 
de  réquation  biquadra tique. 

M.  Niewenglowski ,  dans  son  Cours  d^ Algèbre, 
tome  II,  page  4^3;  f^î^  observer  que  Téquation  résol- 
vante de  Ferrari  admet  pour  racines  les  valeurs  que  prend 
l'expression 

X^Xi  -+-  XiX\^ 

lorsqu'on  y  remplace,  de  toutes  les  manières  possibles, 
OTi,  X2,  Xi^  Xji  par  les  racines  de  l'équation  biquadra- 
tique  proposée.  On  peut  adapter  comme  il  suit,  aux 
formes  biquadratiques  binaires,  la  remarque  que  nous 
venons  d'énoncer. 

2.  Soit 

/=  ax^-h  ^b x^y  h-  6 c x^y^  -h  4  dxy^  -t-  ey^ 

une  forme  biquadratique  donnée.  On  aura  identi- 
quement 

[  af^{ax'^-\-ihxy'\-hy^)'^ 

\  —  [2(— 3ac-!-26«-+-aA)a:*-h  4(6^— arf)ay'-h(A»  — ae)j^«]^s 

et  la  forme  proposée  sera  décomposée  en  une  différence 
de  carrés  ou  en  un  produit  de  deux  formes  quadratiques 
binaires,  si  Ton  a 

(2)    2(6A  — a£J?)*  — (— 3ac-h2^>«-4-a/0(^*  — ae)  =  o. 

Soit  h  une  racine  de  cette  équation,  telle  qu'on  ait 

h}  —  ae  y^  o. 

On  pourra  transformer  l'identité  (1)  comme  il  suit  : 

rt/=  {ax'^-\-  7.hxy  '\-  hy*)^ 


(4ai  ) 
OU  bien 

/i/=  jaa75-h2(6-i-        ""        jjy-*-  (/i-h //i*— ae)^»  j 

cl  l'on  voit  que  si  l'équation 

/(a?,  i)  =  o, 

admet  pour  racines  x^^X2yXi^Xi^^  on  aura,  par  exemple, 

h  -4-  v^/i»  —  ae                         h  —  /A*  —  ae 
=  j?iar,, =ar,ar4, 

d'où  Ton  déduit 

(3)  Xijrj-ha:ja74=  —  • 

3.  Celle  relation  subsiste  si  Ton  suppose  li^  —  ae=o. 
Car  alors  on  trouve  aussi,  en  vertu  de  (a), 

bd  —  a/i  =  o 

et  l'îdenlilé  (i)  devient 

af  =  \ax^ -h  i{b  -^  ^^ac  —  ib^-—  ah)xy  -f-  A^*] 
[aa:'-+-  2(/>  —  /3ac  —  26* — ah)xy  -h  A^']. 

On  en  déduit  encore  la  relation  (3)^  et  celle-ci  en- 
traîne, comme  conséquence,  la  remarque  énoncée  plus 
haut,  à  condition  que  dans  Téquation  (a)  on  fasse  la 
substitution  h  =  lat. 

4.  Supposons  maintenant  qu'on  ait  décomposé  la 
forme /en  un  produit  de  deux  facteurs  quadratiques, 
savoir  : 


(4") 

on  sait  que  les  expressions 

sont  des  invariants  du  second  ordre,  de  telle  sorte  que 
leur  produit  est  un  invariant  de  quatrième  ordre.  Mais 
si  les  équations 

ont  pour  racines,  respecii veulent  Xi,  X2^  et  0:3,  ^4,  oa 

aura 

a' 

P*  —  «Y  =  -^(ari-a:,)», 

P't-.aY  =  Ç(^8-a:4)* 
et 

Soient  A|,  Aj,  As  les  racines  de  l'équation  (2).  On  eu 
déduira 

(P*-«Y)(P'«-a'Y')=  jr^(Ai-AO* 

et  (A|  —  Aa)^  sera  un  invariant  du  quatrième  ordre, 
ainsi  que  (A|  —  As)^  et  (Aj —  As)^.  Donc  la  somme 

sera  elle-même  un  invariant  du  quatrième  ordre.  Or 
cette  somme  est  égale  à 

i{h\-\-  h\-\-  hl—  hx A,—  AjAs—  Aj/rj) 
OU  bien  à 

(4)  2[(/ti^-  /i,-H  A3)*—  3(Ai  A,-h  AîAs-h  Ai/i3)]. 

Mais  Téqualion  (2)  se  développe  comme  il  suit  : 
II*—  3c/iî-f-  (46rf— a6)/i~2ac^*-t-3ace  — 2e6«-hc'=:  o. 


(4=^3) 
Donc  Texpression  (4)  est  égale,  à  un  facteur  nuoié* 

rîque  près,  à 

3c*— 4Wh-  ae, 

et  celle-ci  est  un  invariant  du  quatrième  ordre. 

5.  Le  produit 

(/i|-A,)«(A,-A.)«(/*i-Ai)* 

est  aussi,  d'après  ce  qui  précède,  un  invariant  du  dou- 
zième ordre.  Mais,  pour  calculer  ce  produit,  il  est  à 
propos  de  transformer  Téquation  (a)  comme  il  suit  : 

(h — c)*'^(ibd''ae—  3c*)A—  2aû?«-h  3acc— 2c6«-4- c»=  o 
ou  bien 

(A_c)»-f-(46rf  — ac  — 3c«)(^  — c) 

—  'lad* ■+-  2 ace  —  i e6*—  2 c* -f-  4 bdc  =  o  ; 

puis,  en  posant 

A  —  c  =  X,         ^bd  —  ac  — 3c'  =  — S, 
ace  -h  2  bcd  —  ad^  —  eb^  —  c»  =  T, 

on  trouvera  Giialement 

Xï_SX-f.2T  =  o. 

Si  les  racines  de  cette  dernière  équation  sont  X| ,  X2,  Xs, 
on  trouvera 

=  (X,-X,)«(X,-A,)«(X3-X0*=4(S»-27T«). 

Donc  T^  est  un  invariant  du  douzième  ordre,  et  T  est 
uu  invariant  de  Tordre  6. 

6.  II  s^ensuit  aussi  que  le  rapport  7=^  est  un  invariant 
absolu  de  la  forme  biquadralique.  La  mélbodc  ci-dessus 


(  4-^  ) 

permet  de  montrer  aisément  comment  ce  rapport  inter- 
vient dans  la  formation  de  l'équation  aux  rapports 
anliarmoniques  des  racines  de  Téquation  /(^,  i)  =  o. 
En  effet,  si  Ton  désigne  ces  racines,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,  par  0:1,^2?  ^3j  ^4»  l'un  des  rapports  anliarmo- 
niques qu'elles  déterminent  esl  égal  à 


OU  bien  à 


(^3  — ar,)(a7fc  — arj) 

^3^k  "^  ^1  ^J  —'  X\T^  —  XfX^ 

■ j 

arj  x^  -^  XiXi  —  Xf  x^  —  a?i  x^ 


et,  par  conséquent,  chacun  des  six  rapports  anharmo- 
niques  considérés  est  égal  à  la  valeur  que  prend  l'ex- 
pression 


lorsque  i,  A,  k  désignent  une  quelconque  des  permuta- 
tions des  indices  i,  2,  3.  Soit  donc  p  un  tel  rapport 
anliarmonique,  et  soit 

On  en  conclut 

^  ^  ^  Xt-X,       X1-X3  ^  (X|^X0î-h(X|-X3)« 
^'p       Xj.-Xa'^Xi-X,  (X,-X,)(Xi-X,) 

Soit  encore 

X3— SX-4-2T  =  (p(X), 

l'égalité  précédente  donnera 

11  ^  (Xî-i-À|-HX|)-aX|(Xi-f-Xt-4-X3)  +  3Xî 

^"^P  ,  f(Xi) 

_  9.SH-3XÎ 

~    3Xî  — S  ' 
On  en  conclut 

■'         3(p«-pH-l) 


(  i"  ) 
D'ailleurs,  on  déduit  de  Féqualion  cp(>.)  =  o, 

Xî(X?-S)«-4T»=o, 
cl,  par  conséquent, 

snp  +  ,)»[-,p»-H5p-i]« 

,.7(p'-p  +  .,)« ^^'=''' 

ou  encore 

Telle  est  réqualîon  cherchée;   elle  montre   que  le 
rapport  ^-  est  la  valeur  que  prend  la  fraction 

toH(p«— pH-l)« 


(p-M)H2p-i)-(p-+-a)* 

quand  on  j  remplace  p  par  l'un  quelconque  des  six  rap- 
ports anliarmoniques  des  racines  de  Téquation 

/(x,  i)  =  o. 

7.  Nous  terminerons  ce  travail  en  indiquant  un  pro- 
cédé de  calcul  très  simple  pour  ramener  une  forme  qua- 
drique  binaii*e  à  la  forme  canonique 

Aar*-t-  2 Bar* ^« H-  Cy*. 
Soit  encore 

la  forme  donnée.  Faisons  la  substitution 

a:  =  aar'-4-  ^y\ 
y^x'-^y, 

et,  dans  l'expression  de  la  forme  transformée,  calculons 
les  coefficients  de  x^^y  et  x'y'^»  Ces  coefficients  sont 
égaux  à 

4(aa»p-^^(a^-r-3a^3>-+-3r(a^-^3p)-+-rf(a-+-3P)^-cJ 


(4^6) 


el  a 


4[aap»-4- ô(P»-H  3a?«) -4- 3c(P«H- «P)  H- û?(p -h  3a)  ■+- 6]. 

Eii  égalant  ces  coefficients  à  zéro,  on  trouve  deux 
équations  cjui,  retrancliées  membre  à  membre,  donnent 
lieu  à  Téquation  suivante  : 

(5)    aaP(a-4-p)-+-è[(aH-P)«-i-2«p]-i-3c(aH-p)-r-2rf  =  o. 


(G) 


En  les  ajoutant  membre  à  membre,  on  trouve 

aap[(a  H- ?)«  -  aap  ] -4- 6(a -4- P)» 

-f.  3c(a  -4-  P)«  -4-  4û?(a  -h  p)  H-  2«  =  o. 


Puis,  eu  multipliant  les  deux  membres  de  (5)  par 
a  -h  P,  et  retranchant  (5)  et  (6)  membre  à  membre,  on 
trouve  encore 

(7)  aa«ji»-h6ap(a-hp)  — c?(a-4-P)~e  =  o. 

Soit 

(8)  aapH-^>(a-t- P)  =  X. 

Les  équations  (5)  et  (7)  se  transforment  comme 
il  suit  : 

(9)  (X  -4-3c)(aH-  p)-{-2^ap-4-2rf  =  o, 

(10)  rf(a-t-p)  — Xap-4-e  =  o. 

Eliminant  a -t- p  et  a^  entre  (8),  (9)  et  (lo),  on 
trouve,  pour  déterminer  X,  l'équation  suivante  : 


dO 


a  b  —\ 

ib     X-h3c      7.d 
—  X         d  e 


que  l'on   ramène  à  une  forme  plus  symétrique  par  la 
substitution 

X  =  —  C  -f-  2|Jl. 
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En  effet,  on  trouve  ainsi 

a  b        c  — -  2fJi 

b         c  -f-  [1         d         =  o, 
c  —  2fJL        d  e 

et  cette  équation  se  ramène  à  la  forme 

X' 
par  la  substitution  [x  = 

8.  Mais,  en  faisant  la  substitution  a:  =  aa;'-hpy, 
y=zx'-^y^  nous  supposons  essentiellement  que  son 
déterminant  a — ^  n'est  pas  nul.  Si  la  résolution  du 
système  des  équations  (9),  (10)  et  (11)  donnait  a  =  p, 
la  constante  a  qui  figure  dans  cette  dernière  égalité 
devrait  vérifier  les  équations  (5)  et  (6),  et  l'on  au- 
rait y(  a,  i)  =  o,  /'(a,  i)  =  o.  L'équation  /  =  o  aurait 
alors  au  moins  une  racine  multiple,  et  la  réduction  de  la 
forme  /,  réduction  possible  chaque  fois  que  Téquation 
n'a  pas  de  racine  triple,  n'offrirait  qu*un  intérêt  secon- 
daire; c'est  pourquoi  nous  nous  abstiendrons  de  déve- 
lopper la  discussion  dans  ces  cas  particuliers. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS  DE  1900). 


Mathématiques  élémentaires, 

O  et  O'  étant  les  points  d'intersection  des  côtés  opposés  d'un 
quadrilatère  Q,  on  considère  le  quadrilatère  Q'  formé  par  les 
bissectrices  des  angles  du  quadrilatère  Q,  de  telle  sorte  que 
deux  côtés  opposés  de  Q'  soient  les  bissectrices  de  deux,  angles 
opposés  de  Q. 
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1°  Soit  I  le  point  d'intersection  des  diagonales  du  quadri- 
latère Q';  quel  est  le  lieu  géométrique  du  point  I  lorsque  le 
quadrilatère  Q  se  déforme  de  façon  que,  O  et  O' restant  fixes, 
deux  sommets  opposés  de  ce  quadrilatère  décrivent,  respec- 
tivement, deux  cercles  fixes  passant  chacun  par  les  deux 
points  O  et  O'? 

i"*  Les  trois  points  O,  O'  et  I  restant  fixes,  et  Tun  des 
sommets  du  quadrilatère  Q  décrivant  une  droite  A,  quels  sont 
les  lieux  géométriques  décrits  par  les  trois  autres  sommets  de 
ce  quadrilatère? 

Discuter  la  nature  de  chacun  de  ces  lieux  suivant  la  position 
de  la  droite  A  dans  le  plan. 

3"  Calculer  les  angles  et  les  côtés  du  quadrilatère  Q',  con- 
naissant les  angles  et  les  côtés  du  quadrilatère  Q. 

Montrer  que,  si  l'on  désigne  par  Â,  B,  G,  D  les  angles  du 
quadrilatère  Q,  et  par  a',  b\  c',  d  les  longueurs  des  côtés 
de  Q'  qui  sont,  respectivement,  les  bissectrices  de  ces  angles, 
on  a  la  relation 

,.A         ,.C       ,,   .B         «.D 
a  sin h  c  sin  -  =  b  sin \-  a  sin  —  • 

2  2  2  '2 

Mathématiques  spéciales. 

Etant  donnés  trois  axes  Ox,  Oy,  Oz,  on  considère  un  cône 
du  second  ordre  C  tangent  aux  deux  plans  xOy  et  xOzy  res- 
pectivement, suivant  Oy  et  Oz,  et  une  droite  D  rencon- 
trant Ox, 

1°  Pour  quelles  positions  de  la  droite  D  existe-t-il  au  moins 
une  surface  du  second  ordre  S,  indécomposable,  passant  par 
cette  droite  et  tangente  au  cône  G  en  tous  les  points  d'une 
courbe  plane? 

2^  La  droite  D  étant  située  dans  le  plan  xOj^  et  restant  fixe, 
trouver  le  lieu  géométrique  des  centres  des  surfaces  S. 

Ce  lieu  est  un  plan  P. 

3"  La  droite  D  se  déplaçant  dans  le  plan  xOy  de  façon  que 
le  plan  P  passe  par  un  point  donné  A  de  l'espace,  trouver 
lenveloppe  du  plan  P,  et  montrer  que  la  droite  D  enveloppe 
une  parabole  Q. 

4"*  Quel  est  le  lieu  géométrique  des  positions  du  point  A 
pour  lesquelles  la  parabole  Q  correspondante  est  égale  à  une 
parabole  donnée? 
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5*  La  droite  D  étant  toujours  située  dans  le  pian  xOy  et 
restant  fixe,  on  donne  un  plan  quelconque  n.  Montrer  que  le 
lieu  géométrique  des  points  de  contact  avec  le  plan  II  des 
surfaces  S  qui  sont  tangentes  est  une  droite  A. 

Étudier  la  distribution  des  droites  A  dans  l'espace  quand  II 
se  déplace  arbitrairement. 

Combien  y  a-t-il  de  droites  A  passant  par  un  point  quel* 
conque  de  l'espace? 

Quelle  est  Tenveloppe  du  plan  II  lorsque  la  droite  A  se  dé- 
place dans  un  plan  passant  par  D? 

Composition  sur  l'Analyse  et  ses  applications 
géométriques. 

On  donne  deux  sphères  fixes  S  et  2,  la  première  de  centre  O 
et  de  rayon  r,  la  deuxième  de  centre  o>  et  de  rayon  p.  Soit  M 
un  point  de  la  sphère  S  :  on  désigne  par  0  Tangle  tu  CM,  par  o 
Tangle  du  plan  (oOM  avec  un  plan  fixe  mené  par  0(o,  et  par  a 
la  distance  des  centres  Oto. 

i**  Former  la  relation  difi'érentielle  entre  6  et  ^  qui  exprime 
que  le  point  M  décrit  une  courbe  C  dont  les  tangentes  touchent 
la  sphère  S. 

2*  Exprimer,  dans  ce  cas,  0  et  cp  ou  leurs  lignes  trigonomc- 
triques  en  fonction  d'un  paramètre,  en  introduisant  seulement 
les  transcendantes  qu'on  rencontre  dans  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques. 

3**  Discuter,  dans  les  difi'érents  cas  qui  peuvent  se  présenter, 
la  forme  des  courbes  G  et  celle  de  leurs  projections  sur  un 
plan  perpendiculaire  à  0(o. 

4**  Quand  le  point  M  décrit  la  courbe  C,  le  point  fi  où  la 
tangente  en  M  à  G  touche  la  sphère  2  décrit  une  courbe  F  : 
rectifier  la  courbe  G  et  établir  qu'elle  est  une  développée  de  F  : 
déterminer  le  plan  osculateur,  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon 
de  torsion  de  la  courbe  G  en  chacun  de  ses  points. 

5"  Rectifier  la  courbe  F. 


Mécanique  rationnelle. 

Trouver  le  mouvement  d'une  poulie  circulaire  homogène 
pesante  de  masse  M,  de  rayon  R  et  d'épaisseur  négligeable, 
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posée  sur  un  axe  rigide  fixe  0^:,  sur  lequel  elle  est  assujettie 
à  rouler  sans  glisser,  de  telle  façon  que  son  plan  passe  con- 
stamment par  l'axe. 

En  prenant  comme  sens  positif  sur  Ox  le  sens  descendant 
et  appelant  oc  l'angle  de  Ox  avec  l'horizon,  on  adjoindra  à  0:r 
un  axe  horizontal  fixe  O^  et  un  axe  Oz  dirigé  vers  le  haut 
perpendiculairement  au  plan  xOy, 

On  appellera  x  Tabscisse  OH  du  point  de  contact  H  de  la 
poulie  avec  l'axe  Ox^  6  l'angle  du  plan  de  la  poulie  avec  le 
plan  vertical  xOz.  On  supposera  qu'à  l'instant  initial,  /  =  o, 
la  poulie  est  placée  sans  vitesse  dans  le  plan  vertical  xOz^ 
au-dessus  de  Ox,  le  point  de  contact  en  O  (6  =  o,  ar  =  o),  et 
que  Ton  applique  au  centre  de  la  poulie  une  percussion  donnée 
ayant  pour  projections  respectives  Ma,  MA,  Me  sur  les  axes 
Ox,  0^,05. 

On  calculera  les  réactions  de  l'axe  sur  la  poulie,  et  l'on  dé- 
terminera l'instant  où  la  poulie  se  détache  de  l'axe  Ox. 

Nota.  —  On  suppose  qu'il  n'existe  aucune  résistance  au 
roulement  de  la  poulie  sur  Taxe. 


ÉCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE  (CONCOURS  DE  1900)- 


Afa  thé  mat  iq  ues. 

Dans  un  plan,  rapporté  à  des  axes  de  coordonnées  rectan- 
gulaires, on  donne  la  cubique  dont  l'équation  est 

(x*H-j^*)x  =  a'. 

Montrer  que  par  les  quatre  points  d'intersection  (à  distance 
finie)  de  cette  cubique  et  d'un  cercle  on  peut  faire  passer  une 
conique.  Trouver  les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour 
que  cette  conique  soit  bitangente  au  cercle. 

Montrer  que  les  cercles  bitangents  à  la  cubique  se  distri- 
buent en  quatre  familles  distinctes  (deux  réelles  et  deux  ima- 
ginaires) et  que  les  cordes  de  contact  sont,  soit  parallèles  à 
une  asymptote,  soit  concourantes  en  un  des  trois  points  de  la 
courbe  situés  sur  Taxe  des  x. 

Étudier  le  lieu  des  centres  et  le  lieu  des  milieux  des  cordes 
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de  contact  des  cercles  qui  touchent  la  cubique  en  deux  points 
réels. 

Montrer  que  les  points  de  contact  avec  la  cubique  de  deux 
cercles  bitangents  de  la  même  famille  sont  sur  un  même 
cercle. 

Par  un  point  arbitraire  Mo  de  la  cubique  passent  deux 
cercles  bitangents  réels  qui  touchent  respectivement  la  cubique 
en  deux  autres  points  M],  Mj;  calculer,  en  fonction  des  coor- 
données âTot^o  clu  point  Mo,  les  coordonnées  des  points  (autres 
que  les  points  de  contact)  où  les  tangentes  en  Mt,  Mt  ren- 
contrent la  cubique;  en  conclure  que  ces  tangentes  concourent 
en  un  point  de  la  courbe.  Comment  le  calcul  doit-il  être 
modifié  pour  les  cercles  imaginaires  bitangents  qui  passent 
par  le  point  Mo? 

iV.  B,  —  Il  est  inutile  de  reproduire  Ténoncé. 


OUESTIONS. 


1855.  /  étant  une  longueur  quelconque  donnée,  on  prend,  sur 
les  côtés  BC,  CA,  AB  d'un  triangle,  BA'=  CB'=  AC'=  /,  puis 
les  points  A',  B',  G',  isotomiqucs  de  A',  B',  C,  et  l'on  joint  de 
toutes  les  manières  possibles  les  neufs  points 

(A,..., A',..., A',...). 

Étudier  la  figure  formée.  Montrer  qu'elle  comporte  deux 
groupes  de  trois  triangles  triplement  homologiques  de  pre- 
mière  espèce  (c'est-à-dire  ayant  deux  à  deux  même  centre 
d'homologie),  deux  groupes  de  trois  triangles  triplement  ho- 
mologiques de  deuxième  espèce  (c'est-à-dire  ayant  deux  à 
deux  même  axe  d'homologie),  un  groupe  de  quatre  triangles 
quadruplement  homologiques  de  deuxième  espèce,  et  beau- 
coup d'autres  propriétés.  Déterminer,  quand  /  varie,  les  lieux 
de  points  et  enveloppes  de  droites  résultant  de  la  figure. 

(L.  RiPERT.) 

1856.  Lieu  des  centres  des  coniques  dont  on  connaît  le  centre 
de  courbure  en  un  point  donné,  ainsi  que  la  somme  des  carrés 
des  axes.  (E.  Duporcq.) 
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1857.  Etant  données  quatre  divisions  proportionnelles  por- 
tées par  quatre  droites  quelconques  de  Tespace,  on  considère 
les  tétraèdres  ayant  pour  sommets  les  points  homologues  de 
ces  divisions.  Si  deux  de  ces  tétraèdres  sont  semblables,  tous 
les  autres  sont  semblables  deux  à  deux. 

(E.  DCPORGQ.) 

1858.  On  considère  la  figure  plane  qui  est  la  projection  de 
la  figure  de  l'espace  formée  par  cinq  plans  A,  b,  c,d,e;  on  dé- 
signe par  {a,  b)  la  droite  qui  est  la  projection  de  l'intersection 
des  plans  a  et  b,  et  par  (A,  B)  le  point  qui  est  la  projection  de 
l'intersection  des  plans  autres  que  a  et  6.  Montrer  qu'il  existe 
une  conique  telle  que  chacune  des  dix  droites  de  la  figure  est 
la  polaire  du  point  correspondant. 

(G.  FONTENÉ.) 

1859.  Étant  donnés,  dans  un  plan,  un  cercle  C*  ayant  le 
centre  O  et  un  cercle-point  non  situé  sur  G*,  prenons  sur  le 
rayon  qui  unit  O  avec  le  point  variable  P  de  C*,  le  conjugué 
harmonique  de  P  par  rapport  au  cercle-point;  le  lieu  de  P'  est 
une  courbe  de  Jerabek;  construire  la  tangente  en  le  point  P', 
les  tangentes  en  le  point  double,  les  tangentes  doubles,  l'inter- 
section de  la  courbe  avec  une  droite. 

(V.  Rctali.) 

1860.  Par  l'inversion  quadrique  définie  avec  le  pôle  O  et  le 
cercle-point  V  (conique  des  points  unis),  un  cercle  ayant  le 
centre  V,  et  qui  ne  passe  par  O,  est  transformé  en  une  quar- 
tique  rationnelle  circulaire  à  point  tacnodal,  qui  est  ligne 
d'ombre  d'un  hélicoïde  gauche.  Construire  les  intersections 
de  la  courbe  avec  une  droite;  les  tangentes  en  le  point  double 
(qui  est  aussi  un  foyer  quadruple  de  la  courbe),  la  tangente  en 
un  point  quelconque,  et  les  deux  tangentes  doubles. 

(V.  Retali.) 

1861.  On  considère  une  ellipse  E  et  un  cercle  C  concentrique 
à  E.  Si  cette  ellipse,  entraînant  avec  elle  le  cercle  C,  se  déplace 
de  façon  à  être  constamment  tangente  à  une  droite  fixe  en  un 
point  donné,  les  courbes  engendrées  par  les  divers  points  du 
cercle  G  ont  toutes  même  aire. 

(E.-N.  Barisien.; 
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PRIX    POUR    UN    AN    (l2    NUMEROS)    ! 

Paris,  7  fr.  —  Départements  et  Union  postale,  8  fr.  50. 
Un  numéro  spécimen  est  envoyé  sur  demande. 


MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  eu  l'idée  de  mettre  en  rapport  scientifique  les 
niaihématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre,  l'Inter- 
Mfc;D[Aii\E  DES  MATHÉMATICIENS,  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel  n'admet 
d'autres  articles  que  des  questions  posées  par  les  mathématiciens  à  leurs 
rollésucs,  soit  pour  en  indiquer  l'intérêt  général,  soit  pour  les  besoins  de 
leurs  recherches  persontielles,  et  les  réponses  à  ces  questions,  La  Mathématique 
est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît  complètement  même  une  des 
liranches  et  qu'une  question  de  détail  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de 
f»remier  ordre,  si  ce  détail  sort  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis 
qu'elle  ne  serait  qu'un  jeu  pour  un  autre. 

Celte  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car,  dès  que  les  rédac- 
teurs se  sont  occupés  d'obtenir  dans  leurs  relations  les  questions  qui  forme- 
raient les  premiers  numéros,  et  de  les  communiquer  autour  d'eux,  pour  avoir 
/juelques  réponses  dès  l'orisine,  iU  ont  trouvé  un  accueil  qui  a  dépassé  leurs 
o-ipérances  les  plus  optimistes;  sa  liste  des  correspondants  elïectifs  du  journal, 
liste  déjà  longue,  comprend  les  noms  de  membres  de  l'Institut,  et  d'un 
grand  nombre  de  géomètres  connus,  nièlés  à  bcaucoiip  d'autres  moins  envue, 
CdV  le  but  et  l'essence  même  de  V Intermédiaire  des  mathématiciens  ^sl 
d'être  utile  à  tous  ceux  qui  cultivent  la  Mathématique.  L'idée  était  si  nou- 
velle que  les  rédacteurs  de  VIntcrmédii:ire  n'ont  dû  viser  que  des  débuis 
1res  modestes,  puisque  le  prix  annuel  de  ('abonnement  n'est  que  de  7  francs 
pour  Paris,  8  fr.  5o    pour  la   province  et  les  pays    de  l'Union    postale. 

On  peut  adresser  les  questions  et  communications  soit  à  iM.  Laisant,  if)2, 
avenue  Victor-Hugo,  soit  à  M.  Lenioine,32,  avenue  du  Maine,  soit  chez  l'é- 
diteur. 

Chacune  des  année?  préc 'dentés  se  vend 7  fr. 
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problèines  sdr  les  normales  aux  courbes  planes, 
courbes  dans  lesquelles  la  somme  n  +  n'  est 
constantes- 
Pau  M.  EDOUARD  GOLLIGNON. 


En  un  point  M  d*uiie  courbe  AB  on  mène  la  normale 
MN,  quî  coupe  en  N  Taxe  O x,  et  en  N'  Taxe  Oy^  per- 
pendiculaire à  Ox.  Nous  appellerons  N  et  N'  les  lon- 
gueurs MN,  MN',  que  Ton  peut  regarder  comme  les 
deux  normales  finies  de  la  courbe  rapportée  aux  axes 
rectangulaires  Ox,  Oy. 

On  propose  de  déterminer  la  courbe  AB  de  telle  sorte 

qu'il  y  ait  une  relation  donnée  entre  les  deux  normales 

N  et  N\ 

ç(N,N'):^o. 

Soit  a  l'angle  que  fait  la  tangente  MR  à  la  courbe 
avec  Taxe  Ox;  a  sera  aussi  Tangle  MN'O  que  fait  la 
normale  avec  l'axe  Oy  pris  dans  le  sens  YO  5  et  si  x  et  ^ 
représentent  les  coordonnées  0P=  MF,  MP  du  point  M, 
on  aura 

cosa  sinot 

Soîl  p  =  -^  =  tanga.  On  eu  déduit 

P  ï 

Sin  a   =^ nnan  —    


et  Téquation  différentielle  de  la  courbe  sera 

Ann.  de  .ffathémat.,  3"  série, t.  XIX.  (Octobre  1900.)  28 
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p  tient  la  place  de  -^*  L*intégratiou  de  celte  équation 

ne  pourra  se  faire  que  lorsque  la  fonction  <p  sera  déter- 
minée. Nous  examinerons  ici  le  cas  où  elle  se  réduit 
à  la  somme  ou  à  la  différence  des  deux  quantités  N  etIN', 
ce  qui  revient  à  poser 

N±:N'=  const. 

Soit  donc  N  +  1N'=  «,  en  appelant  a  la  somme  algé- 
brique des  deux  quantités  N  et  N'. 

La  droite  P4N',  formée  de  deux  normales  placées  bout 
à  bout,  sera  une  droite  de  longueur  constante  a^  dont 
les  extrémités  glissent  respectivement  sur  les  axes  Ox 
et  Oy.  Les  courbes  cherchées  sont  les  trajectoires  or- 
thogonales de  ces  droites,  c'est-à-dire  les  développantes 
de  la  courbe  que  la  droite  mobile  enveloppe  dans  sou 
mouvement. 

On  obtient  facilement  Téquation  de  ces  courbes  en 
employant  les  coordonnées  podaires.  De  Torigine  O 
abaissons  OR  perpendiculaire  sur  la  tangente  MR  à  la 
courbe  cherchée,  normale  à  NN'.  Nous  poserons  OR  =  /*, 
et  angle  y  OR  =  a. 

Pour  obtenir  toutes  les  positions  de  la  droite  N^f'dans 

Tangle^Ox  il  suffît  de  faire  varier  a  de  o  à  -•  A  la  va- 
leur a  .=0  correspond  la  position  de  la  droite  mobile 
relevée  le  long  de  Taxe  Oy\  à  a  =  -,  la  position  de  la 
droite  couchée  sur  Taxe  Ox. 

Dans  ce  système  de  coordonné(^s  la  longueur  RM  de 
la  tangente  comprise  entre  le  pied  de  la  perpendicu- 
laire OR  et  le  point  de   contact  M  est  égale  en  valeur 

,    ,    dr 
absolue  à  la  dérivée  ^-  L'inspection  de  la  figure  montre 

que,   lorsqu'on  fait  varier  a  de  o  à-'»   r  diminue,   de 
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dr 


sorte  que  -r-  est  négatif.  Ou  doit  donc  poser 


dd 


L'angle  a  se  retrouve  d'ailleurs  en  ON'N  et  en  HON, 

Fig.  I. 
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si  l'on   mène  OH  parallèle  à  RM  par  Torigine.  On  a 

donc 

RM  =  OH  =  ON  cosa  =  a  sina  cosa, 

et  Téquation  podaire  différentielle  de  la  courbe  est 

dr 

-7-  =  —  a  sin  a  cosa. 

dcL 

Il  vient  en  intégrant,  et  en  appelant  C  une  constante 

arbitraire, 

r  =  G  —  1  a  sin*  a. 

Si  dans  cette  équation  on  fait  a  =  o,  ce  qui  suppose  la 
droite  mobile  relevée  en  OG  le  long  de  Oy,  on  a  r=  C. 
La  constanie  C  est  donc  l'ordonnée  du  point  K  qui  forme 
sur  l'axe  Oy  le  point  de  départ  de  la  courbe.  On  a,  en 
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dr 
effet,   pour  ce  point  r  =  C,  a=o,  ^=o;  la  courbe 


est  normale  en  K  à  l'axe  Oy, 

La  constante  C  peut  recevoir,  d'ailleurs,  toutes  les 
valeurs  positives  ou  négatives.  Mais  nous  nous  occupe- 
rons principalement  ici  des  valeurs  de  C  qui  correspon- 
dent à  l'addition  effective  des  deux  segments  NM,  MK' 
pour  former  la  somme  a.  Il  en  sera  ainsi  si  le  point  K 
tombe  entre  l'origine  O  et  le  point  G,  extrémité  de  la 
droite  NN'  relevée  sur  O^^  il  faut  et  il  suffit,  par  con- 
séquent, que  la  constante  C  soit  positive  et  moindre 
que  a. 

On  aura,  en  projetant  le  contour  ORM  sur  les  axes, 
les  coordonnées  x  et  y  rapportées  aux  axes  rectangu- 
laires Ox,  Oy.  Il  vient 

x=  OP  =  asin«cos*a  —  r  sina  =  (a  —  C)  sina  — la  sîn'a, 
y  =  PM  =  asin'acosa  -4-  rcosa  =  (  — h  C)  cosa— çocos'a. 

L'élimination  de  Tangle  a  entre  ces  deux  équations 
conduirait  k  Téquation  cartésienne  de  la  courbe. 

Sans  former  cette  équation,  nous  pouvons  voir  entre 
quelles  limites  la  courbe  reste  comprise. 

I®  Considérons  d'abord  le  rayon  vecteur  r. 

La  dérivée  -j-  s*annule  pour  sin  a  =  o  et  pour  cos  a  =  o, 

c'est-à-dire  pour  a  =  o  et  pour  a  =  -;  r  varie  entre  les 

limites  C  et  C —  ^  a;  elles  sont  toutes  deux  positives, 

si  C  est  positif  et  supérieur  à  -•  Lorsque,  au  contraire, 

C,  supposé  compris  entre  o  et  a,  est  moindre  que^rt, 
/•  change  de  signe,  et  prend  la  valeur  o  lorsqu'on  a 


sina  =  4/  — -< 
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a**  Les  limites  de  a:  correspondent  de  même  à  ^  =  o, 
c^est-à-dire  à  la  valeur  de  a  fournie  par  réquatiuu 
(a  — •  C)  cosa  —  -J  a  sin*a  cosa  =  o, 

ce  qui  entraîne  les  relations 

.  /2(a  — G) 

cos  a  =  o        ou        sin  a  =  4  /         _ 

V  ^^ 

La  première  donne 

«  =  -»         x=^\a — C,        j^  =  o. 


La  seconde  fournit  une  valeur  réelle  de  T angle  a,  si  C 
est  positif  et  moindre  que  a.  Nous  verrons  tout  à  l'heure 
que  cette  valeur  de  Tangle  a  correspond  au  point  de  re- 
broussemeut  de  la  courbe.  On  a  alors 


-C) 


'^-C-î«       3a        =—3—' 


.^     /(aH-aC)» 

V      27a 


L*abscisse  x  devient  nulle  pour  a  =  o,  j^  =  C,  /*=  C, 
et  elle  devient  nulle  aussi  lorsqu'on  a 

2(a-C) 


sinSa=: 


relation  qui  définit  une  valeur  réelle  de  Tangle  a  lorsque 
C  est  >  -  et  <  a.  La  valeur  correspondante  de  y  est 


égale  à  5  \/a(2  C  — a).  Ce  sont  les  coordonnées  du  point 
double  de  la  courbe  sur  Taxe  Oy, 
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3*^  Les  limites  d^  y  sont  fournies  par  l*équalion 

•J-  es —  /  -  -H  C)  sina  -t- f  acos'asina  =  o, 

c'est-à-dire  par 

sinac=o,         a  =  o,        a?  =  o,        jr  =  C; 

et  par  la  valeur  de  cosa  fournie  par  l'équation 


Pour  que  Tangle  a  soit  réel,  il  faut  et  il  suflGt  que 

Ton  ait 

a-haG<3a        ou        C  <  a, 

condition  que  nous  supposons  remplie.  On  en  déduit 
pour  le  point  correspondant 

[{(a-or 

'-     ra     ' 

(a-+-2G)« 

y  =   ■ 

3v/3a 

Cherchons  les  points  pour  lesquels  j"  =  o .  lis  seront 
donnés  par  les  équations 

cosa=o         el  (  - -hC  j  =  {a  cos'a, 

ou  bien 

^7C 


cosa  : 


'[/^ 


Si  Ton  prend  C  entre  o  et  a,  cette  dernière  équation  ne 
définît  qu  un  angle  imaginaire.il  faudrait,  pour  trouver 

un  angle  réel,  qu'on  eût  C  négatif  et  inférieur  à  —  -• 

Le  rayon  de  courbure  p  en  un  point  M  quelconque  est 
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donné,  en  coordonnées  podaires,  par  l'équation 

Si  on  Inappliqué  k  l'équation  de  la  courbe, 

r  =  C  — \a  sin'a, 
il  vient  d'abord 

-rr  =  — rt  C0S2Œ, 
flot* 

puis 

p  =  G  —  I  a  sin*a  —  a  cos  2a 

=  C  — a-h  Jasin*a 

=  — [{a  — G)  — f  asin*a]. 

L'analjrse  attribue  ici  un  certain  signe  au  rayon  de 
courbure  et  c'est  le  signe  — ,  lorsque  la  somme 
C  -|-  |a  sin^a  est  inférieure  à  a. 

Si  Ton  adopte  ce  signe  et  qu'on  prenne  aussi  r  avec  le 
signe  que  lui  assigne  l'équation  r  =  C  —  ^asin^a,  on 
obtient  l'équation  suivante 

p-4-3r  =  4G  —  a, 

de  sorte  que  la  somme  algébrique  du  rayon  de  courbure 
et  du  triple  du  rayon  podaire  est  constante  tout  le  long 
de  la  courbe. 

La  valeur  absolue  du  rayon  de  courbure  au  point  M 
est  donnée  sur  la  figure.  Achevons  le  rectangle  ONSN'. 
Le  point  S,  sommet  de  ce  rectangle,  est  le  centre  instan- 
tané de  la  droite  NN' quand  ses  extrémités  glissent  simul- 
tanément sur  les  deux  axes  ;  et  si  l'on  abaisse  de  ce  point 
la  perpendiculaire  SF  sur  la  droite,  on  aura  en  F  le 
point  où  la  droite  mobile  touche  son  enveloppe.  La  lon- 
gueur FM,  comprise  entre  le  point  de  contact  F  et  la  déve- 
loppante MR  de  l'enveloppe,  est  le  rayon  de  courbure  de 
la  développante,  ou  de  la  courbe  cherchée.  Or  on  a 

FM  =  FH  -  HM  =  Fli  -  OR  =  a  -  G  —  I  a  sin»a. 
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Le  rayon  de  courbure  p  change  de  signe  en  passant 
par  zéro  lorsqu'on  a 

|a  sin*a  =  a  —  C 


ou 


sina 


,  A(a-C) 


Soil  ao  cet  angle  particulier,  qui  correspond  au  cas 
où  les  points  F  et  M  coïncident.  Si  Ton  n'attribue  à  C 
que  des  valeurs  comprises  entre  o  et  a,  la  valeur  de  a^ 
sera  toujours  réelle.  Elle  correspond  aux  points  de  re- 
broussement  de  la  courbe. 

Il  résulte  de  là  que,  si  l'on  détermine  les  coordonnées 
de  la  courbe  qui  correspondent  à  a  =  ao,  on  aura  en 
même  temps  les  coordonnées  de  Tenveloppe  GG'  et  l'élî- 

Fig.  a. 


miuation  de  G  entre  les  deux  équations  qui  les  fout  con- 
naître conduira  à  Téquation  de  l'enveloppe  elle-même. 
En  coordonnées  podaires,  la  courbe-enveloppe  GG' 
de  la  droite  JNN'  a  pour  équation 


r  =  asinacosa, 


r^  étant  le  rayon  vecteur  OH  et  a  Tangle  HOX. 
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Les  courbes  cherchées  affectent  les  formes  Km/, 
¥Jm!l\  ...,  VJ^niFF.  Deux  d'entre  elles  passent  par 
l'origine^  Tune  de  ses  courbes  correspond  à  C=  jû,  ce 

qui  donne,  avec  a=r  - , 

dr 

^  =  o»      y  =  o. 
Cette  courbe  touche  en  O  Taxe  Oy, 
Fig.  3. 


L'autre  courbe  correspond  à  C  =  o  avec  a  =:  o,  ce  qui 
donne  à  la  fois 


r  =  o, 


dr 


a?  =  o, 


y==o. 


Elle  touche  en  O  Taxe  Ox, 

Pour  obtenir  la  valeur  de  l'arc  de  la  courbe,  il  faudrait 
intégrer  la  fonction  p  rfa,  en  ayant  soin  de  prendre  p  en 
valeur  absolue. 

Les  courbes  obtenues  sont  symétriques,  non  seule- 
ment par  rapport  aux  axes  Ox,  O^,  maïs  encore  par 
rapport  à  leurs  bissectrices.  Si  l'on  donne  à  C  des  va- 
leurs réelles  quelconques  en  dehors  des  limites  o  et  a 
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OÙ  nous  l'avons  considérée,  on  obtienl  d'aulres  courbes 
qui  sont  représentées  par  les  mêmes  équations;  elles  ne 
rencontrent  plus  la  courbe-enveloppe,  et  pour  elles  c'est 
la  différence,  et  non  la  somme  des  normales,  qui  reste 
constante. 

Pour  une  très  grande  valeur  de  C,  la  courbe  cherchée 

Fig.  4. 


G'-» 


se  rapproche  indéfiniment  d'une  circonférence  décrite 
du  point  O  comme  centre  avec  C  pour  rayon.  Les  équa- 
tions qui  font  connaître  j:  et  ^  se  réduisent,  en  effet, 
à  la  forme  approximative 

rr  =  —  C  sina, 
y  =      Gcosa, 

ce  qui  conduit  à  l'équation  du  cercle  x^  -hj'  =  C*. 

L'hypoihèse  revient,  en  effet,  à  réduire  la  longueurs 
à  une  valeur  infiniment  petite  ;  les  normales  de  la  courbe 
cherchée  passent  alors  sensiblement  par  le  point  fixe  O, 
et  elles  sont  sensiblement  égales,  puisque  leur  diffé- 
rence est  constante  et  égale  à  a,  quantité  supposée  né- 
gligeable. On  retrouve  donc  le  cercle  comme  limite  des 
courbes  pour  a  infiniment  petit,  ou  C  infiniment  grand. 
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[F4] 

SUR  L'IKTÉGRALE  D'EDLER  ET  L'ADDITION 
DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE; 

Pab  m.  E.  IAGGI. 


Il  s'agit,  dans  cette  Note,  de  l'intégration  de  l'équatiou 
dx       dy 

OÙ 

Depuis  qu'EuIer  en  a  donné,  sans  dcmonsi ration,  Tin- 
légrale  générale,  il  en  a  été  fait  de  nombreuses  démon- 
strations; on  connaît  notamment  celle  de  Clebsch  (*), 
où  entrent  des  considérations  géométriques,  et  ladémon- 
stratîou  plus  analytique  de  M.  Darboux  (^).  La  méthode 
analytique  suivante  emploie  des  calculs  analogues  n  ceux 
de  la  méthode  de  M.  Darboux,  mais  procède  d*un  rai- 
sonnement plus  direct  et  plus  intuitif,  par  conséquent 
préférable  au  point  de  vue  de  renseignement. 

L'équation  (i)  s'écrit 

(a)  Ly  dx -^  ^  dy  =1  o. 

Le  premier  membre  de  cette  équation  est  Tensemble 
de  deux  termes  de  la  différentielle  de  la  fonction 

X  ^y  -\-y  Aj?, 


(  *  )  Clebsch,  Traité  de  Géométrie. 

(')  Darboux,  Sur  une  classe  de  courbes  du  quatrième  ordre  et 
l'addition  des  fonctions  elliptiques  {Annales  de  V École  Normale 
supérieure t  i"  série,  t.  IV;  1867). 
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et  Ton  a  donc,  en  tenant  compte  de  l'équation  (2), 
(3)  d{x^jr-^jr^)  =  xd^y-hydh.x. 

Or,  on  peut  calculer  cette  expression  -,  on  a 

et  par  conséquent 

d^r=— -^ ^ydy, 

d'où 

d{x ^y  +  y  ^x)=  X dXjr  ^ y  dXx 

et,  en  tenant  compte  de  Téquatîon  (i), 

/x^dx       y^dy\ 

(5)  d(x^y-^y\y)  =  ^k^xyi^-^-^--^j' 

Le  second  membre  de  celte  équation  différentielle 
n'est  pas  sous  forme  întégrable;  on  ne  pourrait  Vj 
mettre  qu'avec  l'aide  de  la  relation  entre  x  et  y  que 
justement  nous  cherchons  ;  mais  observons  que  l'on  peut 
obtenir  une  expression  de  la  fonction  dont  le  premier 
membre  est  la  différentielle  :  les  formules  (4)  donnent 

en  effet 

a;t  tiy^  —  y^  Aa?«  =  (a?«— ^«)(i  — A:*^?^*)» 
d'où 

(6)  x^y-^y^x^^ ZJ1_.-JL1. 

En  divisant  membre  à  membre  (5)  et  (6),  on  a  alors 

j/    *         4  X     ^^^^y(-T—  -^  ^K  ^){ix:^y  —  y^) 

dix^y-^y^x)  _  -^  \    Aar ^J^    / 

x^y'^ylx     ~~  (a?' — ^')(i  —  k^x^y^) 
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En  eiTecluanl  le  produit  des  deux  derniers  facteurs  du 
numérateur  de  celte  expression,  on  voit  que  ce  produit 
se  met,  grâce  à  l'équation  (i),  sous  la  forme 

(^î— -  a?*)  (a?  dy  -^y  dx). 


etr 


on  a 

d{xLy-^y^)  _^  — '}.k^xy{xdy -\-y  dx) 
X  Ly  -hy  Ax     ""  1  —  k^x^y* 

Les  deux  membres  sont  maintenant,  d'une  manière 
explicite,  sous  forme  de  différentielle  exacte,  et  Ton 
obtient  sans  difficulté  Pintégrale  générale  avec  une  con- 
stante arbitraire  c 

X \y  -^y  ^  _ 
^^^  i-k^x^y^   ~  ""• 

De  là  ou  tire,  comme  on  sait,  la  formule  d'addition 
de  snz. 

Si  Ton  considère  les  deux  fonctions 

ii  =  sna?=  >         ^=Â — =sn(KH-a:)=  ^ 


/keix)  "  dna?  "^  "  y/kQtix) 

qui  sont  déterminées  par  Tinversion  des  intégrales  (*) 

on  voit  que 

,         du  dv 

Au  Av 

La  relation  différentielle 

du      dv 
Att       Ap 

permet  de  trouver  directement  la  relation  en  termes 


(*)  Sur  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  {Nouvelles 
Annales.  iSf^S). 
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finis  qui  lie  u  et  9.  L'intégrale  générale  de  Téquatiou 
précédente  est  en  effet,  d'après  ce  qui  précède, 

or,  en  supposant  x  =  o,  on  a 

«    A 

Uq=  Of  Vo=  l. 

Il  s'ensuit 

c  =  I  - 

et  par  conséquent 

(9)  w  Ai^ -H  p  Am  =  I  —  A:*«*i>*. 

Telle  est  la  relation  qui  lie^'^i(x)  et  i'{x).  Mais  on 
peut  l'avoir  sous  forme  rationnelle  d'une  manière  plus 
simple  qu'en  rendant  rationnelle  la  précédente  :  l'équa- 
tion (6)  s'écrit  maintenant 

et  par  conséquent,  en  tenant  compte  de  (9), 

(10)  wAp  —  pAw  =  w«— p», 

(9)  et  (10)  donnent  alors 

2  M  Ap  =  a'  —  p'  -i-  I  —  A:'  w'  p', 

2  p  Aw  =  p*  —  m'  H-  I  —  A'  m'  p* 
ou 


I  —  v^  —  2 ei  \/ 1  —  w*  /i  —  A^p*  -+-  a' ( I  —  A* p'  )  =  o, 


1  —  u*—  2P  /i  —  a*  /i  —  A*M»-hP*(i  —  A:* a*)  =  o, 

c'est-à-dire 

(/i  — P«  —  w  /i  — A:«p«  )*  =  o, 

d'où  les  deux  formules 


(>■)  «  =  v/7btSî'        ''  =  \/t=T^^' 
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qui  se  résument  dans  la  relalion 

Dans  les  deux  formules  précédentes,  il  n^y  a  aucune 
ambiguïté  sur  les  lignes  des  radicaux.  La  manière  dont 
nous  les  avons  trouvées  montre  que  u  et  i^  sont  de  mêmes 
signes  que  \v  et  Az^,  tant  qu^il  s'agît  de  variables  réelles 

Les  calculs  précédents  donnent  d'ailleurs  sans  ambi- 
guïté de  signes 

2t?a!p=  IV  \u  =  %  —  1**4-  i'*(i  —  A» a»)  =  2(1  —  m'), 

—  2  UV'jc  =  1U  IV  =  l-*-  i>^-h  U^{l  —  A*  i'*  )  =  2(  1  —  p'  ), 

d'où 

I  —  M*  ,  t  —  V^ 


U'  = 


formules  identiques  à  celles  qu'on  pourrait  écrire  pour 
les  (onctions  circulaires 


c  =  cosa?. 


Au  moyen  de  la  relation  (i  2),  ces  formules  se  mettent 
encore  sous  d'autres  formes  rationnelles 

^  V  ^  I  — A«PÎ 

Les  dernières  expressions  de  u'  et  de  |/  montrent 
que,  comme  pour  les  fonctions  circulaires,  zi'  s'exprime 
rationnellement  en  i^  seule,  v'  s'expiime  rationnellement 
en  u  seule. 

Formons  encore  au  moyen  de  l'intégrale  d'Euler  lea 
expressions  de  u^x-^-y)  et  de  ^'(x+jk)  que  nous 
avons  indiquées  dans  une  Note  précédente  {loc,  cit,). 
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Changeant  x  en  H{x)y  y  en  a(j  )  dans  la  formule  (7), 
cette  formule  donne,  comme  on  sait, 

(l4)  a(;p-4-^)  = 


»X  **Y  "^"  •*!'  •*X 


Si  dans  cette  formule  on  remplace  u!^  et  u'  par  les 
valeurs  données  par  la  formule 

m'=p(i-A:«m«), 
puis  par  les  valeurs  données  par  la  formule 

M   =   f 

on  a 

i'xVyii-'k^uiu^.) 

Ces  formules  peuvent  être  simplifiées  de  deux  ma- 
nières : 

I®  En  multipliant  les  deux  termes  de  la  deuxième 
formule  par  k^UxUy  et  les  ajoutant  aux  termes  corres- 
pondants de  la  première; 

a^  En  multipliant  les  deux  termes  de  la  première 
formule  par  u^Uy  et  les  ajoutant  aux  termes  correspon- 
dants de  la  deuxième. 

Dans  les  deux  cas,  le  facteur  (1  —  k'^u^ii^)  disparaît, 
et  Ton  a  les  formules  rationnelles 

(.5)       uix-^y)=     "-;'^+"r'>x     ^u...+  u,., 

^      ^  ^  "^  '  \-\-k^UxVxU'y^y  ^x^y-^^x^y 

On  peut  passer  de  ces  formules  à  celles  de  v(^x  -+- J'), 
en  changeant  x  en  j:  +  K.  Mais  Tintégrale  d'Euler  peut 
donner  également  ces  formules.  On  a  en  effet 

,  dVx  j  duy 

—    ^VX  ^Uy 
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et  en 

supposant  X -h y 

tons  ta  lit 

duy  _ 

LUy 

o 

Cette  équation  ue  diflere  de  (i)  que  par  le  changement 
de  X  en  Vxy  y  en  — Uy,  L'intégrale  d'Euler  (7)  donne 
donc,  par  les  mêmes  changements, 

Vx  ^Uy  —   Uy  APx    ___ 

Si  l'on  fait  j'  =  o,  le  premier  membre  se  réduit  à  i^x> 
c,  qui  est  fonction  de  x  H-j^oude  \^{x  4- J"),  n'est  donc 
autre  que  i^{x  -hj)»  Nous  servant  alors  des  formules 

lUy=      Uy=Vy{i  —  Ar'aJ), 


puis  des  formules 


Uy   =      > 


^Vx  =  -^x^ 


I —  V 


Ux 


'9 


nous  obtenons,  en  opérant  comme  précédemment,  les 
formules  rationnelles 

(,6)       .(x+y)=  -!>-;>- "--"^     =  u^^.-u,.r, 

^       ^  ^  '^  '  l  —  k^UxUyVx^X  UxVy  —  VxVy 

On  peut  remarquer  l'analogie  des  formules  (i5) 
et  (16)  avec  les  formules  relatives  aux  fonctions  circu- 
laires. 

Les  numérateurs  des  premières  des  formules  (i5) 
et  (16)  sont  les  formules  d'addition 

t'(^H-r)=    ^xVy—UxUyy 

Ann,  de  Mathémat.,  3«  série,  t.  XIX.  (Octobre  1900.)  29 
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(les  fonctions  circulaires 


u,f  =  sin  ar, 
i;-  =  cosa?. 


Quant  arux  secondes  formules  (i5)  cl  (i6),  elles  sont 
identiques  aux  formules  d'addition  des  fonctions  circu- 
laires que  Ton  peut  écrire  ainsi 

it'x^.z-^UyÇy  _  siniFcosar-Hsinj^  cos^ 
UeUy'^v,rVy  "^  sîn  j;  sio^-h  C0S3?  cosy 

{{sinix -h  s'in^y)  .    ,  .         .  , 

cos(x — y)  ^       '^  '        ^       -^ '^ 

f^x^j: — f^y^y      sinorcosa?  —  9,\ny  cosy 
t^x^y—^xi^y^  sinarcosj' — sin/cosa? 

sin(a7  —y) 

Ceci  est  d'ailleurs  une  loi  générale  pour  les  formules 
relatives  aux  fonctions  elliptiques  net  i^:  toute  formule 
qui  ne  contient  pas  h  explicitement^  ou  dont  on  a  éli- 
miné  h  soit  au  moyen  de  Inéquation  (12),  soit  de  toute 
autre  manière,  est  identique  à  la  formule  correspon- 
dante des  fonctions  circulaires.  En  effet ,  les  fonctions 
jelliptiques  u  et  (^  se  réduisant,  lorsque  l'on  fait  /r  =  o, 
aux  fonctions  circulaires  sinx  et  cosor,  les  formules 
relatives  aux  fonctions  elliptiques  u  et  v  doivent  donc 
se  réduire,  lorsqu'on  annule  Ar,  aux  formules  relatives 
aux  fonctions  circulaires;  si  donc  ces  formules  ne  con- 
tiennent pas  explicitement  Ar,  elles  sont  identiques  aux 
formules  correspondantes  des  fonctions  circulaires.  Ceci 
montre  combien  serait  méthodique  et  simple  une  théorie 
des  fonctions  elliptiques  faite  en  prenant  pour  éléments 
les  fonctions  u  et  v. 
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[M'Se][M«2e] 

SUR  L4  SYMÉTRIE  DE  DEUX  FIGURES  ALGÉBRIQUES 
PAR  RAPPORT  A  UN  POINT; 

Pab  m.  s.  mangeot, 

Docleur  es  Sciences. 


La  multiplication  et  la  division  sont  les  seules  opéra- 
lions  d'Algèbre  qu'il  y  ait  à  eflTecluer  pour  résoudre  le 
problème  de  la  recherche  des  centres  dans  les  figures  ou 
systèmes  des  deux  figures  algébriques  définis  analyti- 
quement. 

J'ai  déjà  traité  ici  (')  une  partie  de  ce  problème, 
celle  qui  a  pour  objet  la  détermination  des  centres  des 
courbes  planes  ou  des  surfaces.  Je  ne  reviendrai  pas  sur 
cette  question,  renvoyant  le  lecteur  à  la  solution  que 
j'en  ai  donnée.  Cette  solution,  que  j'ai  pu  formuler  par 
des  règles,  n'exige  pas  d'autres  calculs  d'Algèbre  que 
des  multiplications  de  polynômes  entiers  (^).  Les  autres 
cas  du  problème,  qui  font  l'objet  de  la  présente  Note, 
se  ramèneront  à  celui-ci  et  pourront  être  complètement 
résolus  par  des  multiplications  et  des  divisions  algé- 
briques (*). 

La  question  à  traiter  est  la  suivante  : 

Etant  données,  par  des  équations  cartésiennes  en- 


(»)  Mai  1898. 

(')  Les  produits  à  calculer  ne  sont  même  lous  que  des  puissances 
de  fonctions  linéaires  de  trois  variables  au  plus. 

(^)  Les  éliminations  sont  évitées  dans  tous  les  cas.  On  n'a  pas  non 
plus  d^équations  à  résoudre  (sauf  peut-être  un  système  de  trois 
équations  du  premier  degré  à  trois  inconnues). 
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tières,  deux  courbes  planes,  ou  deux  sur/aces,  ou  deux 
courbes  gauches  qui  peui^enl  être  confondues,  trouver 
s'il  existe  un  point  to  par  rapport  auquel  les  deux 
figures  soient  symétriques  Vune  de  l^autre,  et  déter^ 
miner  la  position  de  ce  point. 

Les  coordonnées  courantes  étant  x,  y^  z,  je  dési- 
gnerai celles  du  point  w  par  Xq,  y^i  Zq  :  les  axes  de  coor- 
données sont  rectangulaires  ou  obliques. 

Dans  ce  qui  va  suivre,  j'emploierai  deux  notations 
dont  je  donne  dçs  à  présent  la  définition.  Si  une  lettre 
affectée  d'indice,  telle  que  /r»  désigne  un  poljnome 
entier  en  x^y^  z,  la  notation  f^r  représentera  l'expres- 
sion obtenue  en  remplaçant  dans  ce  polynôme  x^  y^  z 
par  2X0  —  Jf,  '2yo  — y^  az©  —  z.  Toute  notation  de  la 
forme  (P),  si  P  esi  un  symbole  désignant  un  polynon^e 
entier  en  JC,  y,  Zj  sera  censée  représenter  la  somme  des 
termes  de  ce  polynôme  dont  le  degré  est  le  plus  élevé. 

Cas  de  deux  courbes  planes  ou  de  deux  surfaces. 

Soient  /i  (a:,y,  z)  =  o,  0|  {x^y^  z)  =  o  deux  équa- 
tions entières  entre  or,  y^  5,  de  même  degré  m.  Pour 
que  les  deux  surfaces  S,  S'  qu'elles  représentent  soient 
symétriques  l'une  de  l'autre  par  rapport. à  un  point 
ii>(j:o,jKo>  ^o)j  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  identi- 
quement 

On  déduit  de  là  cette  relation 

et  si  Ton  remarque  que  Tune  des  deux  déterminations 
de  son  premier  membre  a  un  degré  de  parité  contraire  à 


(  453  ) 
celle  de  m    la  forme  que  présente  ce  premier  membre 
donne  ce  ihéorème  : 

Pour  que  les  deux  sur/aces  S,  S'  soient  symétriques 
Vune  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  o>,  il  est  néces- 
saire, et  il  sujjît  aussi,  que  les  termes  du  zn'*'"*^  degré 
de  fi  soient  égaux  à  ceux  du  m^^"^^  degré  de  ff^  à  un 
facteur  près  k;  que  le  polynôme  Acp, — f  ait  son 
degré  de  parité  contraire  à  celle  de  m;  et  que  les  deux 
surfaces  représentées  par  les  équations 

(i)  ^*oi-+-/i  =  o,        Aoi— /,  =  0 

aient  un  centre  commun  {xq^  yo,  z^).  Ce  point  coïncide 
a\fec  le  point  w  (  ^  ). 

La  condition  visv  sufïisante,  parce  qu'en  posant 

k^\  +  fx—1Uu  A<pi— /,  =  21»,, 

on  a 

et,  par  suite,  ri|  et  v^  ayant  leurs  degrés  de  parités  dif- 
férentes. 

Le  théorème  précédent  s'applique  à  deux  courbes 
planes  du  m"'"*^  ordre,  C,  C,  ayant  pour  équations  en- 
tières f\{X'^j)  =  o,  ©,(a?,jK)  =  Oî  si  Ton  remplace 
dans  son  énoncé  le  mot  surfaces  par  le  mot  courbes  ; 
ici,  le  point  w  a  pour  coordonnées  Xq, /o* 

En  définitive,  on  voit  que  les  points  ù>  relatifs  aux 
deux  surfaces  S,  S',  ou  aux  deux  courbes  C,  C,  ne  sont 
pas  autre  chose  que  les  centres  communs  que  peuvent 


(')  Les  deux  équations  (i)  sont,  la  première  de  degré  m,  la  se- 
conde de  degré  inférieur  à  m.  On  regarde  une  surface  (ou  une  courbe 
plane)  rejetée  à  Tinfini  ou  indélcrminée,  comme  ayant  pour  centre 
un  point  quelconque  de  Tespace  (ou  du  plan  de  la  courbe). 
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avoir  les  deux  surfaces  ou  les  deux  courbes  planes, 
représentées  par   les  équations   (i),   dont  les  degrés 
doivent  toutefois  avoir  des  parités  différentes. 

Cas   de   deux   couubes   gauches   définies 

PAU  QUATRE  équations  DE  MEME  DEGRÉ. 

Soient  F  Tinterseclion  de  deux  surfaces  ayant  pour 
équations 

/i(^.r»  ^)  =  o»      M^^y,  -s)  =  o, 

et  4>  Tintersection  de  deux  surfaces  représentées  par  les 
équations 

?i(^7 J^»  -2)  =  O»         ?i(^.r^  5)  =  O. 

les  quatre  équations  étant  supposées  entières  et  de  même 
degré  m. 

Pour  que  les  deux  courbes  F  et  4>  soient  symétriques 
Tune  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  w(j:o,^oi  -^o)?  il 
faut  et  il  suffit  que  les  polynômes  yL|,yi2  soient  des 
fondions  linéaires  homogènes  des  polynômes  ^i,  Çs 
telles  que 

Les  identités  (2)  donnent 

.3.  (  (-0'«(/l)  =  «(?l)H-^^?î), 

i  (-i)'«(/2)  =  a'(?i)-+-ô'(?i). 

Il  y  a  lieu  de  distinguer  deux  cas,  que  je  vais  exa- 
miner séparément  : 

i"  Les  deux  fonctions  homogènes  (/i),  {f^)  ne  sont 
pas  proportionnelles.  —  Il  devra  en  être  de  même  des 
deux  fonctions  (çi),  (©2)»  d'après  les  relations  (3),  et  il 

(  '  )  Los  équations  /_i=  o,  /_  3=  0  sont  celles  de  la  courbe  symé- 
trique de  F  par  rapport  à  w. 
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ne  pourra  pas  y  avoir  alors  plus  d'un  système  de  valeurs 
des  constantes  a,  6,  a',  6',  pour  lesquelles  ces  relations 
soient  vérifiées  identiquement. 

Prenons  à  volonté,  dans  le  polynôme  0|,  deux  termes 
du  m**"*  degré,  kxPyiz^y  AlxP'yi'z'^'  tels  que, 
si  ^xPy^z^  et  h' xP' y^' z'^  sont  les  termes  semblables 
de  cp2,  la  constante  ÂB' — BA'  soit  différente  de  zéro; 
et,  CxPy^z''^  iJxP'yi'  z^  désignant  les  termes  corres- 
pondants de/i,  et  X^xPy^z^^  D'xP'y^'z*^  ceux  de /a, 

posons 

CB'-BC  ^       AC'-CV 

a:  =  \-^, rrr:}  h  = 


ÂB'— BA''  ""  AB'-BA'* 

PB'— BD'  _  AD—  DA' 

AB'-BA''  ~  AB— BA'* 


Ce  seront  là  les  valeurs  que  doivent  avoir  les  con- 
stantes a,  b,  a! y  6',  multipliées  par  ( — i)'^.  L'addition 
de  ±:/i  ou  de  ±1/2  aux  deux  membres  des  identités  (2) 
conduit  alors  à  ce  théorème  : 

Quand  les  deux  polynômes  (/J)  et  {f^j  ne  sont  pas 
proportionnels ,  pour  que  les  deux  courbes  ¥  et  ^ 
soient  symétriques  Vune  de  l'autre  par  rapport  à  un 
point  (I),  il  est  nécessaire,  et  il  suffit  également,  que 
chacun  des  deux  polynômes 

ait  son  degré  inférieur  à  m  et  de  parité  contraire  à 
celle  de  m,  ou  soit  nul  identiquement,  et  que  les 
quatre  surfaces  représentées  par  les  équations 

(4)  ^®i-H^«Pî±/i  =  o,       A'çi-t- A'9,±:/i=o 

aient  un  centre  commun  (0*09^0»  ^o)-  Ce  point  coïncide 
avec  le  point  w. 

La  condition  est  suffisante,  parce  que  si  Ton  pose 
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on  a 

et  l'on  aura  de  même 

Les  points  o  relatifs  aux  deux  courbes  F  et  ^  sont 
donc  ici  les  centres  communs  que  peuvent  avoir  les 
quatre  surfaces  définies  par  les  équations  (4)*  les  deux 
polynômes  A-cp|-f-A«p2 — /i  ^*t  A*'©! -f- A'ça — f^  étant 
supposés  remplir  les  conditions  dant  il  vient  d*ètre 
parlé. 

2°  Les  deupc  polynômes  {f^)^  {f.^)  sont  proportion- 
nels, —  D'après  les  relations  (3),  les  quatre  poly- 
nômes (/i),  (/a),  (?i)î(?2)  doivent  être  les  mêmes  à  un 
facteur  près.  Multiplions  les  quatre  équations  données 
par  des  nombres  rendant  égaux  ces  quatre  polynômes, 
et  posons  alors 

on  aura,  en  vertu  des  identités  (3), 

(—!)''«=  a -h  6  =  «'-+-  b' 

et  les  deux  conditions  (2)  pourront  s'écrire 

(6)      /_,-.(— i)/noi=— 6*1,         /_,— (— ,)mç,=_ô'4,,. 

En  les  retranchant,  on  obtient  celle-ci  : 

qui  peut  remplacer  l'une  d'elles.  Elle  montre  que,  si 
Ton  considère  les  deux  surfaces  représentées  par  les 
deux  équations  connues 

Fi  =  o,        4>,-=o    (»), 

(•)  Ces  deux  équations,  de  degré  inférieur  à  m,  contiendront  cer- 
tainement les  variables. 
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ces  deux  surfaces  devront  être  de  même  ordre  et  symé- 
triques Tune  de  l'autre  par  rapport  au  point  ù>  Iui-mùme« 
Je  suis  donc  conduit  à  chercher  un  point  a>'  par  rapport 
auquel  ces  deux  surfaces  particulières  seraient  symé- 
triques l'une  de  Tautrc  :  c*est  le  problème  traité  plus 
haut.  Si  le  point  w'  n'existe  pas,  j'en  conclurai  qu'il  n'y 
a  pas  de  point  (o;  si  je  trouve  un  seul  point  co'  ayant 
pour  coordonnées  x'^y^  z\  ce  point  sera  un  point  (o  à 
la  condition  que  Texpression 

/i(ix'—x,  if --y,  2V— 5)-i-(— i)'«-^»Oi(ar,^,-5) 

soit  nulle  ou  proportionnelle  à  <I>,  (*);  et  il  n'y  aura 
pas  d'autre  point  eu  que  celui-ci.  Je  vais  examiner  main- 
tenant l'hypothèse  où  il  y  aurai  t  une  infinité  de  points  (o'  : 
le  lieu  de  ces  points  est  une  droite  connue  D,  ou  un  plan 
connu  P.  Si  le  point  w  existe,  il  doit  appartenir  à  ce 
lieu.  Faisons  une  transformation  de  coordonnées  eu 
prenant  D  pour  axe  des  z  dans  le  premier  cas,  et  P  pour 
plan  des  xy  dans  le  second  cas;  e(,  dans  les  deux  cas, 
conservons  les  notations  a:,  y^  ^^ /m /a*  ?i)  'fa  pour 
désigner  les  nouvelles  coordonnées  courantes  et  les 
transformées  des  quatre  fonctions  données.  L'un  au 
moins,  /,,  des  deux  polynômes  /i,  f^  n'étant  pas  sup- 
posé indépendant  des  variables  x,  j',  comme  aussi  l'un 
au  moins,  cpi,  des  polynômes  fi,  ^^y  soient 

/,  =  Uo(a7,7);î'«-t-Ui(ar.j^)^'«-»-l-..., 
?i  =  Vo(a:,^)^'«-h  V,(iF,7)z'«-ï-+-..., 

ces  deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  z. 

Actuellement,    les    deux    polynômes    F|=/f — f^r 


(')  Pour  calculer  cette  expressiou,  on  peut  prendre  indiiïérem- 
ment,  pour/,,  Tun  ou  l'autre  des  deux  polynômes  /i,/.,  et  pour  ©^ 
l'un  ou  l'autre  des  polynômes  9,,  9,. 
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4>4  =  «1  —  fa  sont,  dans  le  premier  cas,  des  fondions 
de  xet^  seulement,  et,  dans  le  second  cas,  des  fonc* 
lions  de  la  seule  variable  z. 

Supposons-nous  d'abord  placé  dans  le  premier  de  ces 
deux  cas,  et  écartons  pour  le  moment  Thjpo thèse  où  ^i 
ne  contiendrait  pas  la  variable  z.  La  seule  condition  à 
remplir  est  ici 

Uût(j:,^)  désignant  le  premier  des  polynômes  U©, 
Uj,  ...,  qui  n'est  pas  nul  de  lui-même,  écrivons  que  le 
terme  en  js»»-»-*  du  premier  membre  a  son  coefficient 
nul,  nous  avons  la  relation 

2(m  — a)<«oUa(--a:,  —  j^)  ^- Ua+i(— a?,  —y) 

-h(— i)«Va+i(a7,>')  =  o. 

Donc,  pour  que  le  point  (o  existe  ici,  il  faut  et  il  suffit 
que  la  fraction  finie 

(-i)«^'Va4-i(:r,j/)-U«^,(~3r,  -^y) 
2(//i  —  a)Ua(— ^,.— ^) 

ait  une  valeur  constante  c,  et  que  le  polynôme 

/i(—  X,  —y,  2C  —  ^)  -t-  (— i)'«-+-i  ©1  (07,  jr,  z) 

soit  nul  ou  proportionnel  à  ^|.  Le  point  o),  unique,  est 
le  point  du  nouvel  axe  des  z^  D,  dont  la  cote  est 
égale  à  c. 

Si  ft  était  indépendant  de  2,  il  devrait  en  être  de 
même  de  chacune  des  fonctions  ^21  fi?  ?2  d'après  les 
relations  (5)  et  (6)  :  les  deux  figures  F,  4>  seraient 
composées  de  droites  parallèles  au  nouvel  axe  des  Zj 
et  tous  les  points  de  cet  axe  seraient  des  points  oi  a  la 
condition  que  le  polynôme 

fxi-x,  -y)  +  (-O'w+i  o,(j;,  y) 

fut  nul  ou  proportionnel  à  '^i(.r,y)  —  r^^i^jy)* 


(  459  ) 
Supposons-noas  maintenant  placé  dans  le  second  des 
deux  cas  considérés. 

La  condition  d'existence  du  point  co  ayant  ici  la  forme 

/i(2a7o  —  a-,  lyo—y,  —  s)  H-  (-  O'""*"'  ?i(^»r»  ^)=  —  ^*i 
=  — é(Mo^"»-+-  M,z'»-«-f-...)        (Mo=o), 

pour  qu'elle  soit  satisfaite,  il  faut  et  il  suHBt  que  l'on  ait 

(/i  =  o,  I,...,  m). 

Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  qu'il  en 
soit  ainsi  sont  qu'il  existe  un  nombre  b  tel  que,  si  U^ 
est  une  constante,  U«4-( — i )""*"•  V«  soit  une  constante 
égale  à  ( — i )'"""+*  6 M«,  et  que,  dans  le  cas  contraire 
(qui  se  présentera  pour  une  valeur  de  n  au  moins),  les 
deux  fonctions  (U,i),  ( — i)''~^(Vrt),  où  S  désigne  le 
degré  de  U,i,  soient  identiques  entre  elles,  et  les  deux 
courbes  du  nouveau  plan  des  xy, 

symétriques  l'une  de  l'autre,  quel  que  soit  ti,  par  rapport 
à  un  même  point  (^  ).  Ce  point,  unique  ou  non,  est  un 
point  (0,  et  il  n'y  a  pas  d'autres  points  co  que  celui-ci. 

Cas  de  deux  courbes  gauches  définies  par 

QUATRE  ÉQUATIONS  n'ayANT  PAS  TOUTES  LE  MEME  DEGRÉ  (^). 

J'emploie  les  mêmes  notations  qu'au  paragraphe  pré- 
cédent.   Soient   m  le   degré  de  ft   et   m'  celui  de  /a 

(m>m'>i)  (»). 

(*)  La  constante  b  n'interviendra  pas  dans  le  calcul  des  coordon- 
nées de  ce  point.  Cette  constante  se  trouvera  connue  par  le  fait  des 
conditions  indiquées  :  elle  pourra  être  nulle. 

(*)  Il  n'y  a  eu  aucune  division  algébrique  à  efîectuer  dans  les  cas 
précédemment  traités. 

(^)  Si  Ton  avait  m'  =  m,  il  faudrait,  pour  l'existence  du  point  <>), 
que  les  quatre  équations  des  deux  courbes  eussent  le  même  degré. 
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Pour  qu*ici  les  deux  courbes  F  et  ^  soient  symé- 
triques l'une  de  Tautre  par  rapport  à  un  point 

il  faut  et  il  suffit  que  le  degré  de  ^ {  soit  égal  à  m,  celui 
de  ^2  égal  à  m',  que  f_^  soit  proportionnel  à  02»  *^^- 
qu'enfin  le  polynôme  /_«  -f-  ao,  soit  divisible  par  f  2  (  '  )^ 
pour  une  certaine  valeur  non  nulle  de  la  constante  a. 
On  voit  qu'en  désignant  par  Si,  S2,  T,,  To  les  quatre 
surfaces  représentées  respectivement  par  les  équa- 
tions y,  =:  o,  ^2  =  0,  ©i  =:  o,  ©2  =  0,  les  deux  sur- 
faces S2,  T2,  d'ordre  m',  doivent  être  symétriques  l'une 
de  l'autre  par  rapport  au  point  w  lui-même.  La  recherche 
du  point  a>  est  donc  ramenée  à  celle  d'un  point  w'  par 
rapport  auquel  ces  deux  surfaces  S2,  Ta  seraient  symé- 
triques l'une  de  l'autre  :  c'est  une  des  questions  traitées 
plus  haut.  Si  le  point  (o'existeet  est  unique,  il  ne  restera 
plus,  après  avoir  calculé  ses  coordonnées,  qu'à  vérifier 
l'existence  de  la  constante  a,  ce  qui  pourra  se  faire  au 
moyen  d'une  division  (2). 

Examinons  le  cas  où  Ton  trouverait  toute  une  droite  D 
de  points  co'.  Le  point  co,  s'il  existe,  doit  être  situé  sur 
cette  droite.  Les  deux  surfaces  S2,  T2  sont  ici  deux  cy- 
lindres parallèles  à  D,  et  Von  peut  admettre  qu'aucune 
des  deux  surfaces  S,,  Ti  n'est  à  son  tour  un  cylindre 
parallèle  à  D,  puisque  autrement  il  suffirait  de  vérifier  si 
un  point  choisi  arbitrairement  sur  D  est  un  point  a>  pour 
avoir  terminé  la  question.  Rapportons  toutes  les  surfaces 


(  '  )  Au  lieu  de  dire,  en  parlant  d'un  polynôme  :  rvd  ou  divisible 
pat\.,^  je  dirai  simplement  :  divisible  par.,,,  faisant  ainsi  rentrer 
dans  le  cas  de  la  divisibilité  d'un  polynôme  par  un  autre  le  cas  par- 
ticulier où  ce  polynôme  serait  identiquement  nul. 

(-)  La  question  serait  terminée  si,  pour  ce  point  w', /_,  était  pro- 
portionnel à  9,. 
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à  la  droite  D  prise  comme  axe  des  2,  et  coiiservous  les  no- 
tations employées,  en  remarquant  que/i  et  ^i  contien- 
dront la  variable  z,  et  quey*2  ^^  ? 2  seront  deux  fonctions 
indépendantes  de  z^  dont  Tune  devra  devenir  propor- 
tionnelle à  l'autre  si  l'on  y  change  ^  et^  en  —  x  et  — y, 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  Texistence  du 
point  (0  est  alors  que  le  polynôme 

(7)  /i(-^»  — r,  2Zo—z)-haQi{x,y,z) 

soit  divisible  par  cpj.  Admettons  que  ce  ppint  existe. 
Posons 

fx{Xyy,z)  =  Uo(a-,7)5'«H-U,(ar,7)z'«-»-i-..., 
?i(^,ri'5)=  Vo(a-,j^)z'»H-  V,(ar,7)5"«-»-f-..., 

et  soit  Up(ar,y)  le  premier  des  polynômes  Uo(a^,j^), 
Uj(a:,y),  ...,  c^ui  n'est  pas  divisible  par/2  (*).  La  pre- 
mière des  fonctions  Uo( — x,  — y),  Uj( — x,  — y)^  ... 
qui  ne  contient  pas  o^  en  facteur  sera  Up( — x,  — y). 
Le  polynôme  (7)  étant  divisible  par  ^2?  la  partie  de  ce 
polynôme  qui  a  pour  expression 

-4-  V^^xi—  X,  —y)  (?.5o-  -)'"-?-*  -H. . . 

devra  jouir  de  la  même  propriété.  Prenons,  dans  cette 
expression,  les  termes  en  5'"""?  et  5'"~P''*.  Leurs  coeffi- 
cients, qui  sont  les  deux  polynômes 

(_,)/n-P-^-l[2(,lt-3)ZoU{î(-a:,  -7)-f-U|i4-l(-^,  -y)\ 

(')/,  n'est  pas  supposé  divisible  par/j,  ni  cp,  par  Oj. 
Je  puis  admettre  que  ^  est  plus  petit  que  m  ;  car,  dans  l'hypo- 
thèse p  =  f»,  la  fonction  (7),  et  celle-ci, 

sont  divisibles  par  92  ^"^  mémo  temps  Tune  que  Tautrc,  quelle  que 
soit  du  reste  la  valeur  de  z^. 
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devront  être  divisibles  par  f  2*  La  première  de  ces  deux 
conditions  exige  que  Vp(â:,j^)  ne  soit  pas  divisible 
par  f  2  •  ^11^  f^^^  connaître  ]a  valeur  de  la  constante  a. 
La  seconde  condition  donnera  ensuite  la  valeur  deZo{*), 
Pour  achever  le  problème,  il  faudra  voir  si,  avec  les 
valeurs  de  a  et  Zq  ainsi  calculées,  valeurs  qui  seront 
uniques,  le  polynôme  (^)  est  bien  divisible  par  (f^. 

Il  nous  reste  encore  à  examiner  le  cas  où  il  y  aurait 
tout  un  plan  P  de  points  co'.  Le  point  (o,  s'il  existe,  doit 
appartenir  à  ce  plan.  Prenons  le  plan  P  pour  plan 
des  yzj  et  conservons  les  notations  adoptées,  en  obser- 
vant que/2  *'t  ?2  seront  maintenant  des  fonctions  de  la 
seule  variable  x  (dont  l'une  devient  proportionnelle  à 
l'autre  quand  on  y  change  x  en  — x),  et  que  ni  /*i  ni  '^i 
ne  pourront  être  des  fonctions  de  x  seulement.  La  con- 
dition nécessaire  et  suflisante  pour  l'existence  du  point  lo 
est  ici  que  le  polynôme 

soitdivisiblc  par  cp2.  Ordonnons  le  polynôme /«(x,  y,  z) 
par  groupes  homogènes  de  degrés  décroissants  relative- 
ment aux  deux  variables  y^  2,  et  soient 

Ao(a7)s"»-P-f- Ai(a7)2"*-/'-»7-H  A,(ar)5'«-/'-«j^«-+-... 

le  premier  de  ces  groupes  dont  tous  les  coefficients  ne 
sont  pas  divisibles  |>ar  /j?  et  Ar(^)  le  premier  des  coef- 
ficients Ao(x),  A«(j:),  A2(ia?),  -..,  qui  n'est  pas  lui- 
même  divisible  par/^-  J^  puis  toujours  supposer,  sauf  à 


(*  )  On  pourra  généralement  abréger  ces  calculs  de  a  et  z^  en  fixant 
à  volonté  l'une  des  deux  variables  x  ou  y,  soit  y,  dans  les  fonc- 
tions U,  V,  /},  (p2'  ^h  pour  cette  valeur  donnée  à  y,  les  polynômes 
en  ar,  Uj,  U,,...,  U„_,  ne  sont  pas  tous  divisibles  par/,.  Ici,  Up(^,>') 
désignerait  le  premier  de  ces  polynômes  qui  ne  remplit  pas  cette 
condition  de  divisibilité. 
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échanger  les  lellres  jk?  «j  que  la  variable^  figure  dans 
le  terme  correspondant  kr{x)z^''P''''y^^  en  sorte  que  r 
n*est  pas  nul. 

Je  désigne  le  groupe  suivant  par 

Bo(ar).5'«-/^»-hB,(a7)3'»-/'-«j^H-Bi(a:)5'«-/'-»j^ï-H 

Soient  aussi 

Co(a7)5'«-/'-f-  Cx{x) z»^-P-^y  -+-  Qt{x)  s'"-/»-*  j^» -+-. . . 
et 

Do(a:)z'»-/'->-+-  D|(ar)^'«-/^*^H-Di(x)^"«-p-»^«-h... 

les  deux  groupes  de  termes  def  f  i  {x^y,  z)  qui  sont.de 
degrés  m — p  et  m  — p  —  i  relativement  aux  deux  va- 
riables j^,  z.  Dans  Thypotlièse  où  le  point  w  existe,  la 
partie  du  polynôme  (8)  qui  a  pour  expression 

-+-A^i(— x)(2-5o— «r-''-'->(''»7o-^)'-^*-f-... 

-f-  Bo(—  x)  {iz^  —  ^)"*-/'~i 

-h  Bi(-  xfi'iz^—  zyn'P-t{'xy^-  y)-^, . . 

-H 

doit  être  divisible  par  <p2«  Donc  les  coefficients  qui 
aflectent  les  termes  en  z"^~P~''y''  et  z^~P''''y''~\  dans 
cette  expression,  à  savoir 

(—  ,)m-/»A;.(—  x)  H-  aCr(a:), 

(-  i)m-p^  1  [^r^^  Ar(—  X)  -f-  B;._,(-  x)]  -4-  a  D;^i (a:), 

devront  être  divisibles  par  ^2-  Si  Ton  remarque  que  Cr(^) 
ne  peut  pas,  diaprés  la  première  de  ces  deux  conditions, 
être  divisible  par  f  2»  on  voit  que  ces  deux  conditions 
feront  connaître,  la  première,  la  valeur  de  la  constante  a, 
puis  la  seconde  celle  de  y^,  11  n'y  a  que  deux  valeurs 
de  a  hIJq  qui  puissent  satisfaire  à  ces  deux  conditions  de 
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divisibilité.  Ces  deux  nombres  étant  calculés  de  la  sorte, 
si  y*!  (:r,y,  z)  est  indépendant  de  «,  la  question  se  tix)u- 
vera  ramenée  à  voir  si  le  polynôme  (8),  alors  complè- 
tement connu,  est  divisible  par  '^s,  et  tous  les  points  de 
la  droite  y  =j^o  du  nouveau  plan  des  yz  seraient  des 
points  o>.  Dans  Thypothèse  contraire,  pour  avoir  la  va- 
leur de  Zq^  on  est  ramené  au  cas  qui  vient  d*ètre  traité. 
Cette  valeur  se  calculera  donc  par  la  condition  que  le 
polynôme 

(— i)/«-p+i[2(/n  — p)^oUp(— a?,2^o— j)-l-Up+i(— ^,  270— JK)] 

soit  divisible  par  la  fonction  (^2  de  œ^  Up(^,  y), 
Up+i(a:,j^)  et  Vp^«(^,^)  étant  définis  comme  dans  ce 
cas.  Il  restera  à  s'assurer  si,  avec  les  valeurs  uniques 
ainsi  trouvées  pour  a,  yo^  5o>  le  polynôme  (8)  est  bien 
divisible  par  cp2. 

Centre  d*une  courbe  gauche. 

Pour  reconnaître  si  Tintersection  F  de  deux  sur- 
faces Si,  Sa,  d'ordres  rn  et  m'  {ni'^m)^  ayant  pour  équa- 
tions entières 

fii^^y^  -)  =  o,        ft{Xyy,  z)  =  o, 

possède  un  centre,  et  pour  déterminer  ce  point,  il  suffira 
d'appliquer  les  méthodes  que  je  viens  d'exposer  en  se 
plaçant  dans  le  cas  où  les  polynômes  cPi,  cp2  sont  les 
mêmes  que  les  polynômes /i,  /2-  H  est  facile  de  voir  ce 
que  deviennent,  dans  ce  cas,  les  résultats  fournis  par 
l'analyse  précédente.  Je  me  bornerai  à  énoncer  ces 
deux-ci  : 

Quand  m'  est  inférieur  à  zn,  si  la  courbe  F  a  un 
centre,  ce  point  doit  être  aussi  centre  de  la  surface  Sa  ; 
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Quand  m'ëgalc  m,  si  le  rapport  de  {f%)  à  (/i)  n'est 
pas  constant,  la  courbe  F  n'admet,  en  fait  de  centres,  que 
les  centres  que  peuvent  avoir  en  commun  les  deux  sur- 
faces S{,  $2- 

L'intersection  de  deux  surfaces  qui  n'ont  pas  le  même 
cône  asjmptotique  n'a  pas  de  centre  si  aucune  des  deux 
surfaces  ne  possède  de  centre. 

Remarque,  — ^  En  supposant  que  les  équations  par 
lesquelles  sont  définies  les  deux  figures  F,  O,  distinctes 
ou  confondues,  ne  dépendent  que  de  deux  mêmes 
variables,  on  a,  par  ce  qui  précède,  sans  le  secours  de 
l'élimination,  une  solution  de  ces  deux  problèmes  de 
Géométrie  plane  : 

I  •  Reconnatlre  si  le  système  des  points  communs  à 
deux  courbes  algébriques  admet  un  centre,  et  trouver 
ce  centre; 

2®  Reconnaître  si  deux  systèmes  analogues  au  pré- 
cèdent  sont  symétriques  l'un  de  l'autre  par  rapport  à 
un  point,  et  déterminer  ce  point. 

Dans  les  deux  cas,  le  point  en  question  doit  être  un 
centre  de  courbes  planes  algébriques  dont  on  connaît  les 
équations. 

Nota.  —  Connaissant  les  équations  de  deux  figures 
algébriques,  on  sait,  ainsi  qu'il  résulte  d'une  Note  que 
j'ai  communiquée  à  l'Académie  des  Sciences  (  *  ),  former 
des  équations  de  surfaces  du  second  ordre  jouissant  de 
cette  propriété  que,  si  les  deux  figures  sont  symétriques 
l'une  de  l'autre  par  rapport  à  un  point  co,  ces  quadriques 
doivent  avoir  pour  centre  le  point  u).  On  pourrait  faire 
usage  de  ces  quadriques  pour  reconnaître  l'existence  et 


(')  Comptes  rendus,  ii  septembre  1899. 

Ann.  de  Mal/iemat.^  3*  série,  t.  XIX.  (Octobre  1900.)         3o. 
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la  position  du  point  oj-,  mais  leur  emploi  serait  iiisulli- 
saiit  à  résoudre   ia  question  sî  elles  possédaient   une 
infinité  de  centres  communs. 


[L'4c] 
SUR  LE  MINHiDV  DE  L  ANGLE  ODE  FAIT  m  MAHÈTRE 
D  UN  EiiUPSOiBE  AVEC  SON  PLAN  iNAMÉTitAL  CON- 

JUGIIÉ; 

Par  m.  BLUTEL, 

Prt>fè&sciir  de  Mathémaliques  spéciale» 
an  lycée  Sainl-Loui». 


Si  l'on  appelle  x,  j^,  z  les  paramètres  directeurs  d\ine 
corde,  Tangle  V  cjue  fait  cette  corde  avec  le  plan  dia- 
métral conjugué  est  fourni  par  la  formule 

Celte  équation,  où  V  est  donné,  définit  un  cône  du 
quatrième  degré,  lieu  des  cordes  répondant  à  la  question. 
L'angle  V  sera  maximum  ou  minimum  quand  ce  cône 
présentera  une  génératrice  double  isolée. 

L'application  des  métliCKles  usuelles  pour  la  recherche 
des  génératrices  doubles  montre  que  ces  génératrices 
sont  nécessairement  dans  un  des  plans  de  coordonnées. 

1^  Une  pareille  génératrice  est  confondue  avec  Tun 
des  axes,  cela  exige  sin^  V  =  i . 

2®  Une  pareille  génératrice  n^est  pas  confondue  avec 
Tun  des  axes. 

Si  elle  est  dans  le  plan  s  =  o,  on  démontre  de  suite 
qu'elle  est  confondue  avec  Tnn  des  diamètres  conjugués 
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égaux  de  lellipsc  principale 

et  alors 


_  ^  __  I  =  o, 
a*        6* 


sin*V=  —.--,..• 
(a* -h  b^)^ 

En  portanl  celte  valeur  dans  réquation  (i),  on  est 
amené  à  étudier  le  cône 

dans  le  voisinage  de  la  droite 

■I  =  •^-  =  -  , 
a        b        o 

on  bien,  ce  qui  revient  au  même,  en  prenant  la  trace 
du  coue  sur  le  plan  {y  =  i),  cela  revient  à  étudier  la 
<'ourhe 

_(a.+  ,.).(___^.)^_„ 

dans  le  voisinage  du  point  (a:  =  n^  z  =  o). 

En  y  transportant  Torigine,  on  vérifie  que  c'est  bien 
un  point  double  et  que  les  tangentes  y  sont  fournies 
par  l'équation 

^(rt«  -  ^*)2—  (aî-i-  ^»«)  ^(c2—  a»)  (cî—  ^»2)  =  o. 
Ces  tangent(^s  seront  imaginaires  si  Ton  a 

(T  (|ui  exigi»  (pu*  c  soit  IV/.rr?  nioyrn. 
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On  n'obtient  donc  un  minimum  non  seulement  ab^ 
soin,  mais  relatif,  que  si  la  corde  en  question  est 
confondue  avec  un  des  diamètres  conjugués  égaux  de 
Tellipse  principale  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à 
l'axe  moyen  (*)• 


SOLUTION  DU  PROBLÈME  DE  NÉCAMOUE  PROPOSÉ 
AU  CONCOURS  D'AGRÉGATION  EN  1899; 

Pab  m.  a.  de  saint-germain. 


Je  vais,  comme  j'ai  fait  plusieurs  fois  dans  les  Nou- 
scelles  annales,  indiquer  une  solution,  bien  simple,  du 
problème  de  Mécanique  proposé  au  Concours  d'agré- 
gation de  1899.  Je  résume  l'énoncé  : 

Une  sphère  S,  pesante,  liomogène,  non  élastique,  fie 
rayon  p,  de  masse  m,  d'abord  en  repos  sur  un  plan 
horizontal  H  parfaitement  poli,  est  choquée,  en  un 
point  P  de  sa  surface,  par  un  point  M,  de  poids  mg^ 
animé  d'une  vitesse  horizontale  connue  et  non  tan- 
gente à  S;  après  le  choc,  M  s'incruste  en  P  sur  la 
sphère.  Déterminer  le  mouvement  du  système  aussitôt 
après  le  choc;  dire  dans  quelles  régions  doit  se 
trouver  P  pour  que  la  sphère  soit  soulevée,  ou  ne  le 
soit  pas,  au-dessus  du  plan  H.  Calculer,  dans  les  deux 
cas,  la  perte  de  force  vive.  Chercher,  dans  le  second 
cas,  le  mouvement  ultérieur  du  système. 


(^)  Cette  Note  a  été  rédigée  à  la  demande  de  M.  Appell,  qui  s*cst 
servi  de  ce  théorème  de  Géométrie  dans  un  article  relatir  aux  expé- 
riences du  commandant  Hartmann  {Bulletin  de  la  Société  mathé- 
matique de  France f  i9<>o). 
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Prenons  des  axes  rectangulaires  fixes  dont  l'origine  O 
coïncide  avec  le  centre  de  S  avant  le  choc,  OX  dirigé 
dans  le  sens  de  la  vitesse  initiale  du  point  M,  vitesse 
égale  à  V,  OZ  suivant  la  verticale  ascendante.  Soient  x^ 
y  y  z  les  coordonnées  initiales  de  P  :  x  est  nécessaire- 
ment négatif.  Je  fais  m  =  i  et  le  moment  d'inertie  {Jl 

de  S  autour  d'un  de  ses  diamètres  est  ?  p^.  Je  définirai 

o  * 

le  mouvement  du  système  immédiatement  après  le  choc 

par  les  composantes  i/,  f^,  w  de  la  vitesse  acquise  par  le 

centre  de  la  sphère  et  par  les  composantes /?,  q^  r  de  la 

rotation  instantanée  (o.  La  vitesse  du  point  M,  égale  à 

celle  de  P»  aura  pour  composantes 

u-\-qz  —  ryy        v-^-  rx -^ pz^        w-\- py  —  qx. 

Supposons  d'abord  que  S  doive  être  soulevée  au- 
dessus  du  plan  H  et,  par  suite,  que  w  soit  positif.  La 
somme  des  projections  des  quantités  de  mouvement 
étant  la  même  avant  et  après  le  choc,  nous  avons  trois 

équations  : 

IV  =  214  -\-qz  —  ry^ 
o  =  7.f  -\-  rx  — pz^ 
o  =  a (V  -f- py  —  qx\ 

la  conservation  de  la  somme  des  moments  des  quantités 
de  mouvement  par  rapport  aux  trois  axes  donne  encore 

Io    ^=  }i'P -\-y{^w -^ py  —  qx)  — zi^s?  -*n  rx  —  pz\ 
V-5  =  (Jiy-i-«(tt  4-^5  —  ry  )-—  x{w  ^ py  —  qx), 
—  Y/  =  [jir-i-a:(c  -^  rx  — pz^  — y{^u  -\-  qz  —  ry). 

Ajoutant  ces  équations  respectivement  multipliées 
par  X,  y^  z,  on  a  : 

(3)  px  -\-qy  -h  rz  =  o, 

celle  équation  exprime  que  co  est  perpendiculaire  à  OP^ 
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on  pouvait  Técrire  à  Tavance  parce  que  <o  doit  êire  di- 
rigé suivant  le  diamètre  conjugué  du  plan  du  couple  de 
percussion  par  rapport  à  Tellipsoïde  central  de  S,  qui 
est  lui-même  une  sphère.  Les  équations  (i)  donnent 

,,,  \-^ry—qz  pz  —  rx  n^  —  PY 

(4)  M    =   ^ '—y  Ç=itl ,  W=J- C^- 

•2  .  -2  1 

Je  substitue  ces  valeurs  dans  les  équations  (2),  puis, 
en  vertu  de  la  relation  (3),  je  remplace,  dans  la  pre- 
mière des  équations  obtenues,  les  termes  —  iJ—L — x 
par  ^7— ;  dans  la  seconde,  les  termes  en  j^devieiincut  de 
môme  2^;  dans  la  troisième,  les  leruies  en  z  deviennent 
-— •  Je  forme  ainsi  trois  équations  renfermant  cliacune 

une  seule    inconnue,    et,    en    remplaçant   jx  par  -z  p*, 

X- 4-^2 H-  ;;'  par  p^,  j'en  tire 

'j\z  5VV 

puis  les  équations  (4)  donnent,  après  de  simples  réduc- 
tions, 

i8p2  '  i8pî  '  i8p« 

Pour  être  d'accord  avec  notre  hypothèse,  il  faut  que 
la  valeur  trouvée  pour  w  soit  positive;  a:  étant  négatif, 
z  doit  Tètrc  aussi  et  le  point  P  situé  sur  la  moitié  infé- 
rieure de  la  surface  S,  ce  qui  semble  assez  évident 
a  priori. 

Calculons  directement  la  perte  Q  de  force  vive  duc  au 
choc, 

(  -  -  {k-  -^  rr  —  pzy — ('tr  -^  py  —  ^Jr)-: 


(4:'  ) 

letiiplaçaiit  m,  t',  çv  par  leurs   valeurs  (4),  on  trouve, 
après  réduction  des  tenues  semblables, 

Q=  -V«—  |X(ii« [{qi  —  ryy-hirx—pzy-r-ipy—qx)^]. 

En  vertu  de  Tideiililé  de  Lagrange  et  de  la  relation  (3), 
la  quantité  entre  crochets  se  réduit  à 

et  I*on  a 

Un  calcul  analogue  permettrait  de  vérifier  le  théo- 
rème de  Carnot.  Maïs  si  l*on  admet  a  priori  l'applica- 
lion  de  ce  théorème^  ou  arrivera  presque  immédiate- 
ment à  la  valeur  précédente  de  Q.  Ecrivons,  en  effet, 
que  la  force  vive  perdue  est  égale  à  la  force  vive  due 
aux  vitesses  perdues^  on  a 

-i-  ( V  -r-  rx  —  p zy -{-  (w  -^py  —  qxy. 

Ajoutons  membre  à  membre  avec  Téquation  (5)^  il 
se  produit  d'énormes  réductions  grâce  à  ce  fait  que  S 
était  d^abord  en  repos  et  la  vitesse  initiale  de  M  paral- 
lèle à  OX  ;  îl  reste 

2 Q  =  2  V*  —  2 V( «  -f-  y ^  -h  rj^)  =  2  V^( V  —  II  —  qz  -^  ry)\ 

or,  en  vertu  de  la  première  équation  (i),  la  dernière 
parenthèse  est  égale  à  i£,  et  Q  à  Vu. 

Passons  au  cas  où  S  doit  rester  sur  le  plan  H,  w  étant 
nul.  La  sphère  reçoit  du  plan  une  percussion  N,  mais 
comme  celle-ci  est  dirigée  suivant  OZ,  nous  aurons 
«encore  les  deux  premières  équations  (i)  et  (4)>  les 
é(j nations  (2)  avec  (r  nul  et  la  relation  (3).  Si,  dans  les 
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équations  (a),  je  remplace  u  et  \f  par  leurs  valeurs  (4)» 
j'obtiens  des  équations  un  peu  moins  symétriques  que 
dans  le  premier  cas  : 

/   V  /  N         rx—pz 

(7)  o=fi/)-+->^(/)>^^ça?)  — 4? ^^^» 

(8)  iv^  =fiçr-f.^^^-=-^      ^x(j>y-^qx), 

L'équation  (9)   est  la  même  que  Péquation  corres- 
pondante dans  le  premier  cas  et  nous  en  tirerons  encore 

pour  r, 

5Vy 

'■~       9P*' 
donc,  eu  égard  à  Téquation  (3), 

(10)  px-^qy:=.—p.. 

Ajoutons  les  équations  (7)  et  (8)  multipliées  par^  et 
par  —  X  : 

d'où,  en  posant  x^  -h  J^^  =  a*, 

,     ,  ^\xz 

(11)  py-qx^ 


9P»H-5ai« 
Des  équations  (10)  et  (1 1)  ou  tire, 

25  ^xy:i  _  5V^(9p*-t-5j^') 

^"^QpHQP'-^^a*)'         ^""    9P'(9P'-»-5a«)  ' 

et  les  valeurs  (4)  de  u,  i/  deviennent 

""^  9(9p--^5a«)  '         *'"  9(9P'-*-5a«>' 
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La  percussion  N  est  égale  à  raccroissemeat  de  la 
somiiie  des  quantités  de  mouvement  projetées  sur  OZ, 
ou  ^  py  —  qXy  dont  nous  avons  la  valeur  (i  i)  :  or  N 
doit  être  positive;  il  faut  donc  que  a:z  soit  négatif  et,  par 
suite,  z  positif:  le  point  P  sera  sur  la  moitié  supérieure 
de  la  surface  de  S. 

Ou  peut  calculer  directement,  comme  dans  le  premier 
cas,  la  perte  de  force  vive  due  au  clioc  :  ce  calcul  exige 
quelque  attention.  Mais  on  peut  aussi  employer  la  ipé- 
ihode  qui  nous  a  conduit  si  rapidement  au  résultat  :  la 
perte  de  force  vive  est  encore  exprimée  par  la  for- 
mule (5)  où  w  serait  nul  :  le  tliéorèuie  de  Catnot  con- 
duit encore  à  Téquation  (6)  malgré  l'intervention  de  la 
percussion  N,  parce  que  son  tiavail  est  nul  :  en  combi- 
nant les  deux  expressions,  ou  trouve,  comme  dans  le 
premier  cas,  que  la  force  vive  perdue  est  égale  à  Va. 

Le  mouvement  ultérieur  du  système  est  celui  d'un 
solide  de  révolution  qui  glisse  sans  frottement  sur  un 
plan  Lorizontal.  Le  solide  a  son  centre  de  gi*avité  G  au 
milieu  du  rayon  de  S  qui  aboutit  en  P  :  sa  masse  est 
égale  à  2;  ses  moments  d'inertie  autour  de  Taxe  de 
figure  GP  et  d'une  perpeudiculaire  quelconque  menée 
par  le  point  G  sont 

Conservons  les  axes  fixes  du  début  et  définissons  la 
position  du  solide  à  l'instant  t  par  les  coordonnées  ^,  7\, 
^  du  point  G  et  par  les  angles  d'Euler  0,  ^9  o;  0  étant 
l'angle  de  GP  avec  OZ,  2^  est  égal  à  ^pcosO  et  la  force 
vive 

H-A(0'«-i-^;'«sinîO)  +  C(o'4-fcosO)ï. 
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Pour  un  (léplacciuent  virtuel  compatible  avec  les  liai- 
sons, le  travail  des  forces  agissant  sur  le  système  est 
—  25^3^  ou  gp  sin6  SO;  les  équations  de  Lagrange  rela- 
tives à  ï,  T,,  cp,  à  sont 

dt=''^  ^=^'  ^-^i =^' 

d 

-^-[A^/'sinîOH-  G(o'-4-<};'cosO)cosOJ  =  0. 

Les  deux  premières  expriment  que  i',  r/bnt  des  va- 
leurs constantes,  qui  sont  évidemment  jV  et  zéro.  La 
valeur  de  ©'-f-'VcosO  est  aussi  constante  et  égale  à  la 
projection  de  la  rotation  initiale  w  sur  GP,  c'est-à-dire 

a ou,  (v5),  a  zéro.  On  a  doue  toujours 

ç'-h  4*'  cosO  =  o. 

Mais  ce  résultat  simplifie  beaucoup  la  quatrième  équa- 
tion de  Lagrange,  qui  exprime  alors  l'invariabilité  de 
(!/'sin-6;  ce  produit,  qui  représente  dans  le  cas  actuel 
la  projection  de  la  rotation  instantanée  du  système 
sur  OZ,  est  égal  à  sa  valeur  initiale  r, 

^'  sin'6  =  r. 

Au  lieu  de  la  cinquième  équation  de  Lagrange,  pre- 
nons l'intégrale  des  forces  vives  :  eu  égard  aux  résultats 
précédents,  elle  peut  s'écrire 

\i^  I  sin*0  ^ 

La  constante  h  est  la  valeur  initiale  du  premier 
membre.  Or  p  cosOo  est  égal  à  2,  psinOo  à  a;  8'^  est  la 
projection   de  w   sur    une  horizontale   perpendiculaire 

à  CiP  et  dont  les  cosinus  directeurs  sont  —  ~>  -•»    o; 
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sa  valeur  - — IlEL  est  donnée  par  la  formule  (i  i).  Rem- 
plaçant les  quantités  connues  par  leurs  valeurs  et  faisant 
les  réductions,  je  trouve 

valeur  essentiellement  positive.  Si,  enfin,  dans  l'inté- 
grale des  forces  vives  je  prends  pour  inconnue  pcos9  =  X, 
au  lieu  de  9,  Féqualion  peut  se  mettre  sous  la  forme 

lo  dt^ 


Les  variables  se  séparent  el  t  s'exprime  par  une  inté- 
grale abélienne  en  X;  X  lui-même  oscille  entre  deux 
limites  comprises  entre  —  p  et  p  et  toujours  difïérentes. 
Le  cas  de  a:=  o  est  exclue  si  y  est  nul,  A'  et  cp'  le  sont 
aussi;  t  est  encore  donné  par  une  intégrale  abélienne, 
mais  on  voit  que  le  second  membre  de  l'équatiou  (12) 
s'annule  quand  \  est  égal  à  =i=  p  ou  à 


>M  =  ^  + 


4(9p'-^'>^';^' 


A  varie  entre  — p  etla  plus  petite  des  deux  quantités  X|,p; 
si  c'est  p,  le  solide  tourne  toujours  dans  le  même  sens 
autour  d'une  parallèle  à  OY  menée  par  le  point  G  5  si 
c'est  Xiî  le  sens  de  la  rotation  sera  variable^  si  X|  =  p, 
GP  deviendra  vertical  au  bout  d'un  temps  infini.  Quand 
z  est  nul,  \  varie  entre  zéro  et  la  racine  négative  de 
Téquation 
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Cohen.  viii+4o3  pages  grand  in-8^.  Paris,  Gauthier- 
Villars,  1900.  Prix  :  12^'. 

Le  Livre  que  vient  de  publier  M.  Gahen  était  vivement  dé- 
siré et  son  Auteur  a  tous  les  titres  à  notre  reconnaissance. 

Depuis  le  célèbre  Traité  de  Legendre,  il  n'avait  pas  paru  en 
France  d'Ouvrage  où  fussent  réunies  et  exposées  d'une  façon 
complète  les  doctrines  fondamentales  de  la  théorie  des 
nombres.  Or,  Je  Traité  de  Legendre,  quoique  riche  en  résul- 
tats, a  vieilli  sur  beaucoup  de  points  et  ne  répond  plus  aux 
eiLigences  actuelles. 

D'autres  auteurs,  en  des  Ouvrages  qui  n'étaient  pas  consa- 
crés à  la  théorie  des  nombres,  ont  été  amenés  à  exposer  assez 
complètement  certaines  parties  de  cette  Science;  mais,  natu- 
rellement, ils  ont  laissé  de  côté  tout  ce  qui  n'était  pas  indis- 
pensable à  leur  sujet.  Aussi,  V Algèbre  supérieure,  de  Serret, 
qui  renferme  des  développements  étendus  sur  les  fractions 
continues  et  sur  les  congruences,  est  muette  sur  les  formes 
quadratiques. 

il  y  avait  ainsi,  dans  la  littérature  mathématique  française 
de  notre  époque,  une  lacune  bien  regrettable  à  un  double 
point  de  vue. 

£n  premier  Heu,  la  théorie  des  nombres  se  relie  étroitement 
aux  autres  parties  des  Mathématiques,  et  Ton  sait  que,  prin- 
cipalement dans  les  recherches  élevées  de  l'Analyse,  beaucoup 
de  vérités  revêlent  un  caractère  nettement  arithmétique.  Par 
exemple,  on  ne  peut  guère  arriver  à  l'intelligence  complète 
des  théories  concernant  les  fonctions  automorphes,  la  trans- 
formation  des  fonctions  elliptiques  et  celle  des  fonctions  abé- 
liennes  sans  connaître  au  moins  dans  leurs  parties  essentielles 
les  propriétés  des  formes  quadratiques  à  coefficients  entiers  et 
des  irrationnelles  qui  s'y  rattachent. 

On  sait  aussi  combien,  dans  ces  dernières  années,  les  ques- 
tions relatives  à  la  distribution  des  nombres  premiers  ont  con- 
tribué à  attirer  l'attention  des  analystes  sur  les  propriétés  des 
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fonctions  entières,  et  comment  les  recherches  ainsi  provoquées 
ont  amené  de  mémorables  découvertes. 

Les  personnes  désireuses  de  pousser  un  peu  loin  leurs  études 
mathématiques  étaient  donc  obligées,  pour  acquérir  des  con- 
naissances véritablement  indispensables,  de  s'adresser  à  des 
Ouvrages  étrangers,  allemands  pour  la  plupart,  fort  bien  faits 
sans  doute,  mais  dont  la  lecture  n*est  pas  accessible  à  tous. 

Le  Livre  de  M.  Gahen,  appelé  à  rendre  de  grands  services  à 
ceux  qui  veulent  étudier  TArithmélique  en  vue  de  ses  appli- 
cations à  d'autres  parties  de  la  Science,  ne  sera  pas  moins  bien 
accueilli  de  ceux  qui  chérissent  la  théorie  des  nombres  pour 
elle-même.  Et  ces  derniers  ne  seront  pas  les  moins  nombreux  : 
Sur  beaucoup  d'esprits,  les  propriétés  des  nombres  entiers 
exercent  un  charme  d'une  singulière  puissance,  dont  on  peut 
discerner  diverses  raisons  :  d'abord,  de  toutes  les  vérités  ma- 
thématiques, celles  de  Tordre  arithmétique  empruntent  le 
moins  à  l'expérience,  et  les  postulats  dont  elles  dérivent  sont 
ceux  que  l'on  ne  pourrait  rejeter  sans  s'interdire  de  penser.  Il 
suffit  de  dire  :  /'at  la  faculté  de  distinguer,  d'associer  et  de 
compter  des  concepts,  pour  en  conclure  avec  une  rigueur  ab- 
solue :  tout  nombre  entier  est  la  somme  de  quatre  carrés. 
Gela  est  indépendant  de  tout  renseignement  que  nos  sens 
peuvent  nous  donner  sur  le  monde,  et  ce  caractère  d'abstrac- 
tion et  de  certitude  parfaite  revêt  l'Arithmétique  d'une  incon- 
testable beauté. 

£n  second  lieu,  les  propositions  de  la  théorie  des  nombres 
ont  fréquemment  des  énoncés  d'une  simplicité  frappante,  in- 
telligibles presque  sans  initiation  mathématique,  même  quand 
leur  démonstration  a  exigé  les  efforts  de  l'invention  la  plus 
subtile,  même  quand  cette  démonstration  nous  reste  encore 
inaccessible.  Enfin,  cette  étude  qui,  rapidement,  conduit  aux 
problèmes  les  plus  difficiles  peut-être  qui  puissent  se  poser 
aux  Géomètres,  n'exige  point  de  connaissances  préalables.  Le 
premier  venu,  réunissant  les  conditions  de  savoir  lire,  d'avoir 
l'esprit  mathématique  et  de  goûter  les  jouissances  abstraites, 
peut  aborder  la  théorie  des  nombres  et  prendre  part,  après 
quelques  jours,  aux  spéculations  les  plus  élevées  de  l'esprit 
humain. 

Le  Livre  de  M.  Gahen  remplit  parfaitement  ce  double  pro- 
gramme :  d'une  part,  exposer  les  parties  de  l'Arithmétique  qui 
sont  essentielles  pour  rintelligencc  complète  d'autres  théories; 
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de  l'aulrc,  cire  accessible  aux  lecteurs  les  plus  dénués  de  pré- 
paration, en  ne  faisant  appel  à  aucune  notion  antérieurement 
acquise.  Cette  dernière  préoccupation  est  visible  dans  tout 
rOuvrage,  qui,  d'un  bout  à  l'autre,  se  suffit  à  lui-même.  La 
rédaction  en  est  fort  claire,  les  résultats  sont  mis  nettement 
en  évidence,  au  fur  et  à  mesure  qu'ils  sont  acquis.  £nGa,  de 
nombreux  exemples  numériques  permettent  au  lecteur  de  se 
rendre  compte  de  la  valeur  pratique  des  méthodes  exposées, 
tout  en  le  reposant  des  considérations  abstraites. 

Une  courte  analyse  montrera  le  plan  que  s*est  tracé  l'Au- 
teur: 

Le  Chapitre  I  résume  les  théories  les  plus  élémentaires  con- 
cernant les  opérations  fondamentales,  la  numération,  la  divi- 
sibilité, les  nombres  premiers,  les  nombres  fractionnaires. 

Le  Chapitre  II  contient  un  complément  de  ces  théories  élé- 
mentaires. On  y  étudie  les  diviseurs  des  nombres,  les  indica- 
teurs des  divers  ordres  (dont  des  recherches  récentes  ont 
montré  l'importance),  la  décomposition  en  facteurs  de  /il.Les 
nombres  négatifs  sont  alors  introduits  et  le  Chapitre  se  ter- 
mine par  l'exposé  des  propriétés  les  plus  simples  des  fractions 
continues. 

Au  Chapitre  111,  nous  pénétrons  dans  la  théorie  des 
nombres  proprement  dite,  avec  la  notation  des  congruences, 
l'analyse  indéterminée  du  premier  degré,  les  congruences  bi- 
nômes, les  racines  primitives  et  les  indices,  les  théorèmes  de 
Fermât,  d'Euler  et  de  Wilson.  Ces  derniers  se  trouvent  élé- 
gamment généralisés  par  la  considération  des  fonctions  symé- 
triques des  nombres  inférieurs  à  un  nombre  premier  donné. 

Le  Chapitre  IV  est  consacré  à  l'étude  des  résidus  quadra- 
tiques et  aux  congruences  du  second  degré.  L'Auteur  y  étudie 
avec  grand  soin  cette  célèbre  loi  de  réciprocité^  de  Legendre, 
sur  laquelle  tant  d'illustres  géomètres  ont  exercé  leur  saga- 
cité. Il  en  donne  les  deux  démonstrations  les  plus  simples  con- 
nues, et  passe  à  l'extension  faite  par  Jacobi  du  symbole  de  Le- 
gendre, extension  si  importante  au  point  de  vue  des  calculs 
numériques,  indépendamment  de  son  grand  intérêt  théorique. 
Il  applique  ensuite  les  théories  précédentes  à  la  résolution  des 
congruences  du  second  degré.  Dès  maintenant  (et  nous  ne 
sommes  pas  à  la  moitié  du  Livre),  le  lecteur  peut  éprouver  la 
satisfaction  que  donne  la  solution  complète  et  irréprochable 
d'une  question  diflic  ile. 
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Au  Chapitre  V  sont  introduits  les  nombres  incommensu- 
rables, définis  au  moyen  d'ensembles  de  nombres  rationnels  et 
dont  la  notion,  bien  qu'étrangère  à  la  théorie  des  nombres 
proprement  dite,  est  indispensable  pour  la  suite.  On  étudie  le 
développement  de  ces  nombres  en  fractions  continues,  puis 
vient  l'examen  des  critères,  malheureusement  encore  bien  im- 
parfaits, qui  permettent  de  distinguer  les  nombres  rationnels 
des  incommensurables  et  les  nombres  algébriques  des  nombres 
transcendants.  Le  théorème  de  Liouville  sur  les  nombres  algé- 
briques est  établi  et  le  Chapitre  se  termine  par  l'étude  du  dé- 
veloppement en  fractions  continues  des  nombres  algébriques 
du  second  degré,  les  seuls  sur  lesquels  nos  connaissances  aient 
acquis,  jusqu'à  ce  jour,  quelque  précision. 

Le  Chapitre  VI,  de  beaucoup  le  plus  important,  est  consacre 
à  l'étude  des  formes  quadratiques  binaires.  On  peut  dire  que 
c'est  le  véritable  sujet  du  Livre,  semblable,  en  cela,  à  la 
Zahlentheorie,  de  Dirichlet;  mais  M.  Cahen,  qui  s'est  évi- 
demment guidé  sur  Tillustre  auteur  allemand,  ne  l'a  pas  imité 
servilement. 

Deux  notions  importantes,  celle  des  groupes  de  substitu- 
tions modulaires  et  celle  des  congruences  de  substitutions, 
dont  M.  Cahen  fait  un  emploi  systématique,  permettent  en 
effet  de  rendre  l'exposition  plus  claire  en  bien  des  points 
et,  en  même  temps,  font  mieux  ressortir  la  philosophie  des 
méthodes  suivies. 

Après  une  courte  étude  des  substitutions  modulaires,  sont 
énoncés  les  trois  problèmes  fondamentaux  que  pose  la  ques- 
tion de  l'équivalence  des  formes.  Ils  sont  ensuite  résolus, 
d'abord  pour  les  formes  à  discriminant  positif,  puis  pour  celles 
à  discriminant  négatif.  L*étude  faite,  dans  un  Chapitre  anté- 
rieur, du  développement  en  fractions  continues  des  irration- 
nelles quadratiques,  rend  la  lecture  de  ces  dernières  pages 
sensiblement  plus  facile  que  celle  de  Dirichlet. 

J'exprimerai  ici  un  regret  (le  seul  d'ailleurs  que  m'ait  laissé 
la  lecture  de  l'Ouvrage  tout  entier)':  c'est  que  le  désir  de  se 
restreindre  ait  empêché  M.  Cahen  de  faire  connaître  les  repré- 
sentations géométriques  si  simples  et  si  ingénieuses  que 
M.  Klein  a  imaginées  pour  les  formes  réduites,  et  qui  se  rat- 
tachent aux  théories  des  fonctions  modulaires  et  fuchsiennes. 

Le  Livre  est  complété  par  plusieurs  Notes  intéressantes» 
parmi  lesquelles  je  citerai  comme  parliculièremcnl  suggestives 
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celles  sur  les  nombres  premiers,  sur  le  groupe  modulaire, 
sur  les  fonctions  numériques,  sur  les  nombres  entiers  ima- 
ginaires, et,  enfin,  par  des  Tables  numériques  empruntées  à 
la  Théorie  des  congruences,  de  TchebychefT. 

En  terminant,  je  formerai  Tespoir  que  M.  Calien  ne  tardera 
pas  à  accomplir  une  promesse  faite  par  lui  dans  la  Préface  de 
son  Livre  :  c'est  de  nous  donner  un  second  Volume,  suite  na- 
turelle de  celui-ci,  et  consacré  à  TArithmétique  transcendante 
[nombre  des  classes  de  formes  quadratiques,  idéaux,  fonc- 
tion C(^)}  etc.].  Ces  théories  ont  fait  l'objet  de  beaux  travaux, 
contemporains,  parmi  lesquels  ceux  de  M.  Gahen  lui-même 
occupent  une  place  distinguée. 

Il  y  a  grand  intérêt  à  les  réunir  dés  maintenant  en  corps  de 
doctrine  et  tous  les  lecteurs  du  présent  Volume  penseront 
comme  moi  que  nul,  mieux  que  son  auteur,  n'est  désigné  pour 
accomplir  cette  tâche.  Raoul  Bricard. 


ERRATA. 


Page  i8d,  la  question  573  est  énoncée  d'une  manière  inexacte 
comme  Ta  fait  voir  M.  Mister  (187a,  p.  22)  et  doit  être  retirée. 

Page  371,  cinquième  ligne,  lisez  tangente  au  lieu  de  génératrice. 

Page  383,  les  questions  482  et  599  ont  déjà  été  résolues  et  doivent 
être  retirées. 

Même  page,  la  question  558  doit  être  changée  en  598. 

Page  383,  la  question  1856  doit  porter  le  n»  1856"'. 

Page  383,  question  1858,  au  lieu  At  prouvez ^  Usez  prouver. 

Page  384»  question  1861,  au  lieu  de  montrez,  lisez  montrer. 


AVIS   IMPORTANT. 


Les  questions  proposées  dans  le  numéro  de  septembre 
portent  un  numérotage  erroné.  Au  lieu  des  /i»*  185S  à  1861, 
elles  doivent  porter  les  n°*  1867  à  1873.  Nous  prions  nos 
lecteurs  de  vouloir  bien  faire  la  rectification  nécessaire. 


LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DBSGRANDS-AUGUSTINS,  55,  A  l'AUlS. 


BRISSE  (Ch.),  Professeur  à  TÉcole  Centrale  cl  au  lycée  Condorcet,  Répé- 
titeur à  rÉcole  Polytechnique.  —  Cours  de-  GlSométrie  descriptive. 
2  volumes  grand  in-8;  1891, 

r*  Partie,  à  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  élémen- 
taires. Avec  23o  figures , 5  fr. 

■  II*  Partir,  h  l'usage  des  élèves  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales. 
Avec  209  figures 7  fr. 

DUPORCQ  (Ernest),  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  Inf^énieur  des 
Télégraphes.  —  Premiers  principes  de  Géométrie  moderne,  â  l'usage 
des  élèi^es  de  Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  à  la  Licence  et 
à  l'agrégation,  ln-8,  îivec  figures  ;  1899  s 3  fr. 

GAUTIER  (Henri)  et  GHARPT  (Georges),  Docteurs  es  Sciences,  anciens 
Élèves  de  l'École  Polytechnique.  —  Leçons  de  Chimie,  à  l'usage  des 
élèves  de  Mathématiques  spéciales.  3*  édition,  entièrement  refondue 
(notation  atomique^).  (îrand  in-8.  avec  95  figures;  1900. 

Broché 9  fr.    |    Relié  (cuir  souple). . .     12  fr. 

JAMIN  (J.),  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  et  BOUTY, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  de  Physique  &  l'usage  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  ?.*  édition.  Deux  volumes  in-8, 
avec  458  figures  et  6  planches  sur  acier;  1886 20  fr. 

On  vend  séparément  : 

Tome  I  :  Instruments  de  mesure.  Hydrostatique.  —  Optique  géomé- 
trique.'—  Notions  sur  les  phénomènes  capillaires.  In-8,  avec  3 12  figures 
et  4  planches ,. , 10  fr . 

Tome  II  :  Thermomëtrie.  Dilntatiom.  —  Calorimétrie.  In-8,  avec 
i  {6  figu  res  et  1  planches .- 10  fr . 

MICHEL  (François),  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  Inspecteur 
de  l'exploitation  aux  chemins  de  fer  du  Nord.  —  Recueil  de  problèmes 
de  Gréométrio  analytique,  à  l'usage  des  élèves  de  Mathématiques 
spéciales.  Solution  des  problèmes  donnés  au  concours  d'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique  depuis  1860  jusqu'à  1900.  In-8,  avec  70  fig.; 
1 900 6  i'r . 

Sâ.LMÛN  (  G.),  Professeufau  Collège  delà  Trinité,  à  Dublin.  ~  Traité  de 
Géométrie  analytique  à  deux  dimensions  {Sections. €oniqucs\\U^- 
duitde  l'anglais  par  M.  Resal,  Ingénieur  des  Mines,  et  M.  Faucherct, 
ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique.  3*  édition  française  (conforme 
à  la  '2*),  publiée  d'après  la  C  édition  anglaise,  par  M.  f^aucheret.  In-8, 
avec  124  figures;  1897 1-2  fr. 

SALMON.  —  Traité  de  Géométrie  analytique  {Courbes  planes)^  destiné 
à  faire  suite  au  Traite'  des  sections  coniques /ïïd^àmi  de  l'anglais  sur  la 
3*édition,  parO.  Chemin,  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  et  augmen- 
tée d'une  Etude  sur  les  points  sini^aliers  des  courbes  ulgébriques  planes, 
par  G.  Halphen^  In-8,  avec  figures;  188  î , 1-2  fr 
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Scionl  prochiitiiemfïnt  publiée  ic»  ariii-lcs  *uivaiit*  : 

AcmoKitT*  —   SoîiiUofiâ  de  questions  pmtôcs  aifi^   rHaniPfi'i  tit%  ceHififiitl 

G,  Font  PanTies  réduites  «l'une  ri^iAltan  Lnfletneni  Itn^irt  cnif 

SruTYAKiiî.  —  Sur  une  ijfi'be  de  ctilrkiueî»  gHtiilii;^, 

C  KoxritNE,  —  T*5irwçtliC5  t^tnaMt'^  tit';*  ik  ile^rfuiidnipieÀ  cl  à  tl«s  culjt«|ticv1 

MitiiAia  IiAt.i£K«  —  Note  sur  les  ^nmpti,  liuî^. 
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Le  pv'ix  de.  Tabonnemenl  à  la  Bibliothèque  mathématique  des 
travailleurs  est  de  12'''  pour  un  an  et  ^^^  pour  six  mois. 

Les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de  Alathématiques pourront 
bénéficier  d'une  réduction  de  5o  pour  loo,  c'est-à-dire  que,  pour 
eux,  Tabonnement  annuel  ne  sera  que  de  six  francs. 

Pour  profiter  de  celte  réduction,  on  doit  s'adresser  directement 
à  M.  le  D'"  IIuLMA^N,  Directeur  de  la  Bibliothèque  mathématique 
des  travailleurs f  4>  ^^^  de  la  Cuce,  I^aris-Auleuil. 
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Grand  in-8  do  xii-i32  pages;  1900 '. 10  fr. 

RÛUCHË  (Engène).  Membre  de  l'Institut,  Professeur  au  Conservatoire 
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DE  CÛMBEROUSSE  (Charles),  Professeur  à  l'Ecole  Centrale  et  au  Con- 
servatoire des  Arts  et  Métiers.  —  Traité  de  Géométrie.  7*  édition, 
revue  et  augmentée  par  Eugène  Rouché.  Fort  in-8  de  lx-I2ï2  pages, 
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r*  Partie.  —  Géométrie  plane  ;  1900 • 7  fr.  5o  c . 

Il* Partie.  —  Géométrie  de  l'espace-,  Courbes  et  Surfaces 

usuelles 9  fr.  5o  c. 

AvKRTissEMKNT. —  En  sc  bornant  aux  parties  imprimées  en  caractères  ordi- 
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derniers  Pro<^rarnnies  officiels.  Les  Candidats  aux  Ecoles  spéciales  trou veroot 
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'  \elles  Méthodes  géométriques. 

Les  auleurs  ont  indique,  pour  les  élèves  studieux,  un  très  grand  nombre 

d'Exercices  classés  par  paragraphes. 
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PREMIER  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 
POUR  1901. 


Sujet. 

On  dit  qu'un  point  M  décrit  une  courbe  C  sui- 
vant la  loi  des  aires,  le  centre  des  aires  étant  un 
point  S,  lorsque  la  portion  de  droite  SM  décrit 
des  aires  qui  varient  proportionnellement  au 
temps  sur  la  surface  du  cône  qui  a  pour  sommet 
le  point  S  et  pour  directrice  la  courbe  C. 

On  demande  d'étudier  les  mouvements  pour 
lesquels  il  existe  deux  ou  trois  centimes  des  aires. 

Conditions. 

Le  Concours  est  ouvert  h  tous  les  lecteurs  des  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  Tauteur  : 

I**  A  un  ci'édit  de  loo^*"  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
Catalogue  de  M.  Gauthier- Villars; 
2"  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

\jGs  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  Rédaction 
AVANT  LE  i5  MAI  iQoi,  terme  d'absolue  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme 
Ann.  de  \Tathcmat.y  3*  série,  t.  XIX.  (Novembre  1900.)     3i 
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Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d^ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  Fauteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  mai  et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  (juant  k  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reslc  que  l'insertion  d'un  Travail  trop  étendu  serait 
matériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  juin  M)oi,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard,  publié 
dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2°  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  connaître 
sans  retard  s'il  désire  que  la  publication  de  son  travail 
ait  lieu  sous  son  nom,  on  sous  forme  anonyme.  Sou 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 
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[G2] 

SUR  LES  SUBSTITUTIONS  UNIFORMES 
ET  LE  PROBLÊME  DE  BABBA6E; 

Par  m.  E.  lAGOr. 


MM.  J^eau  rt  Lcineray  sr  sonl  occupes  à  plusieuus 
reprises,  dans  ce  Journal  et  dans  d'autres  Recueils,  des 

fonctions  itérées 

/«(^)=/«-,[/.(.r)] 

en  supposant  que  Titération  de  /,  ne  produise  qu'un 
nombre  fini  /;/  de  fondions  distinctes,  c'est-à-dire  que 

et  M.  Leau  a  notamment  démontré  que,  lorsque  les  /), 
sont  uniformes,  elles  sont  algébriques  et  linéaires  (' ). 

Or  on  peut  démontrer  que  ces  fonctions  sont  linéaires 
non  seulement  dans  le  cas  particulier  d'un  groupe  d'un 
nombre  fini  de  substitutions  obtenues  avec  une  seule 
substitution  fondamentale  fi^  mais  même  dans  le  cas 
général  d'un  groupe  de  substitutions  uniformes,  en 
nombre  quelconque  lini  ou  infini,  obtenues  par  répé- 
titions et  combinaisons  de  substitutions  fondamentales 
en  nombre  quelconque. 

On  sait  que,  ^\fn{x)  est  une  snbslitution  d'un  groupe 
quelconque,  la  fonction  yL«(ji:),  obtenue  par  inversion 
de  J„j  fait  aussi  partie  du  groupe  (^)  (dans  le  cas  par- 

(*)  Sur  les  fonctions  itérées.  Note  de  M.  Leau  parue  en  1898  dans 
le  Bulletin  de  la  Société  Mathématique. 

(')  Hecherches  sur  la  Théorie  des  fonctions,  par  M.  laggi.  Be- 
sançon. 1^7. 
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ticuiier  précédent,  f^  et  /,„,  fp  eif„,^p^i  sont  inverses 
deux  k  deux);  il  s'ensuit  que,  siyi,  ^^f-n  sont  uniformes, 
elles  sont  linéaires.  On  peut  d'ailleurs  entrer  dans  plus 
de  détails. 

Soit  5  une  substitution  d'un  groupe  donné  quelconc|ue, 
et  soit 

(1)  s=f{x) 

la  formule  de  s,  qui  l'exprime  en  x  au  nioven  d^opéra- 
tions  qu'indique/". 

Le  groupe  qui  contient  s  contient  aussi  son  inverse  t 
que  Ton  peut  écrire 

(2)  y=?p(a?), 

où  v>  est  obtenue  par  inversion  de^*^  or  de  (1)  on  tire  : 

(3)  a:  =  o(0. 

Si  donc  J  et  T  sont  des  fonctions  uniformes  de  x, 
c'est-à-dire  si  /(x)  et  0(0:)  sont  uniformes,  (i)  et  (3) 
font  voir  que  5  et  x  sont  fonctions  uniformes  l'une  de 
l'autre,  c'est-a-dire  sont  liées  par  une  équation  du 
premier  degré  par  rapport  à  chacune  d'elles,  ou  enfin 
que  5  est  une  fonction  linéaire  de  x,  et  alors  il  en  est 
évidemment  de  même  de  (T. 

Il  en  résulte  que,  si  un  groupe  d'un  nombre  quel^ 
conque,  fini  ou  injini,  de  substitutions  obtenues  au 
moyen  de  substitutions  fondamentales  en  nombre 
quelconque,  ne  contient  que  des  substitutions  uni- 
formes,  ce  groupe  est  exclusivement  composé  de  sub- 
stitutions linéaires. 

On  peut  aussi  énoncer  ce  fait  de  la  manière  suivante  : 
Si  un  groupe  formé  d'un  nombre  quelconque,  fini  ou 
infini,  de  substitutions  as'oc  des  substitutions  fonda- 
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mentales  en  nombre  quelconque,  n'est  pas  exclusive- 
ment   composé  de  substitutions  linéaires,   ce  groupe 
contient  des  substitutions  non  uniformes. 

Les  considérations  précédentes  montrent  encore  que 
si  Ton  veut  constituer  un  nombre  fini  m  de  substitutions 
avec  une  seule  substitution  fondamentale  fi  ( x),  cette 
Ibnclion  doit  être  algébrique. 

En  eflet,  s\  /\(x)  était  transcendante,  uniforme  ou 
non  uniforme,  son  inverse,  qui  fait  partie  du  groupe,  le 
serait  aussi;  or  de  deux  fonctions  transcendantes  in- 
verses Tune  de  l'autre,  Tune  au  moins  a  une  infinité  de 
valeurs,  sinon  ces  fonctions  sont  algébriques;  toutes 
ces  déterminations  devant  faire  partie  du  groupe,  on 
voit  que  le  groupe  ne  peut  se  composer  d'un  nombre 
fini  de  substitutions  s'ifi(x)  n'est  pas  algébrique,  ainsi 
que  toutes  les  autres  fonctions/),  obtenues  par  répéti- 
tion de  fi(x)\  il  est  évident  d'ailleurs  que,  si  f{x) 
satisfait  a  cette  condition,  toutes  les  autres  y  satisfont. 
Si  maintenant  on  considère  un  groupe  d'ordre  quel- 
conque /;,  c'est-à-dire  formé  au  moyen  de  p  substitu- 
tions fondamentales 

y lî    j\i    f\t     •  •  •  j    y î''  1 

ce  groupe  contient  comme  sous -groupe  le  groupe 
d'ordre  un,  formé  au  moyen  d'une  seule,  f^  par  exemple, 
des />  substitutions  fondamentales;  or  nous  venons  de 
démontrer  qu'un  tel  groupe  d'ordre  un  ne  peut  être 
composé  d'un  nombre  fini  de  substitutions  que  si/i  est 
algébrique  :  il  s'ensuit  i\\\  a  fortiori  le  groupe  d'ordre^ 
considéré  ne  peut  être  composé  d'un  nombre  fini  de 
substitutions  que  si  ses  p  substitutions  fondamentales 
et,  par  suite,  toutes  les  autres  sont  algébriques. 

Cette  condition  nécessaire  n'est  pas  suffisante;  on 
connaît  trop    d'exemples  de  groupes  de   substitutions 
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algébriques  en  nombre  infini  pour  qu'il  soit  ulile  d^in- 
sister. 

On  peut  cependant  caractériser  davantage  les  groupes 
d'un  nombre  fini  de  substitutions  obtenues,  soit  avec 
plusieurs  substitutions  fondamentales,  soit  avec  une 
seule  : 

Si 

sont  les //i  substitutions  algébriques  d'un  groupe  d'ordre 
quelconque,  le  produit 

P(^}=JJ[/«(.r)  [/i  =  o,  1,2,  ...;/o(jr)  =  x] 

n 

reste  invariable  quand  on  substitue  à  x  une  quelconque 

des  fonctions  /),  : 

F[/«(:r)J=F(.r). 

Or  cette  fonction  est  algébiique.  Considérons  donc 
une  fonction  algébrique  quelconque,  uniforme  ou  mul- 
tiforme, 

dont  l'inverse,  la  fonction  x  de^%  ait  m  -4-  i  valeurs^  les 
fonctions  f  délerniinées  par  V équation 

F(/)  =  F(:r)     (!) 

sont  les  Jonctions  les  plus  générales  qui  forment  un 
groupe  de  ni  -h  i  substitut iotis  (  v  compris  la  substitution 
identique  fç^z=x),  Yix)  ne  restant  assujettie,  bien 
entendu,  qu'à  ces  conditions  :  i"  d'être  algébrique^ 
2**  d'avoir  pour  inv(?rse  une  fonction  ayant  /w  4- i  va- 
leurs. 


(')  Le  cas  où  V{x)  csL  rationnelle  el  de  degré  m  4- i  en  x  n'est 
qu'un  cas  parliculicr  auquel  ne  peuvent  se  ramener  tous  les  cas 
possibles  des  ;;roupcs  ronsidrn-s  C  toc.  cit.). 
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Les  groupes  obleuus  ainsi  ne  sont  pas  nécessairement 
du  premier   ordre.  Ceux   qui   sont   du    premier  ordre 
forment  la  solution  la  plus  générale  du  problème  de 
Rabbage  : 

Déterminer  des  fonctions  itérées  en  nombre  m  telles 
i/ne 

A  ce  sujet  il  y  a  lieu  de  remarquer  que,  dans  la  solu- 
tion qu'en  a  proposée  Babbage,  solution  reproduite 
dans  quelques  Traités  d'Analyse  (  *  ),  entre  une  fonction 
arbitraire,  ce  qui  serait  en  contradiction  avec  nos  con- 
clusions. 

Si  fi  est  une  solution  particulière  de  l'équation  fonc- 
tionnelle précédente,  par  exemple  une  substitution 
linéaire,  il  forme  la  fonction 

O)  ?i(^-)  =  4'-ij/i[+i(^)]|. 

où  'i|   est  une  fonction  arbitraire,  ce  qui  donne,  eu 
écrivant  'Ix  au  lieu  de  •}(x), 

(6)  o,{x).^^-,Mr'^.,M,x. 

Or,  il  et  '^.i  étant  inverses  l'une  de  l'autre,  il  suppose 
(]ue 

(7)  'Vi'!'-iJ^  =  ^. 
pour  en  conclure 

(8)  ft(^)=^^-iAh^' 

Mais  ceci  suppose  que  'liX  est  uniforme  (transcen- 
dante ou  algébrique).  En  effet,  si  ^t{j:)  n'est  pas  uni- 

P)  Laiiiknt,    \natyse,  t.  VI. 
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forme,  ^t^^^x  ue  l*est  pas  non  plus  et  a  plusieurs 
valeurs  ;  parmi  ces  valeurs  se  trouve  x,  mais  les  autres 
valeurs  ne  peuvent  ê ire  x,  sinon  ^x  serait  uniforuie, 
et  la  formule  (8)  n'est  équivalente  à  la  formule  (6) 
qu'autant  que  ^x  est  uniforme. 

Le  but  de  la  formation  (5)  de  c9|  étant  de  pouvoir 
écrire 


on  doit  tout  d'abord  supposer  que  <lf( a:)  est  nnifornie. 
Mais  on  peut  remarquer  en  outre  que,  si  t!;_«jt:  n'est  pas 
uniforme  et  a,  par  exemple,  p  valeurs,  chacune  des 
fonctions  (f^x  ai  p  valeurs.  La  dernière,  par  exemple, 
qui  est  égale  à  <}^_«  ^iX,  ne  se  réduit  à  x  que  si  ^_,  est 
uniforme.  Supposons,  par  exemple^que  vj^i,  qui  est  uni- 
forme,  soit  égale  à  sinx.  On  aurait 

(    ce  — |—  2/177 

<pw+i^  =  <l'-i<}'ia?  =  arc  sin(sinip)=  | 

/  (2/H-  i)?:  — -ar. 

(/i  =  o,  zfci,  ±a,  ...;. 

Si  A|  est  une  fonction  rationnelle  de  degré  p  en  Xj 
J;^,  a/7  valeurs. 

Donc,  dans  aucun  cas,  ni  ^,  ni  ^_|  ne  peuvent  être 
multiformes,  et,  par  conséquent,  ces  deux  fonctions 
inverses  l'une  de  l'autre  ne  peuvent  être  que  //- 
ncaires.  Mais  alors  les  fonctions  ^n  sont  elles-mêmes 
linéaires.  Le  procédé  de  formation  des  fonctions  o^  par 
la  formule  de  Babbage,  qui  n'est  valable  que  pour  des 
fonctions  ^  linéaires,  ne  donne  donc  rien  si  Ton  se 
sert  de  fonctions  /,  linéaires,  car  on  sait  trouver  direc- 
tement tous  les  groupes  de  m  substitutions  linéaii*es. 
Cependant,  si  l'on  connaît  une  solution  /'{   non  linéaire 
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de  rëqualioii  (4)^  la  formule  (5),  où  if  est  une  fonction 
linéaire,  conduira  k  d'autres  groupes  de  m  substitutions. 
Mais  ce  ne  seront  encore  évidemment  cjuc  des  solutions 
particulières  du  problème  de  Babbage. 


[02] 
SIIB  L\B  CLISSE  BB  COURBES  PLANES  REMARQUABLES; 

Par  m.  Ernest  CESÀRO. 


Il  y  a  des  liaisons  simples  et  nombreuses  entre  lus 
courbes  représentées  par  l'équation  intrinsèque 


^&'-' 


X  et  |x  étant  deux  constantes,  dont  la  première  peut  être 
prise  indiiréremment  avec  le  signe  -f-  ou  — .  Il  faut  re- 
marquer que,  pour  [x  =  —  2,  Péquation  (i)  représente 
une  ligne  cydoïdale,  n  savoir  la  cycloïde  pour  ±:X=  1 , 
une  êpic;)cloïde  pour  X*>i,  une  hypocycloïde  pour 
A^<  I.  En  particulier,  pour  ifc  A  =  2,  3,  j,  |,  e/c,  on 
trouve  respectivement  Vépicycloïde  à  deux  rebrousse- 
ments,  la  cardioïde,  Vastroïde,  V hypocycloïde  à  trois 
rebroussements,  etc.  Pour  |jl  =  —  1  la  courbe  repré- 
sentée par  l'équation  (i)  est  parallèle  à  la  ligne  cydoï- 
dale^ qui  correspond  à  la  même  valeur  de  X.  Pour  |jl  =  i 
la  même  équation  représente  une  alysoïde;  et,  en  par- 
ticulier, si  dz  X  =  -J,  la  cliatnette.  Elle  représente  aussi, 
pour  a  =rr  2  et  ±  X  =  I ,  la  chaînette  d^ égale  résistance; 
pour  |A  =  4  ^^  ±X  =  3,  la  lemniscate  de  Bernoulli; 
pour  (A  =  i|  et  zt  X  =  -J,  la  parabole;  pour  |x  =  {  el 
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rh  X  =  |,  V hyperbole  equilalère.  Enfin,  plus  générale- 
ment,  pour  zt  ).  =  »j.  —  i  Tëquation  (i)  représente  une 
spirale  sinusoïde,  pour  ±:  A  =  ^  [jl^  i  une  ligne  de  Ri- 
baucour,  et  pour  d=5.  =  [jl^i  une  antre  importante 
famille  de  courbes,  carartérisées  par  la  propriété  que 
leurs  circonférences  osculatrices,  réduites  dans  un  rap- 
port constant  autour  des  points  de  contact  correspon- 
dants, au  lieu  de  passer  par  un  point  fixe,  comme  dans 
les  spirales  sinusoïdes,  on  d'être  normales  à  une  mente 
droite,  comme  dans  les  lignes  de  Ribaucour,  sont  tan- 
gentes à  une  droite  fixe.  Le  cas  exc<?pté  (  dz)^  =  i ,  [jl  =  i  ) 

est  celui  d*une  alysoïde  particulière  f  p  =  a  -f-  7~*  )'  ''*^** 
des  points  milieux  des  rayons  de  courbure  d'une  chai- 
nette  d'égale  résistance. 

Prenons  comme  axes  (mobiles)  la  tangente  et  la  nor- 
male en  un  point  quelconque  M  d^une  courbe  (i),  el 
partageons  le  rayon  de  courbure  en  M  dans  un  rapport 
constant  par  un  point  M'.  On  sait  (*)  que  les  variations 
absolues  des  coordonnées  de  ce  point  (x  =  o,  j^  =  Ara) 
sont  données  par  les  formules 

/    X  ,       doe        V  ,       dy       X 

ds         p  -^        ds         p 

qui  deviennent,  dans  le  cas  actuel,  .r  =  i  —  h^y  =  h--r^y 
d'où  l'on  déduit,  pour  exprimer  Tare  de  (M'), 


d£ 
ds 


D'autre  part  on  a,  en  vertu  de  (i), 
(*)  Gcomt'tn'a  intrinscca.  p.  uo. 
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Donc,  si  l'on  attribue  à  k  Tune  ou  l*aulro  des  valeurs 
suivantes 

on  obtient  deux  lignes  (Mi)  et  (iVI^),  dont  les  arcs  sont 
donnés  par  les  Torniulcs 

|X  II. 

ds        X  -M  \  a  /    '  ci  s        X  —  1  \  a  / 

de  sorte  que 

Comme  on  a,  d'ailleurs,  -, — h  t-  =  2,  on  voit  que  les* 

deux  lignes  partagent  harmonique  ment  les  rayons  de 
courbure  de  (M).  En  outre  le  coertjcient  angulaire  de 
la  tangente  à  (iW)  est 

V  k      dp 


i  —  k  ds 


S'-vW^ 


Il  en  résulte  que  les  inclinaisons  des  tangentes  à  (M|) 
et  (Ma)  sur  la  tangente  à  (M)  sont  deux  angles  supplé- 
mentaires, ©  et  t:  —  ©,  définis  par  la  formule 

Donc  (M|)  et  (IM2)  peuvent  élre  considérées  comme  les 
deux  branches  de  l'enveloppe  dUine  circonférence  Q, 
qui  joue  par  rapport  à  (M)  le  même  rôle  que  la  circon- 
férence directrice  pour  les  lignes  cycloïdales,  puisque 
le  centre  dé  courbure  de  (M),  en  tout  point  M,  appar- 
tient à  la  polaire  de  M  par  rapport  à  11.  Le  centre  de  il 
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esl  un  point  Mo,  doiiL  les  coordonnées 

sont  proportionnelles  aux  coordonnées  du  centre  do 
courbure  de  la  développée  de  (M).  Donc  ce  dernier 
point  se  trouve  toujours,  comme  dans  le  cas  (u.  =  —  2) 
des  lignes  cvcloïdales,  sur  le  diamèlre  de  û,  qui  passe 
par  M. 

Ce  qu'il  y  a  de  remarquable  c'est  que  les  courbes  (M©), 
(M|),  (M2)  appartiennent  toutes  à  la  classe  définie 
par  V équation  (i).  Remarquons  d'abord  qu'on  a 

_}^ 

sin<p     \a/  'xp       ^        9.Ap 

d'où  Ton  déduit  Tangle  de  contingence  de  (M')  : 

9  9  ^       \        2A/  p 

Les  rayons  de  courbure  de  (M|)  et  (M2)  sont  donc 

2>>a  /p  \« 

P»-  (X-4-i)(..rA-+-fx)  \a) 

.,=  -__■>'_>-_ (9y^^\ 

P»       (X_,)(2A-ji)  \aj 

On  vériiie  aisément  que  les  centres  de  courbur^i 
de  {Mi)  et  (Ma)  sont  en  ligne  droite  ax^ec  le  centre  de 
courbure  de  (M).  Il  sufGt  de  porter  les  derniers  l'ésuUats 
dans  les  formules  (3)  pour  trouver  que  (M|)  et  (Mj) 
sont  définies,  parmi  les  courbes  (i),  par  les  valeurs  sui- 
vantes des  paramètres  X  et  |jl  : 

^  'x\-\-  \t.  ^  2X  —  UL  211 

X,  =  i-,  Aj=  i-,  fiL|=u,  =  ■ — • 

\L-\-1  tX  —  2  '    '  *    '  U  -H  2 

Quant  à  (Mo),  T application   des  formules  (a)    aux 


(/i93  ) 
coordonnées  (4)  donne 


j==o. 


Comme  on  devait  s'y  attendre,  les  tangentes  à  (M) 
et  (Mo)  en  deux  points  correspondants  sont  parallèles. 
11  s'ensuit 

dsp  ^  I  fjL  -h  2  / p\^  dsii  _  ds 

ds  -'  lè  X*— I  \a)    '  po   ""    P  ' 


d'où 


(5) 


L'expression  de5o  peut  être  mise  sous  une  forme  très 
simple  en  remarquant  que 

dsp  =  —  xds  =•  —  {lx-\-  l^  — ijrf«=  —  dx-Jr  Yi » 

d'où 

EuGn,  par  rélimination  de  p  entre  les  égalités  (5),  on 
arrive  à  voir  que,  dans  la  classe  (i),  la  courbe  (Mo)  est 
caractérisée  par  les  valeurs  suivantes  des  paramètres  A 
et  |x  : 

^  X  fJL 

Ao= >  Uo  = — - — • 

}1  ^  I  '^       [Jl  -h  I 

On  suppose,  bien  entendu,  que  (M)  ne  soit  pas  pa- 
rallèle à  une  ligne  cjcloïdale.  Dans  ce  cas  ([x  =  —  i)  la 
seconde  formule  (5)  montre  immédiatement  que  (Mo) 
est  une  circonférence.  Il  faut  remarquer  aussi,  dans  le 
cas  général,  que  le  rajon  de  Û,  évidemment  égal  à 

R=_^=  >L_.^=  ifL/py"', 

sin©        /.*--i  coso        A* — I  \^/ 
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peut  èlrcî  mis  sous  ruiic  ou  Taulre  des  formes  suivantes  : 


d'oii  l'on  déduit  (jue  (Mo)  n'est  antre  (|ue  la  ligne  (Mj) 
relative  à  (M|),  en  même  temps  (ju'elle  est  la  ligne  (M|) 
relative  à  (M^).  Ou  remarquera,  en  particulier,  que 
si  (M)  est  une  ligne  de  Rîbaucour  ()^=^  (x),  il  en  est 
de  même  de  (Mo),  et  que  les  deux  ligues  admettent  la 
droite  (Ma)  comme  directrice,  tandis  que  pour  (M,  )  ou 
a  X,  =  [x<.  Il  en  résulte  que  toute  courbe  (i),  «  para- 
mètres égaux,  peut  être  considérée  comme  V enveloppe 
des  circonférences  décrites  des  points  d'une  ligne  de 
Ribaucour  comme  centres,  tangentiellenient  à  la  di- 
rectrice de  cette  ligne.  On  peut  aussi  la  considérer 
comme  le  lieu  des  conjugues  harmoniques,  par  rapport 
aux  rayons  de  courbure  d'une  ligne  de  Ribaucour, 
des  points  de  rencontre  des  norinales  à  cette  courbe 
avec  la  directrice;  et  les  cenlres  de  courbure  des  deux 
lignes,  en  deux  points  correspondants,  se  trouvent  tou- 
jours sur  une  perpendiculaire  à  la  directrice.  Nous  n'in- 
sistons pas  sur  une  foule  d*àutres  propriétés,  qu'il  serait 
aisé  de  déduire  des  formules  qui  précèdent. 


[M«3hp] 
FORMES  RÉDUITES  DTIVE  RELATIO:«  TRIPLEMENT  LINÉAIRE 
ENTRE  TROIS  YARIARLES; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


i.  Considérons  la  relation  triplement  linéaire 
(i)  Xxyz  4-  B,J'5  -r-...-+-Gia7-i-...H-D  =o. 

Si  Ton  suppose 

A  C .--  By  H/.  =  o        (  i,j\  A  --  F ,  •>.,  3), 
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en  posant  x  ==  J?'4-  a^j  =^'-f-  b^  z  =  :;'+  c\  on  peut 
faire  que,  dans  Ja  relation  de  même  forme  qui  lie  x\ 
y\  z\  on  ait 

B|Cj  =  62Cj  =  B|  Gj  =  AD'; 

en  supposant  iy=o  et  on  supprimant  les  accents,  on  a 
kxyz-^hyyz-^...^  \\y(^  _H...  j  -t-D  =  o 

Si  l'on  pose 


ou 


X    -    Y    -    Z    -  ^' 


on  a  donc 


A-3  AB,  B,B,XYZ  -r-  A:»B,  B,Bj(YZ  -+-...) 

H-A-AD(XH-.   .   .)-|-D  rrro. 

Le  rapport  des  coeflicients  pris  de  deux  en  deux  est 
le  même,  et  Ton  peut  disposer  de  A'  pour  que  ce  rapport 
ait  la  valeur  -f- 1  ou  la  valeur  — i,  selon  le  signe  du 
produit  Bi  62630^  il  sufUt  de  poser 

on  a  ainsi  les  formes  réduites 

X-i-Y-hZ-HrXYZ     _ 
^^^  i-;-E(YZ-hZX-+-XY)  "■ 

D'ailleurs,  e  est  le  signe  du  discriminant  du  premier 
membre  de  la  relation  (1)  rendue  homogèiu»;  on  peut 
le  voir  en  considérant  la  relation  (9.). 
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Ou  peut  exprimer  X,  Y,  Z  par  les  formules 

(3)     e=  — i  **    '  ^    ' 

f  w  -h  p  H-  cv  =  const.  =  0, 

(  X  =  Tli  a,        Y  =  Th  t^,        Z  =  Th  «'. 

(3')     £  =  -+-1  '  ^ 

/  a  -h  (?  -h  ip  =  const.  =  0, 

les  Th  élantdes  tangentes  hyperboliques. 

A  priori,  sauf  des  conditions  d'inégalité  et  des  con- 
ditions de  réalité  qui  se  trouvent  vérifiées  d'après  ce(|ui 
précède,  ou  doit  pouvoir  exprimer  les  variables  a:,  j",  z 
de  la  relation  (i)  par  des  formules  de  la  forme 


i 


ff  -h  p  H-  «^  =  consl.  =  < 


les  T  étant  des  tangentes  circulaires  ou  hyperboliques; 
on  aurait  pu  craindre  toutefois  que  les  relations  (i) 
amenées  par  les  formules  (4)  ue  fussent  soumises  à  une 
condition  invariante  :  on  a  vu  qu'il  n*en  est  rien. 

%  Voici  une  application  :  Soit  S  une  surface  du  troi- 
sième ordre  ayant  trois  points  doubles  A,  B,  C;  nous 
supposerons,  pour  plus  de  simplicité,  que  ces  points  sont 
les  points  à  l'infini  sur  trois  axes  de  coordonnées  Ox, 

0^,02. 

L'équation  de  la  surface  est  évidemment  linéaire  par 
rapport  h  chacune  des  variables  :r,  j  ,  z-^  elle  est  de  la 
forme  (i).  Par  un  transport  d'origine  et  en  rempla- 
çant X,  y,  z  par  des  quantités  proportionnelles  X,  Y,  Y, 
on  arrive  eu  général  à  Téquation  (a)  ou  aux  for- 
mules (3)  et  (3');  on  pourrait  d'ailleurs  employer  les 
formules  (4).  Parmi  les  cas  écartés  se  trouve  Je  cas  où 
l'on  aurait 

D'  —  o,        C\  =  o,         C  j  =  o,        C',  =  ()  ; 


(497  ) 
la  surface  aurait  alors  un  qualrième  point  double  :  ce 
serait  la  surface  corrélative  de  la  surface  de  Steiner  ;  le 
discriminant  dont  on  a  parlé  serait  alors  nul. 

Cherchons  les  droites  de  la  surface  représentée  par 
Téquation  (2).  Comme  A,  B,  C  sont  des  points  doubles, 
on  a  d'abord  les  droites  BC,  CA,  AB.  Une  autre  droite 
située  sur  la  surface  perce  le  plan  ABC  en  un  point 
situé  sur  l'une  des  droites  BC,  CA,  AB  :  elle  est  donc 
dans  un  plan  parallèle  à  Tun  des  plans  de  coordonnées» 
Comme  un  plan  X  =  X|  coupe  la  surface  suivant  une 
conique  passant  en  B  et  C,  si  cette  conique  se  compose 
de  deux  droites,  deux  cas  sont  possibles  :  l'une  des 
droites  passera  en  B,  Tautre  passant  en  C,  ou  bien  l'une 
des  deux  droites  sera  confondue  avec  BC,  le  plan  X  =  X| 
étant  alors  tangent  à  la  surface  le  long  de  BC.  On  obtient 
les  droites  en  question  comme  il  suit  : 

1*  Avec  les  formules  (3'),  l'hypothèse  X  =  v/s  =  i, 
ou  Th  u  =  I ,  ou  u  =  00,  donne  i^  ou  w  égal  k  —  00,  Th  ^ 
ou  Thtv  égal  à  —  1 ,  c'est-a-dire  que  la  relation  entre 

Y  et  Z  devient 

(Y-4.i)(Z-f.i)  =  o; 

avec    les    formules    (3),    l'hypothèse    X  =  v/ê=i   ou 
tangff  =  i  ou  11  =  100,  donne  de  même 

(Y-+-0(Z-+-0  =  o. 

Si   Ton  considère  alors   Thexaèdre  dont  les   plans  de 
trois  faces  ont  pour  équations 

X  =  v/Ê,         Y  =  v/ê,         Z  =  v/ê, 
les  plans  des  trois  autres  faces  ayant  pour  équations 
X= — /ë,         Y=  —  /ëj         Z=  — v^, 

les  six  droites  à  distance  iinie  obtenues  en  coupant  le 
Ann.  de  Mathémat.,  3»  série,  t.  XIX.  (Novembre  1900.)     Sa 
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premier  trièdrc  par  le  second  dessinant  sur  la  surface 
un  contour  hexagonal  gauche  A'B"C'A"B'C''A'. 

2®  Avec  les  formules  (3)  ou  (3'),  l'hypothèse  z«  =  8 
donne 

p  H-  iV  =  O, 

c'est-à-dire  que  Tliypotlièse  X  =  H  donne 
Y-f-Z=o; 

le  plan  X  =  H  est  donc  tangent  à  la  surface  le  long 

de  BC,  et  il  donne  sur  la  surface  une  droite  située  dans 

le  plan  des  deux  droites  B'C  et  WC\  Chacun  des  deux 

plansY  =  H,  Z  =  H  donne  de  même  une  droite  de  la 

surface. 

Un  calcul  direct,    effectué   en  partant  de  X  =  X|, 

montre  que  la  surface  n'a  pas  d'autres  droites.  Si  Ton 

compare  ce  calcul  à  celui  que  doit  donner  la  surface 

générale  du  troisième  ordre  contenant  les  droites  BC, 

CA,  AB,  on  trouve  qu'il   faut  ici  compter  quatre  fois 

chacune  de  ces  trois  droites,  deux  fois  chacune  des  six 

droites  A'B",  .  .  . ,  et  une  fois  chacune  des  trois  autres 

droites 

3x.i-+-6x2-+-3xi  =  27. 

Si  l'on  effectue  le  calcul  sur  Téquation  (i),  on  n'aper- 
çoit pas  aussi  facilement  le  contour  hexagonal  dont  il  a 
été  question  (Cf.  Noiwel/es  annales,  p.  i4i  ;  1894). 

3.  M.  d'Ocagne  a  appliqué  la  méthode  nomogra- 
phiqueà  la  relation  (1),  en  traduisant  cette  relation  par 
l'alignement  de  trois  points,  dans  le  cas  où  le  discrimi- 
nant est  positif  ou  nul  (Bulletin  de  la  Société  Math é- 
matique,  p.  53;  1898).  Pour  le  cas  où  le  discriminant 
est  négatif,  les  formules  (3)  donnent  une  relation  gra> 
phique  assez  simple  entre  les  trois  variables  auxi- 
liaires X,  Y,  Z. 
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[04h] 

SUR  L*HÉLIGOÏftE  GÉNÉRAL; 

Par  m.  l'abbé  ISSALY. 


On  sait  que  ce  nom  a  élé  donné  au  lieu  géoni'itrique 
représenlé  par  le  système 

(i)  a?=rcos6,        ^  — rsinO,         -s  =  o(/*) -h  rt8. 

C*est  une  surface  qui  jouit  notamment  de  cette  pro- 
priété que,  à  Taîde  d'une  détermination  convenable  de 
la  fonction  o,  elle  devient  apte  à  reproduire  toute  une 
série  de  surfaces  niinitna  allant  de  riiélicoïde  gauche, 
à  plan  directeur,  à  Taljsséide  de  Bour. 

Il  s'agit  de  déterminer  cette  fonction  o  par  une 
méthode  simple  et  directe,  n'empruntant  rien,  ni  à 
l'équation  de  Lagrange  y  relative,  ni  à  l'intégrale  de 
Mongc,  ni,  par  conséquent,  à  l'emploi  si  sujet  à  cau- 
tion (selon  nous)  des  lignes  coordonnées  dites  de  lon- 
gueur nulle, 

A  cetefl'et,  nous  ferons  observer  d'abord  que,  d'après 
notre  article  inséré  dans  les  Nouvelles  Annales  (p.  56; 
1900),  la  condition  caractéristique  de  toute  surface  mi-^ 
nima  peut  s'écrire 

(2)  —  ç -h p'^^'ip  cos4»  —  o. 

Or  si,  d'autre  part,  on  met  le  carré  de  Télémcnt 
linéaire  sous  la  forme  appropriée 

rfS»  =  A2  du*' ^-  A'ï  du'i -^23"  du  du\  * 

laquelle,  remarquons-le,  cnl^raîne  cos<ï»=  t-t""  ^"  ^'^^" 
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blira  sans  difficulté  les   relations  de  proportionnalité 
suivantes  : 

ZL2  -    P'    -.  £L 

les  déterminants  bien  connus  D,  EK,  D^'^  correspondant 
(nous  permutons  les  accents  dans  leur  notation  habi- 

tuelle)  aux  dérivées  respectives  ^-j-»  ^-?^>  d   d  '' 

Il  s'ensuit  que  la  condition  (2)  peut  aussi  s'écrire 

(a')  A'«D-f-A«D'-KB'D'  =  o. 

Ceci  poséy  revenons  à  notre  hélicoïde.  On  déduit 
immédiatement  de  ses  équations,  dans  Thypotlicse  de 
u  =  6,  tt'=r  : 

A*=r»-+-a2,        A'«==i-h9'«,       B' =  a«p', 
D  =  — r«9',  D'=  — r<p',         D'=a. 

Portant  ces  valeurs  dans  (a'),  on  arrive  à  Téquation 
différentielle 

(3)  r(r*-4-a«)(p'-H(r«-t-2a»)<p'-+-/'*<p'»=o, 

équation  qu'il  s'agit  d'intégrer.  Pour  cela  nous  posons 

d'abord 

«  — ae  =  Ç  =  <p(r), 

et,  conséquemment, 

ce  qui  nous  permet  de  donner  à  l'équation  (3)  la  forme, 
tout  autrement  avanlageusCy 

r(r»-4-  a*)/'—  (r«-+-  aa»)/'»—  r«=:  o, 

voire  celle-ci 

d^  r  drt 

(3')  r(r»-»-a«)^-(7«+2a«)^-r«  =  o. 


(  5o,  ) 
Faisons    maintenant    ^  =  ç»    et,    par    là    môme, 
3^  =  ^-,.;  il  viendra 

,  r'^'^'^ia'^        ,  r  dr 

dv 7~r rr  V  dr - 


C'est  une  équation  de  Bernoulli.  On  la  transforme 
en  une  équation  linéaire  en  y  posant  ^'*  =  w.  Elle 
devient  ainsi 

,o»\  j  2(r«-t-2a*)       ,  irdr 


Intégrant  et  désignant  par  m^  la  constante,  on  en 

conclut 

_    >_  dr^  _  r^jr^—m^) 

d'où 


Pour  achever  le  calcul,  multiplions  haut  et  bas  par 
y/rM-a^ ;  nous  aurons 

J  v/(/'«-4-a«)(r*— m«) 


-«.a.y- 


Or  si,  après  avoir  posé  p  =  r^  dans  la  première  inté- 
grale et  —  =  r  dans  la  seconde,  on  fait  respectivement 
dans  chacune 

v/(p  -f-  a»Xp  -  ^^)  =  (p  -+-  «M^ 
V^(i-4-a*pi)(i  — w'pi)  =  (i  —  w*p,)<,, 

on  trouvera  enfin 

,      v^r*  -4-  a»  -h  /r«  —  m* 
^  =  /n  log  -ï^ ï^^ 


—  a  arc  tang  —    ,  -+-  «0  -h  G. 
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Cest  la  fonction  qu'il  s'agissait  de  définir.  Elle  coïn- 
cide (au  signe  près  du  deuxième  itrme)  avec  celle 
donnée,  pour  la  première  fois,  par  Scherk.  On  constate 
d'ailleurs  qu'elle  reproduit  bien,  pour  m  ==  o,  riiéli- 
coïde  gauche  et,  pour  a  =  o,  l^alysséide,  ainsi  que  nous 
Tavions  annoncé  dès  le  début. 


[L*5b] 

DÉMONSTRATION  GÉOMÉTRIQUE  DUNE  PROPRIÉTÉ 
DBS  NORMALES  A  UNE  CONIQUE  A  CENTRE; 

Par  m.  a.  VAGQUANT, 


I.  Théorème.  —  Si  un  point  décrit  une  normale  en 
Wi  à  une  conique  C,  les  pieds  des  trois  autres  normales 
menées  de  ce  point  à  Csont  les  sommets  d'un  triangle 
dont  les  pôles  des  côtés^  par  rapport  à  C,  sont  sur  une 
hyperbole  équilatèi^  H  passant  par  le  centre  de  C, 
ayant  ses  asymptotes  parallèles  aux  axes  de  C  et  son 
centrée  au  point  to  de  C  diamétralement  opposé  à  w,. 

Cette  propriété  est  connue;  par  exemple,  elle  est  in- 
diquée, en  partie,  sous  sa  forme  corrélative  dans  l'Ou- 
vrage de  M.  E.  Duporcq  (Premiers  principes  de  Géo- 
métrie moderne^  p.  70);  on  la  rencontre  aussi  dans  un 
article  de  Neubei'g  (Nou\^elle  Correspondance  mathé- 
matique, t.  VI). 

On  peut  démontrer  très  simplement  cette  proposition 
en  se  servant  de  la  relation  qui  existe  entre  les  pôles 
de  deux  cordes  d'une  conique  telles  que  les  normales 
aux  extrémités  de  ces  cordes  concourent,  savoir  :  le  pôle 
do  l'une  des  cordes  est  le  centre  de  l' autre,  en  appe- 
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lant,  avec  Laguerre,  centre  d'une  droite  par  rapport  h 
des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  le  point  dont 
les  projections  sur  les  axes  sont  symétriques,  relative- 
ment à  Torigine,  des  points  où  les  axes  sont  rencontrés 
par  la  droite  ;  celle-ci  sera  la  centrale  du  point. 

Soient  P  un  point  de  la  normale  en  a>i  à  la  conique  C 
et  a\,  a2,  a%  les  pieds  des  trois  autres  normales  à  C  me- 
nées par  P.  La  corde  tù^a^  rencontre  les  axes  Ox,  Oy 


y,L.  — ïa; 


de  C  en  ^\  et  v,  •  le  point  a',  qui  se  projette  en  p«  et  yi 
sur  Ox  et  0/est  le  symétrique  par  rapport  à  O  du  pôle  cn^ 
de  la  corde  a^a^-  Dans  le  rectangle  O^i  a',  yi  les  diago- 
nales Oa'j,  ^ly,  se  coupent  en  leur  milieu  a'  et  sont 
également  inclinées  sur  Ox  et  Oj.  Soit  O'  le  symé- 
trique de  O  par  rapport  à  a)|  ;  la  droite  O'a',,  paral- 
lèle à  (0|  a',  et  la  droite  Oa'^  étant  également  inclinées 
surOx,  Oy^  forment  deux  faisceaux  homographiques; 
les  rayons  homologues  et  parallèles  de  ces  faisceaux 
sont  parallèles  à  Ox  et  Oy]  donc  le  lieu  de  a,  est  une 
hyperbole  équilatère  passant  en  O  et  O',  de  centre  ù)|  . 


(  5o4  ) 
Le  lieu  de  ai,  symétrique  de  a',  par  rapport  à  O,  est  une 
hyperbole  ëquilatère  U,  passant  en  O,  de  centre  co  dia- 
métralement opposé  à  (0|  sur  C,  ayant  ses  asymptotes 
parallèles  aux  axes  de  C. 

On  remarquera  qu'il  existe  une  infinité  de  triangles 
tels  que  ai  as  as  inscrits  à  H  et  circonscrits  à  C;  les  nor- 
males aux  points  de  contact  ai,  as,  a,  des  côtés  d'un 
triangle  aiasaj  avec  C  concourent  en  un  point  situé 
sur  la  normale  en  (U|  à  C. 

Réciproquement,  si  une  hyperbole  ëquilatère  H  a 
son  centre  en  un  point  co  d'une  conique  C  et  ses  asymp- 
totes  parallèles  aux  axes  de  C,  on  peut  lui  inscrire 
une  infinité  de  triangles  qui  soient  en  même  temps 
circonscrits  à  C.  Les  normales  aux  points  de  contact  des 
côtés  de  l'un  de  ces  triangles  concourent  en  un  même 
point;  le  lieu  de  ce  point  est  la  normale  menée  à  C 
au  point  o>i  diamétralement  opposé  à  co. 

En  effet,  si  Ton  considère  la  normale  en  cji  à  C  et  un 
point  P  de  cette  normale,  les. tangentes  à  C  aux  pieds 
ai  y  as,  as  des  trois  autres  normales  menées  à  C  par  P 
se  coupent  deux  à  deux  en  des  points  ai ,  as,  as  situés  sur 
une  hyperbole  équilatère  H'  passant  en  O,  de  centre  (o, 
d'asymptotes  parallèles  à  Ox,  Oj\  Doue  H'  est  iden- 
tique à  H. 

II.  Théorème.  —  Le  triangle  ai  as  a,  inscrit  à  H  e£ 
circonscrit  àQest  aussi  inscrit  à  une  conique  C|  coaxiale 
à  C. 

En  effet,  le  triangle  Ox^j^^,  ayant  pour  sommeis  O 
et  les  points  à  Tinfini  sur  les  axes  Ox,  Oy^  et  le  triangle 
aiasas  sont  inscrits  dans  Thyperbole  d'Apollonius 
coiéZiasas;  donc  ces  triangles  sont  conjugués  par  rap- 
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port  à  une  conique  F  qui  aura  dès  lors  pour  axes  Ox^ 
Oy.  Si  l'on  prend  la  polaire  réciproque  de  G  par  rap- 
port à  r,  on  a  une  conique  G  coaxiale  à  C  et  inscrite 
dans  â|  a2a3  ;  la  polaire  réciproque  de  G  par  rapport  à  C 
est  une  conique  C| ,  coaxiale  à  C  et  passant  par  ai,  aa^as. 
Les  normales  en  ai,  a^^  a^  à  C  concourent  en  P  et  les 
normales  en  ai,  a2,  as  à  C|  concourent  en  un  point  P4 
de  l'hyperbole  équilatère  H  qui  est  une  hyperbole 
d'Apollonius  pour  la  conique  C|. 

Réciproquement ,  étant  données  deux  coniques 
coaxiales  d  et  C  telles  quil  existe  un  triangle  ai  a2  a, 
inscrit  à  G|  et  circonscrit  à  C,  les  normales  à  C»\  en 
(f'\0L2^^  concourent;  il  en  est  de  même  des  normales  à 
C  aux  points  de  contact  a,,  a,,  a^  de  C  avec  les  côtés 
du  triangle  ai  ol^  aj.  Le  centre  de  V hyperbole  d'Apol- 
lonius ai  a2a3  est  sur  C. 

En  effet,  il  existe  une  infinité  de  triangles  a|a2a3 
inscrits  à  C|  et  circonscrits  à  C  ;  soient  T  et  T'  deux  de 
ces  triangles,  il  existe  une  conique  F  conjuguée  à  la 
fois  aux  triangles  T  et  T';  il  est  clair  que  si  l'on  prend 
la  polaire  réciproque  de  C|  par  rapport  à  F  on  obtient 
la  conique  C;  d'ailleurs  le  triangle  Ox^y^  conjugué 
à  la  fois  par  rapport  aux  coniques  C  et  C|  sera  conjugué 
par  rapport  à  F;  les  triangles  aia2a3  et  Ox^y^  con- 
jugués à  F  ont  leurs  sommets  sur  une  conique  qui  est 
une  hyperbole  d'Apollonius  relative  à  C|  ;  donc  les 
normales  C|  aux  points  ai  a2a3  concourent  (E.  Duporg, 
loc.  cit,,  n**  101). 

Si  G  est  la  polaire  réciproque  de  C|  par  rapport  à  C, 
le  triangle  Utaia^  est  inscrit  à  Cet  circonscrit  à  G. 
Comme  C  et  G  sont  coaxiales,  les  normales  a^  ^3)  ^3 
à  C  concourent,  d'après  ce  qui  précède,  en  un  certain 
point  P;   de  plus,  Fhyperbole  d'Apollonius  ol^c^zOL^  a 
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son  centre  sur  C  au  point  o>  diamétralement  opposé  au 
pied  o>i  de  la  quatrième  normale  menée  à  C  par  P;  car 
si  P  décrit  la  normale  en  a)|  à  C,  les  points  ai,  a^,  a, 
décrivent  une  hyperbole équilatère  passant  en  O, x^^y^, 
de  centre  (o,  coïncidant  avec  l'hyperbole  d'Apollonius 
ttiasots  relative  à  la  conique  C|. 


[P] 

SUR  LA  TRANSFORMATION,  POINT  PAR  POINT, 

DES  COURBES  ALGÉBRIQUES; 

Par  m.  V.  JAMET. 


Étant  donnée  une  courbe  algébrique  (C)  dont  tous 
les  points  multiples  sont  à  tangentes  distinctes,  nous 
nous  proposons  de  montrer  comment  on  peut  lui  faire 
correspondre,  point  par  point,  une  autre  courbe  algé- 
brique dont  tout  point  multiple  est  un  point  double 
(à  tangentes  distinctes  ou  confondues)  en  n'employant 
d'autres  transformations  que  les  suivantes  : 

1  ®  Par  rayons  vecteurs  réciproques  ; 

2®  Par  polaires  réciproques; 

30  pgp  Yoie  d'homographie. 

A  cet  effet,  nous  rappelons  que  M.  Zeuthen  (iV.  A., 
a®  série,  t.  V;  1866)  a  montré  comment  on  peut  cal- 
culer le  nombre  des  points  d'où  Ton  peut  mener  a  (C) 
trois  normales  égales,  ainsi  que  le  nombre  des  points, 
situés  sur  la  développée  de  (C),  d'où  Ton  peut  mener  à 
celle-ci  une  normale  égale  au  rayon  de  courbure  qui  y 
touche  la  développée;  cela  revenait  évidemment  à  cher- 
cher le  nombre  des  cercles  tritangents  à  (C),  et  aussi 
le  nombre  des  cercles  qui,  étant  bi tangents  à  (C),  ont, 
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en  un  de  leurs  points  de  contact,  un  contact  d^ordre 
supérieur  au  premier  avec  (C).  Pour  nous,  ressenliel 
est  de  savoir  que,  si  (C)  est  algébrique,  le  nombre  de 
ces  cercles  est  fini.  EnGn,  les  cercles  qui  ont  avec  (C) 
un  contact  du  troisièm<^  ordre  au  moins  sont  en  nombre 
fini. 

Cela  posé,  transformons  (C)  par  rayons  vecteurs 
réciproques,  en  prenant  pour  pôle  d'inversion  un  point 
f|ui  ne  soit  situé  sur  aucune  des  circonférences  que 
noi|ls  venons  d'énumérer.  Nous  obtenons  une  première 
transformée  (S)  dont  toute  tangente  singulière  n'ayant 
pas  son  point  de  contact  au  pôle  est,  ou  une  tangente 
d'inflexion,  ou  une  tangente  double;  les  tangentes  d'in- 
flexion répondent  aux  cercles  osculateurs  à  (C),  menés 
par  le  pôle  de  transformation;  les  tangentes  doubles 
aux  cercles  bilangents  à  (C)  passant  également  par  le 
pôle. 

Supposons  encore,  cliose  toujours  possible,  qu'on  ait 
préalablement  fait  subir  à  la  courbe  (C)  une  transfor- 
mation homographique  permettant  de  supposer  que 
tous  ses  points  à  l'infini  sont  distincts;  le  pôle  de  trans- 
formation P  sera,  sur  (S),  un  point  multiple  à  tangentes 
distinctes. 

Transformons  encore  (S)  par  la  métbode  des  polaires 
récipro(jues5  la  transformée  (T)  n*aura  pour  points 
multiples  que  des  points  répondant  à  des  tangentes  sin- 
gulières de  (S)  dont  les  points  de  conta<:t  sont,  ou  des 
points  distincts,  ou  des  points  d'inflexion.  Or,  outre  les 
tangentes  au  point  P,  la  courbe  (S)  n'a  pour  tangentes 
multiples  que  des  tangentes  doubles,  et  à  chacune  d'elles 
répond  un  point  double  de  (T);  de  plus,  à  chaque  tan- 
gente d'inflexion  de  (S)  répond  un  point  de  rebrousse- 
ment  de  (T),  et  si  (T)  a  d'autres  points  multiples,  ils 
ne  peuvent  provenir  que  de   la  singularité  présentée 
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par  (S)  au  point  P.  Mais  ce  point  se  transforme  en  nue 
tangente  multiple  à  points  de  contaet  distincts,  et  chacun 
d'eux  est  un  point  ordinaire  de  (T).  Celle-ci  remplit 
donc  toutes  les  conditions  du  problème. 


[A4a] 

NOTE  SUR  LES  GROUPES  FINIS; 

Pab  m.  MiCHAEL  BAUER,  à  Budapest. 


1 .  Soit  t)  un  groupe  d'ordre  /?*  et  soient 
(i)  hy     hy     ..-1     kr 

ses  sous-groupes  p^"* .  Il  est  connu  que 
r^i        (modp). 

Je  démontrerai  que,  plus  précisément, 

Désignons  le  plus  grand  commun  diviseur  des  groupes 
(i)  par  ï,  comme  dans  une  Note  antérieure  (*).  Alors  r 
est  le  nombre  des  sous-groupes 

(2)  j>       -,       .--,       - 

qui  sont  les  sous-groupes  de  l'index  p  du  groupe  -•  Or 

~  est  un  groupe  des  opérations  échangeables  dont  toutes 
les  opérations  différenies  de  l'unité  sont  d'ordre  p. 
Puisque  l'ordre  du  groupe  -  est  /;""Y,  nous  trouvons, 

(  '  )  JVote  sur  les  groupes  d'ordre  /?«. 
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d'après  M.  Zsigmondy  (*  ),  la  relation 

(3)  r^iTLll. 

/>  — I 

Cette  relation  suit  de  la  formule  (2),  p.  207,  du  Mé- 
moire'cité,  si  nous  y  substituons 

|«t=  «!  =  ...  =  a,=  i, 
5  =  a  — Y,        t  =  i, 
Yi=i,        mi  =  5  — I,        Ai  =  *, 

2.  Soit  ^  un  groupe  d'ordre 

St  /e  groupe  t)  a  des  sous- groupes  invariants  d^ ordre 
-y  alors  leur  nombre  est  ■ 


P  P  —  i 

Pour  le  démontrer,  il  suflGt  de  remarquer  que  Tordre 

du  plus  grand  commun  diviseur  des  sous-groupes  inva- 
riants d'ordre  -  est  divisible  par  m. 
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NOTE  SUR  LES  GROUPES  D  ORDRE  p^', 

Par  m.  Michel  BAUER,  à  Budapest. 


Soit  ï)  un  groupe  d'ordre />*,  p  étant  un  nombre  pre- 
mier. Soient  les  sous-groupes  d'ordre />«"* 

(i)  (>i,    llî,     '->    ^r; 


(»)  Beitràge  zur  Théorie  AbeVscher,  etc.  {Monatshe/tef.  Math, 
u.  Phys.,  Bd  VII). 
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si  nous  (losif^noiis  le  plus  grand  commun  diviseur  des 
sous-groupes  [s)  par  1>,  nous  pouvons  démontrer  les 
théorèmes  suivants  : 

1.  Le  groupe  ^  est  différent  de  V unité,  excepté 
le  cas  oà  I)  est  un  groupe  des  opérations  échan- 
geables dont  toutes  les  opérations  outre  l'unité  sont 
d'ordre  p, 

IL  Le  groupe  -  est  toujours  un  groupe  des  opéra- 
tions échangeables  dont  toutes  les  opérations  diffé- 
rentes de  l'unité  sont  d'ordre  p. 

i.  Le  groupe  I)  n'est  pas  un  groupe  des  opérations 
échangeables,  c'est-à-dire  le  groupe  des  commutaletu-s 
(Commutator-Gruppe)  appartenant  à  I)  est  diitëreni 

de  l'unité  (*).  Puisque  les  sous-groupes  —  sont  d'ordre 

p  el,  par  conséquent,  leurs  opérations  échangeables, 
tous  les  sous-groupes  I)/  contiennent  le  groupe  des  com- 
mutateurs. 

2.  Le  groupe  i)  contient  des  opérations  d'ordre 
^P(jî>i).  Soit  ol>  une  telle  opération;  ses  puissances 
forment  un  groupe  circulaire  dont  Tordre  est  /;P.  Le 
groupe /3t  a  un  seul  sous-groupe  d'ordre  />P~*,  que  nous 
désignons  par  J0.  Or  J0  est  contenu  comme  sous-groupe 
dans  tous  les  groupes  1)/.  Car  il  est  possible  que  1)/  con- 
tienne 3i  et  par  conséquent  JB.  Sinon  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  1)/  avec  3i  est  uu  sous-groupe  d'ordre 
pP~*,  et  celui-ci  ne  peut  être  que  JB. 


(  '  )  FnoBENius,  Ueber  die  Primfactoren  der  Gruppen  détermi- 
nante (Berliner  Sitzungsberichte,  p.  i.V^3;  1S96). 
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3.  Les  opéralioiis  du  groupe  I)  sont  écliangeablcs,  et 
toutes  les  opérations  diÛéreutes  de  l'uuité  sont  d'ordre/;. 
Eu  ce  cas,  nous  verrons  que  i  se  réduit  à  Tunité.  Soit 
uue  base  du  groupe  \) 

„Vj  —  iVj  —  ...  —  »Va. 

Si  lil)  est  une  opération  (]uelc'oii(|ue  diilerente  de 
runitéy  on  peut  construire  un  sous-groupe  d'ordre  p^~* 
qui  né  contient  pas  ilb.  Par  exemple,  soit 

U!,  =  .l»;-  .Vf» . . .  a.J« 
cl 

(rup)^  i; 

alors  le  groupe  minimum  des  opérations 

est  un  sous-gronpe  d'ordre  /;?"'  qui  ne  contient  pas  ilî). 
(a)  _,     -,     ...,     _. 

4.  Soit  le  groupe  ï  d'ordre  /;Y  ;  alors  les  sous-groupes 
sont  les  mêmes  que  les  sous-groupes  d'ordre /7*~Y"~*  du 

groupe  -  dont  Tordre  est  />*~Y.  Or  il  suit  de  la  définition 
de  ï  que,  outre  Puni  lé,  les  groupes  (2)  n'ont  pas  des 
opérations  communes,  et  ainsi  -  est  un  groupe  des  opé- 
rations échangeables  dont  toutes  les  opérations  dilï'é- 
renles  de  l'unité  sont  d'ordre  /;. 
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CERTIFICATS  DBTilDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE   JUILLET  1900.    -    COMPOSITIONS. 


Caeiu 

Éléments  généraux  de  mathématiques. 

I.  Trouver  la  surface  S  lieu  des  points  équidistants 
d *un  plan  P  et  d'un  point  F  donné  à  une  distance  pdeP 
et  montrer  que  ses  sections  planes  se  projettent  sur  P 
suivant  des  cercles.  Aire  de  la  partie  de  S  comprise 
entre  le  sommet  et  le  parallèle  dont  le  plan  passe  par  F. 

Montrer  que  les  lignes  tracées  sur  S  de  (elle  sorte 
que  leurs  tangentes  fassent  un  même  angle  a  avec  P  se 
projettent  orthogonalement  sur  ce  plan  suivant  des 
développantes  de  cercle, 

L^aire  demaDdée  est  «"ïî^v/^  —  i)^.   Les  projections 

des  courbes  proposées  ont  une  équation  de  la  forme 

/•-T-=ptanga   :  leurs  tangentes  sont  à  une  distance 

constante,  p  langa,  du  pôle. 

II.  Deux  points  pesants,  M,  de  masse  i,  M',  de 
masse  3,  s^ attirent  avec  une  intensité  Sw^MM';  M' peut 
se  mouvoir  librement,  M  est  assujetti  à  glisser  sans 

frottement  sur  une  verticale  fixe  ;  les  vitesses  initiales 
sont  nulles.  Mouvement  des  deux  points;  mouvement 
de  W  relativement  à  des  axes  de  directions  fir es  menés 
par  M. 
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KrnEuvE  pRiTiQi'B.  —  Quand  une  liloilr,  d' ascension 
droite  A,  se  lè^e  à  lliodzon  d\ui  lieu  dont  la  latitude 
est  A,  son  azimut  est  a;  calculer,  pour  cet  instant, 
l'angle  horaire  de  l'étoile,  H,  et  l'heure  sidérale 'V. 

Cas  de  A  =  9"  1 7'  I  '?!' ,  A  rr-.  i8«  4 1  ' 3",  a  =  '>.2.V', 

cotl!  =  sinX  cola,         H  =  uSi*» 5' •»(>',         T  =  ifi^j™  W. 

MÉCAMOfE. 

I.  Une  parabole  P  roule  sur  une  parabole  égale  Q, 
Jijce,  de  manière  que  les  deux  courbes  soient  toujours 
symétriques  par  rapport  à  la  tangente  au  point  de 
contact  M.  Lieu  décrit  par  If^Joj  er  de  P.  Déterminer, 
pour  une  position  de  la  Jigure  mobile  :  i  "  //i  circonfé- 
rence des  inflexions;  2"  le  rayon  de  courbure  de  P  et 
de  Q  en  M;  3'*  le  point  K  oii  Vaxe  de  V  touche  son 
enx^eloppe  et  le  rayon  de  courbure  0  de  celte  eni^e- 
loppe  au  point  E;  î"  p  est  de  la  forme 

cos7a(i  -l-';tsiiiî^a) 

II.  l'ne  barre  très  mince,  homogène,  pesante,  de 
longueur  2«,  a  l'une  de  ses  extrénulés  A  assujettie  à 
rester  sur  Vaxe  OZ,  qui  est  vertical,  l'autre  extré- 
mité K  sur  la  surface  de  i ellipsoïde  de  résolution 

il  n'y  a  pas  de  frottement,  .i  l'instant  initial,  la  barre 
située  dans  l'intérieur  de  V ellipsoïde  a  son  extrémité 
supérieure  A  immobile,  elle-même  tournant  autour 
de  OZ  ai^ec  une  vitesse  (o  et  inclinée  de  4'V'  sur  i  ho- 
rizon, 

Mouvetnent  de  la  barre;  réactions  exercées  sur  les 
points  A  ef  B. 
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Le  centre  de  gravité  G  reste  dans  le  plan  OXY; 
0G  =  asinO;  ' 


2 


La  réaction  en  A,  paralèlle  à  GO,  est 
,  ^  5a(i)tsin6 

la  réaction  en  B  est 

y4  — 3sin«e 


<r- 


'2  cos  6 


Toulouse. 
Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreove  écrite.  —  L  Intégration  de    réqualion 
aux  différentielles  totales 

\  dx  -{-Y  dy  -\-  \  dz  =^  Oy 
oiV  X,  Y,  Z  désignent  des  fonctions  données  variables 

H.  Déterminons  la  valeur  de  l' intégrale 


/*"*"*  cos  a?  , 


IlL   On  considère  la  surface  définie  par  les  for- 
mules 

a 

X  =  --  cos  a  cosi^, 
4 

a 
Y  =  —  cost^  sinp, 
4 


/  u         .     ll\ 

=  a  (  1  —  cos  — h  sin  —    > 
\  -^  >  I 
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OÙ  a  est  {tonné,  cl  f/ui  déterminant  y   en  fonction  de 
deux  paramètres   u   et   i',    L's  coordonnées  x^  y^  z 
d'un  de  ses  points  par  ra/tport  à  trois  nxes  rectan- 
gulaires Oa*,  Oy^  Oz, 

Déterminer  sur  cette  sur/ace  les  courbes  dotit  les  nor- 
nuiles  principales  rencontrent  constamment  l'axe  Oz 
et  établir  que  ces  courbes  sont  algébriques. 

Épreuve  pratique.  —  Construire  la  courbe  ayant 
pour  équation 

0  =   f  (lo/'-o)^/- 

J  r^r^ — loor'H- i8or  —  8i 

et  passant  par  le  point 

(ô  =  o,  r~  — 5-f- v/Ï4). 

Nota,  —  Ou  rcMiiaitiuera  <jue  la  qiiaiitîlé  sous  le 
radical  s'annule  pour  certaines  valeurs  entières  de  /*. 

M ÊCAN IQ \j  Ë  RATION VEI.I.E . 

fvHUSt>vE  ÉCRITE.  —  I.  Une  surface  de  révolution 
est  engemdt'ée  par  la  courbe 

a;^jr  =  a^        (aconslani) 

tournant  autour  de  l'axe  des  y  qui  est  vertical  et 
tourné  vers  le  bas,  dans  le  sens  de  la  pesanteur. 

Etudier  le  mouv»ement  d'un  point  pesant  sur  celte 
surface  et  indiquer  les  cojiditions  initiales  qui  doivent 
être  satisfaites  pour  que  la  trajectoire  coupe  les  méri- 
diens sous  un  angle  constant. 

Réaction  de  la  surface, 

II.  Exposer  très  sommairement  la  méth^a  géotné- 
Irique  de  Poinsot  pour   étudier  le  mouveni^ut  d^un 
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corps  solide  qui  est  assujetti  à  tourner  autour  d'un 
point  fixe  et  qui  n'est  soutnisà  V action  d' aucune  force 
extérieure. 

Ei»REt3VE  PRATiQui:.    —    Calculer  V attraction   new- 
ton ienne  d'un  solide  homogène  limité  par  un  parabo^ 


loïde  de  révolution  et  par  un  plan  perpendiculaire  à 
Vaxe  sur  un  point  matériel  situé  au  foyer  de  la  para- 
bole  génératrice. 

Soit  AB  la  trace  du  plan  sécant  qui  limite  le  seg-- 
ment. 

On  dotvie  le  paramètre  p  de  la  parabole  généra- 
trice, l'angle  AFH  =:  a,  la  densité  p  du  paraholoide, 
le  coefficient  [jl  d'attraction. 

Pour  quelle  valeur  de  l'angle  a  l' attraction  du  seg- 
ment sur  le  foyer  est-elle  nulle? 


MÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Les  circonférences  primi- 
tives O  et  O'  de  deux  engrenages  plans  tournent 
autour  de  leurs  centres  respectifs  avec  des  vitesses 
angulaires  constantes ,  et  leur  point  de  contact  I,  consi- 
déré comme  appartenant  à  Vune  ou  à  Vautre,  a  même 
vitesse  \.  Un  point  M  se  meut  d'une  façon  quelconque 
et  l'on  désigne  par  V  sa  trajectoire  absolue,  par  u  sa 
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vitesse  absolue  et  par  y  et  y'  ses  trajectoires  relatii^es 
dans  les  plans  des  deux  cercles  O  et  0\ 

i*^  Démontrer  que  la  condition  nécessaire  et  suffi- 
sante pour  que  Y  et  y'  soient  des  profils  conjugués  est 
que  las  deux  segments  V  et  i»  aient  toujours  des  pro^ 
jections  égales  sur  la  droite  TM. 

On  peut  se  donner  arbitrairement  la  trajectoire  F. 
Quelle  tran/ormation  subissent  les  deux  profils  y  et 
y'  quand  on  remplace  F  par  une  de  ses  conchoïdes  par 
rapport  au  point  1? 

2"  Déterminer  la  nature  géométrique  des  profits  y 
et  Y  quand  la  courbe  F  est  une  droite  passant  par  I  et 
ipuind  cette  courbe  est  le  cercle  décrit  sur  10  comme 
diamètre. 

II.   Reclierche  générale  des  systèmes  articulés  plans 
'  dont  on  peut  déterminer  toutes  les  tensions  par  la  sta- 
tique. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  le  système  arti^ 
cnlé  ci-dessous  formé  de  triangles  équilatéraux  ;  les 

Fip.  2. 

A ' aC 


P»ioo'? 


deux  points  A  et  B  sont  fixés  de  façon  que  AB  soit 
horizontale  et  égale  à  la  longueur  commune  de  toutes 
les  tiges. 

Déterminer  les  tensions  et  réactions  produites  pur 
le  poids  propre  du  système  et  par  une  charge  de  1 00"^^ 
appliquée  en  C. 
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Poids  de  chaque  barre,  lo*'*. 

On  construira  le  diagramme  en  adoptant  comme 
éehelle  des  forces  i*^"  par  \o^^. 

Astronomie  ou  MBGANrQiiK  câlbste. 

Epreuve  écrite.  —  Aberration  des  astres  fixes. 
Établir  les  formules  (/ai  donnent  les  changements 
apportés  par  V aberration  à  l* ascension  droite  et  à  la 
déclinaison  d'une  étoile.  Aben'ation  annuelle. 

On  admettra,  sans  les  démontrer,  les  formules  sui~ 
if  an  tes  : 

d3c       d\         n     ,       .    -         .  ^ 

dl         dt        coscp  "^  ^  '  " 

dy       d\  n     .  ^        . 

-^  =  -; ( —  COS0  —  sincp  cosm)cos£, 

di        dt        coso  ^  ^  .  ^         ' 

dz        dZ  n     ,  ^        .  X    • 

=  _- (— -  ces©  —  sin©  CCS  m)  sins. 

dt         dt        cos©^  ^  •  ' 

Dans  ces  formules,  x,y,  z  désignent  les  coordonnées 
rectangulaires  équatoriales  de  l* obsen^a leur  (Ox  pas- 
sant par  le  point  vernal)^  X,  Y,  Z  celles  du  centre  du 
Soleil,  n^  ^^  Q^  xs  et  t  le  moyen  mouvement  diurne, 
l'angle  d'excentricité,  la  longitude  du  périgée  et 
l^ inclinaison  de  l'orbite  du  Soleil  sur  l'équateitr, 
(L'angle  d'excentricité  est  l' angle  dont  le  sinus  est 
égal  à  l'excentricité.) 

Épreuve  pratique.  —  La  durée  de  la  révolution  de 
la  planète  Junon  autour  du  Soleil  est  de  1591^,988^ 
r excentricité  de  son  orbite  est  0,25786.  Calculer, 
av^ec  la  précision  que  comportent  les  données,  le  tefnps 
qui  s'écoule  depuis  son  passage  au  périhélie  jusqu'au 
moment  oit  son  rayon  vecteur  est  perpendiculaire  au 
grand  axe. 
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GÉOMÉTRIE  SUPÉRIEURE. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Démontrer  que,  si  des  courbes 
pleines  formant  une  congruence  sont  normales  à  toute 
une  famille  de  surfaces,  elles  conservent  cette,  pro- 
priété lorsqu'elles  sont  entraînées  dans  la  déformation 
de  la  surface  enveloppe  de  leurs  plans. 

Cas  particulier  oii  les  courbes  considérées  sont  des 
cercles, 

II.  On  considère  une  congruence  de  cercles.  Une 
sphère  S  passant  par  un  cercle  C  de  la  congruence  est, 
en  général,  tangente  en  deux  points  M,  M'  de  ce 
cercle  à  une  surf  ace  S  de  la  congruence  passant  par  C, 

Lorsque  la  sphère  S  varie,  en  passant  par  C,  la 
droite  MM'  passe  constamment  par  un  point  P  du  plan 
du  cercle  C;  lorsque,  au  contraire,  S  restant  fixe, 
S  varie  en  passant  par  C,  la  droite  MM'  passe  con- 
stamment par  un  point  Q. 

1®  Démontrer  que,  si  la  surface  S  varie,  C  restant 
fixe,  le  point  P  décrit  une  conique,  et  que  si  la  sphère  S 
'Varie,  C  restant  fixe,  le  point  Q  décrit  la  même  co- 
nique, 

2**  Etablir  que  cette  conique  coupe  C  en  ses  points 
focaux  et  que  ses  asymptotes  sont  perpendiculaires 
aux  plans  focaux  de  l^axe  du  cercle  C  relativement  à 
la  congruence  engendrée  par  cette  droite, 

3"  Examiner  le  cas  ou  cette  conique  est  un  cercle. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  la  surface   S 
lieu  des  points  dont  les  coordonnées  rectangulaires  X> 
Y,  Z  sont  définies  par  les  équations 
X=:  3tt  4-3mp*  — M», 

Z  =3aî-+-3t'2, 


(    J20    ) 

dans  lesquelles  a  el  v  désignent  des  ^variables  indé^ 
pendantes. 

Un  trièdre  trûrect angle  Mxyz  se  meut  de  manière 
que  dans  chacune  de  ses  positions  rareté  Mz  soit  nor- 
male en  M  à  la  surface  S  et  V arête  Mx  tangente  à  la 
courbe  (i^)  de  S  qui  passe  au  sommet  M. 

Exprimer  en  fonction  de  u  et  sf  les  différentes 
quantités  Ç,  r,,  Ç|,  r,, ,  /?,  q^  r,p^,  q,^  r,  qui  figurent 
dans  les  formules  relatii^es  au  trièdre  mobile. 

Former  pour  la  surface  S  et  pour  chacune  des 
nappes  de  sa  développée  l'équation  des  lignes  de  cour- 
bure, celle  des  lignes  asjmptotiques  et  celle  qui  dé- 
termine  les  rayons  de  courbure  principaux. 

Marseille. 

An  A  LYS  K   INFINITÉ81MALK. 

1**  Démontrer  que  les  trajectoires  orthogonales  des 
génératrices  d'une  surface  déueloppable  peuvent  être 
considérées  comme  les  développantes  de  l'arête  de  re- 
hroussement  de  cette  surface,  ou  comme  les  lignes  de 
courbure  de  l'un  des  systèmes; 

a**  Un  plan  mobile  P ayant,  en  coordonnées  rectan- 
gulaires, une  équation  de  la  forme 

P  =  rt  07  H-  by  -+■  c  z  -^  d  =  o, 

oà  a,  i,  c,  d  sont  des  fonctions  d'une  variable  indé- 
pendante f,  on  considère  la  surface  déueloppable  S 
enveloppe  du  plan  P. 

A.  Trouver  les  équations  de  la  génératrice  mobile  G 
de  la  surface  S. 

B.  Trouver  les  équations  de  Varéte  de  rebrousse- 
ment  de  la  surface  S. 

C.  Déterminer  las  trajectoires  orthogonales  des  gé- 
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nérairices  caractéristiques  G  sar  la  surface  S.  Montrer 
que  le  problème  dépend  d'une  équation  différentielle 
linéaire  entre  z  et  t. 

3**  Intégrer  cette  équation  dans  le  cas  où  Von  a 

et  donner  la  signification  géométrique  du  résultat. 

Solution. 

En  .écrivant  que  Je  déplacement  élémentaire  sur  la 
génératrice  et  le  déplacement  élémentaire  de  la  l'orme  la 
plus  générale  sont  rectangulaires,  on  arrive  à  Téquation 
linéaire  en  z  et  £ 

a  b  cdz 

a'  b'  c'  dz-^^a'x-^-b'y-^c" z-^d!')dt 

bc' —  cb'    ca' —  ac'  (ab' —  ba')  dz 

Cette  équation  se  réduit  à  rfz  =  o,  si  l'on  a 
a{ca''-  ac')  —  b{bc' —  cb')  =  o. 

Cette  condition  peut  s'intégrer.  Elle  est  satisfaite  par 

K  étant  une  constante  arbitraire. 

On  a  K  =  I  dans  rexcniple  de  calcul  choisi. 

Les  lignes  z  =  const.  sont  les  lignes  de  niveau  quand 
le  plan  des  xy  est  pris  pour  plan  horizontal. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  tous  les  points 
de  contact  oit  le  plan  tangent  est  également  incliné  sur 
l'axe  Oz  de  la  sur/ace 
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Déterminer,   pour  une   inclinaison   /tonnée,    taire 
limitée  sur  la  surface  par  le  lieu  de  ces  points. 

Solution. 

La  courbe  limite  est  déterminée  en  projection  sur  le 
plan  des  xj^  par  Tëquation 

./cos*w        sin'a>\       ,,. 

et  Ton  a  pour  Taire 

A  =  ?^-a«6«(K»— 1). 

MÉCANIQUE. 

Dans  un  plan  vertical  est  fixé  un  disque  circulaire  O. 
Ce  disque  O    est    à   l'intérieur  d'un  cerceau  A  qui 


s'appuie  sur  le  disque,  A  l'origine  des  temps,  ce  cer- 
ceau, qui  est  pesant  et  homogène,  est  sans  vitesse,  et  la 
ligne  qui  joint  le  centre  du  disque  au  centre  du  cerceau 
fait  un  angle  de  45'*  as^ec  la  verticale. 

On  abandonne  le  cerceau  à  lui-même,  et  Von  de- 
mande  de  trouv^er  le  mouv^ement, 

r*  En  supposant  qu'il  ri! y  a  pas  de  frottement  ; 

2"  En  supposant  le  frottement  assez  grand  pour 
qu'il  y  ait  roulenœnt  sans  glissement. 

Comparer  la  durée  des  oscillations  dans  les  deux 
cas. 
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Examiner  le  cas  particulier  oii  le  disque  est  réduit  à 
un  point. 

Solution. 

Soient  R  le  rajon  du  cerceau,  r  le  rayon  du  disque, 
M  la  masse  du  cerceau,  OTangle  de  OA  avec  la  verticale 
descendante,  ^  Tangle  d'un  rayon  fixe  dans  le  cerceau 
avec  la  même  verticale;  on  a  d^abord 

M(R  — r)e'  =~M^  sinO-f-T, 
M(R  -  r)Ô'«  =-  M^  cose  +  N. 

En  appliquant  le  théorème  des  moments  des  quantités 

de  mouvement  par  rapport  à  un  axe  passant  au  centre  A, 

on  a 

MR<p'=— T. 

Supposons  d'abord  que  le  rroltement  cesse;  nous  aurons 
T  =  o,  'y'=  o,  et,  comme  le  disque  part  du  repos,  nous 
voyons  que  le  cerceau  ne  tourne  pas,  cV'st-à-dire  que 
tous  ces  rayons  ont  une  direction  fixe.  En  même  temps, 
on  a 

(R  ~r)e'*='ji^Uo90— ^j. 

Le  centre  A  oscille  entre  -h  /\j°  et  —  4 5"  comme  un 
pendule  de  longueur  OA  =  R  —  r.  Le  cerceau,  dans  ce 
mouvement,  roule  et  glisse  sur  le  disque. 

Cette  élude  préliminaire  permet  de  lixer  le  signe  de  T 
dans  Téquation  <|ui  donne  (&^^, 

Supposons  maintenant  le  frottement  assez  grand  pour 
(|u'il  y  ait  roulement;  il  viendra  la  condition  géomé- 
trique 

Ho'r^(R  — r)0' 

on 
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OU  a  par  suite  réqualiou 


R-4-r\  2  / 


Le  point  A  oscille  encore  comme  un  pendule  de 
longueur  2(R  —  7).  Les  vitesses  angulaires  dans  les 
deux  cas  sont  dans  le  rapport  de  y/2  et  les  temps  des 
oscillations  s'en  déduisent. 

Mais  pour  qu'il  y  ait  roulement  on  doit  avoir 

T<Np; 
on  en  déduit  facilement 

F^pBEiîVE  PRATIQUE.  —  Uti  bussin  rempli  d'eau 
maintenue  à  une  hauteur  constante  s'écoule  par  un 
tujau  AB  dont  le  diamètre  est  égal  à  o™,20,  et  qui 
a  1000"*  de  longueur.  Ce  tuycfu  débouche  par  son 
extrémité  B  dans  un  canal  dont  la  section,  qui  est  rec- 
tangulaire, a  o™,5o  de  largeur,  et  dont  la  pente  est 
de  i™  par  kilomètre,  La  hauteur  de  la  surface  libre 
du  bassin  au-dessus  de  l'extrémité  B  du  tuyau  est 
de  10™.  On  demande  quel  sera  le  débit  du  tuyau,  et 
quelle  sera  -la  profondeur  de  l'eau  dans  le  canal. 

Solution. 

Supposons  le  régime  permanent  établi,  soit  i^  la  vitesse 
de  l'eau  dans  le  tuyau,  et  u  le  débit  du  canal.  On  se  sert 
de  la  formule  w  =  5o  \/\  DJ,  où  D  est  le  diamètre  du 
tuyau  et  J  la  pente.  On  a 

V  =  i"'.i  17  par  seconde 

et 

7  =  35"*  à  la  seconde  pour  le  débit  du  Idyau. 


(  5.5  ) 
On  a 


IA=— r='3o4/ rX'»         1=  0,001,         a=o"',5o. 

On  lire  de  là 

b^  —  o ,  008  b  —  o ,  00*?.  =  o. 

Il  y  a  uuo   variation  dans  l'équalion;  on   en   conclut 
rcxisteiice  d'une  racine  positive.  On  trouve  environ 

/»  =  o",i4. 
On  a  ensuite 

//  =  o",  5o. 

Astronomie. 

Première  question.  —  Exposé  des  phénomèties  de 
precession  et  de  nulation. 

Expliquer  la  signification  des  termes  :  lieu  moyen, 

LIEU  VRAI,  LIEU  APPARENT. 

Seconde  question.  —  Théorie  de  l'aberration  plané- 
taire. 

Une  éphêméride  donnant  les  lieux  vrais  d'une  pla- 
nète ou  d'une  comète,  comment  en  lire-t-on  les  lieux 
apparents? 

Épreuve  pratique.  —  Connaissant  les  coordonnées 
équatoriales  (a,  0),  (a\  0')  de  deux  étoiles,  on  demande 
de  calculer  : 

1"  L'inclinaison  i  sur  Véquateur  du  grand  cercle 
passant  par  les  deux  étoiles,  ainsi  que  V ascension 
droite  a  de  son  nœud  ascendant  (i  est  compris  entre  o" 
©€90")^ 

2**  Les  ascensions  droites  et  les  déclinaisons  (A,  D), 
(A',  D')  des  pôles  de  ce  grand  cercle. 


(  526  ) 
Données  numériqeus 

a  =  1.53.18,22  0  =63".43.5r,4 

a'  =  7. 42.31,64  3'=  19.13.  9,2 


FACULTÉ  DES  SCIENCES  DE  KAKCV. 


niÉftliiIUL\  A  L'AGRÉGATION.  -  EXERCICES. 


Mécaniqmttk 

Quatre  liges  homogènes  pesantes  AB,  BC,  C%DA,  de  même 
longueur  /  et  de  même  masse  m,  sont  articulées  ft  Itiics  extré- 
mités de  façon  à  former  un  losange  ABGD.  Ce  systèittt  ^L 
animé  d'un  mouvement  de  translation  quelconque,  mais  coimm^ 
dans  un  plan  vertical,  la  diagonale  AG  restant  verticale  dans 
ce  mouvement,  et  l'angle  A  du  losange  étant  3a.  Le  losange 
vient  choquer  par  son  sommet  A  un  plan  horizontal  ^we^ 
parfaitement  poli  et  dépourvu  d'élasticité.  Trouver  son  mou- 
vement. 

Un  disque  de  forme  quelconque  est  animé  d'un  mouvement 
connu  dans  son  plan.  A  un  certain  instant,  on  saisit  brusque- 
ment un  de  ses  points  o  et  on  lui  communique  dans  le  plan 
une  vitesse  donnée  de  grandeur  et  de  direction.  Trouver  l'état 
des  vitesses  immédiatement  après  cet  instant.  Cas  où  le  point  O 
est  rendu  fixe.  Application  du  théorème  de  Carnot. 

Une  barre,  animée  d'un  mouvement  connu  dans  son  plan, 
vient  heurter  un  obstacle  P,  à  un  moment  où  le  centre  instan- 
tané de  rotation  se  trouve  sur  elle.  Trouver  l'état  des  vitesses 
et  la  position  de  ce  centre  immédiatement  après  le  choc,  ainsi 
que  la  grandeur  de  la  percussion  subie  par  l'obstacle.  Discuter 
les  résultats  suivant  la  position  du  point  P  sur  la  barre.  On 
supposera  successivement  que  l'obstacle  est  un  point  fixe  ou 
un  point  matériel  libre,  que  la  barre  est  dépourvue  d'élasticité 
ou  parfaitement  élastique.  • 

Une  sphère  solide,  homogène,  pesante,  de  rayon  R,  de 
masse  M,  est  animée  d'un  mouvement  co/i/ia  autour  d'un  point 
fixe    O    pris    sur   sa   surface.  A    un   certain   instant,  on   fixe 


(    327    ) 
brusquement  un  second  point  O'  de  la  surface  de  la  sphère. 
Trouver  le  mouvement. 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  un  faisceau  de  coniques  homofocales;  soit 
O  leur  centre  commun.  A  un  point  M  du  plan  correspond  une 
droite  D  joignant  les  projections  du  point  O  sur  les  tangentes 
aux  deu\  coniques  passant  par  M. 

1°  Déterminer  la  droite  D,  connaissant  les  coordonnées  du 
point  M. 

2**  Inversement,  à  une  droite  D  correspondent  deux  points  M 
et  M';  les  déterminer  et  indiquer  dans  quelles  conditions  ils 
sont  réels. 

3^  A  tout  point  M  correspond  de  la  manière  précédente  un 
point  M';  définir  analytiquement  et  étudier  la  transformation 
qui  fait  correspondre  M  et  M'  Tun  à  l'autre. 

4"  Démontrer  que  le  segment  MM' est  divisé  en  deux  parties 
égales  par  le  point  de  contact  de  la  conique  du  faisceau  qui 
est  tangente  à  MM'.  Lorsque  la  droite  MM'  se  déplace  en  res- 
tant tangente  à  cette  conique,  quel  est  le  lieu  des  points  M 
et  M'? 

5**  Lorsque  M  décrit  une  droite,  quelle  est  l'enveloppe 
de  MM'? 

6"  Lorsque  la  droite  MM'  passe  par  un  point  fixe,  quel  est 
le  lieu  de  M  et  M'?  C'est  une  courbe  anallagmatique  dont  on 
demande  d'étudier  les  modes  de  génération  comme  enveloppe 
de  cercles. 

On  considère  une  conique  fixe  S  inscrite  dans  un  triangle 
A'B'C;  soient  A,  B,  G  ses  points  de  contact  avec  les  côtés  B'C, 
C'A',  A'B'.  Une  conique  variable  S'  est  conjuguée  par  rapport 
au  triangle  ABC. 

i"  On  suppose  que  Tune  des  sécantes  communes  à  S  et  S' 
passe  par  un  point  donné  P;  déterminer  l'enveloppe  de  la 
seconde  sécante  commune  appartenant  au  même  couple  que 
la  précédente,  et  le  lieu  du  point  de  rencontre  de  ces  sécantes. 

2*"  Parmi  les  coniques  S'  satisfaisant  à  la  condition  précé- 
dente, combien  y  en  a-t-il  qui  soient  tangentes  à  S  sans  être 
réductibles? 

Peut-il  arriver,  pour  des  positions  convenablement  choisies 
du  point  P,  que  S'  soit  bitangente  à  S? 


(  5P..S  ) 

3**  On  considère  les  coniques  S'  conjuguées  par  rapport  au 
triangle  ABC  et  passant  par  un  point  M  du  plan;  déterminer 
l'enveloppe  des  sécantes  communes  à  S  et  S';  on  obtient  une 
courbe  de  troisième  classe  F  tangente  aux  trois  côtés  du 
triangle  A'B'C  en  des  points  a,  b^  c.  Soient  a\  b\  c'ies  points 
de  contact,  autres  que  a,  6,  c,  des  tangentes  à  F  issues  de 
A',  B',  G'.  Montrer  que  A' a,  B'6,  Ce  se  coupent  en  un  point  Q 
et  A'a',  B'b\  Ce'  en  un  point  Q'. 

4°  En  supposant  que  le  point  M  décrive  la  conique  S,  trouver 
le  lieu  du  point  Q'  et  celui  du  point  Q. 


QUESTIOSiS. 

187i.  Soient  ï*  et  Q  les  points  de  contact  de  deux  tangentes 
à  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  qui  se  rencontrent 
à  angle  droit  en  M.  Montrer  que  :  i''  la  hauteur  et  rhypoténùse 
du  triangle  MPQ  sont  également  tangentes  à  l'hypocycloïde; 
•2"  le  lieu  du  pied  de  la  hauteur  est  une  circonférence  de  cercle. 

(E.-N.  Barisien.) 

1875.  Calculer  la  limite  de  l'expression 

/ 1  -^  v^si  -4- . . .  -+-  v^/i  —  I 

pour  n  infini.  (Ë.  Weill.) 


ERRATA. 

1897.  Page  i88,  dans  l'équation  en  x  cl  y,  changer  H  — ^'-  en 

1898.  Page  690,  question  1717,  lire  page  /182,  au  lieu  de  page  58a. 

1899.  Page  58o,  dixième  colonne,  biffez  1790  {voir  même  Tome, 
page  532). 

1899.  Page  58;,  question  1830,  lire  pa^e  532,  au  lieu  de  page  432. 

1900.  Page  91,  première  ligne,  au  lieu  de  cotes,  lisez  Ilotes. 

1900.  Page  190,  cinquième  ligne,  au  lieu  de  àz  —t    lisez   —  y» 

Les  anciennes  questions  réimprimées  :  583  (1900,  p.  189)  et 
597  (1900,  p.  190)  ont  déjà  été  résolues  et  doivent  être  retirées. 

1900.  Page  4»o>  quatorzième  ligne,  au  lieu  de  Aa-i-Bb-hCc  ~  a, 
lises  Aa  -h  B  A  -h  Ce  =  0. 

1900.    Page    4^7 >    troisième    ligne    en   remontant,    au   lieu    de 


yu'^'„-\-o^  lisez   7  u''y„=o. 


LIBRAIRIE    GAUTHIER-VILLARS, 

QUAI  DBS  GRANDS-AUGUSTtNS,  55,  A  PARIS. 


ANDOTER  (H.),  Maître  de  Conférences  et  Chargé  de  Cours  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  rUniversité  de  Paris.  —  Leçons  sur  la  théorie  des 
formes  et  la  Géométrie  analytique  supérieure,  à  Tusago  des  étudiants 
des  Facultés  des  Sciences.  i  volumes  grand  in-8,  se  vendant  séparé- 
ment : 
Tome  I.  Volume  de  vi-5o6  pages  ;  1900  . . . .  « 1 5  fr . 

CHEMIN  (0.),  Ingénieur  en  chef  des  Ponts  et  Chaussées,  ancien  Profes- 
seur à  l'École  nationale  des  Ponts  et  Chaussées,  chargé  de  mission  par 
M.  le  Ministre  de  Tlnstruction  publique.  —  De  Paris  aux  Min^r^r 
de  lIAustralie  occidentale.  Petit  in-8,  avec  ia4  figures  dont  m  photo- 
gravures, 9  cartes  dans  le  'texte  et  1  planches;  1900 9  fr. 

DUPORCQ  (Ernest),  ancien  Élève  de  l'École  Polytechnique,  Ingénieur  des 
Télégraphes.  —  Premiers  principes  de  Géométrie  moderne,  à  l'usage 
des  iêflùves  de  Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  à  la  Licence  et 
à  rj^régation .  ln-8,  avec  figures  ;  1 899 3  fr . 

&ÂUTIER  (Henri)  et  GHARPT  (Georges),  Docteurs  es  Sciences,  anciens 
jilèves  de  l'jLCole  Polytechnique.  —  Leçons  de  Chimie,  à  l'usage  des 
élèves  de  Mathématiques  spéciales,  3°  édition,  entièrement  refondue 
(notation  atomique).  Grand  in-8,  avec  95  figures;  1900. 

Broché 9  fr.    |    Relié  (cuir  souple). . .     12  fr. 

JAMn(  (J.),  Secrétaire  perpétuel  de  l'Académie  des  Sciences,  et  B0UT7, 
Professeur  à  la  Faculté  des  Sciences.  —  Cours  de  Physique  â  l'usage  de 
la  classe  de  Mathématiques  spéciales.  2*  édition.  Doux  volumes  in-8, 
avec  458  figures  et  6  planches  sur  acier;  1886 20  fr. 

On  vend  séparément  : 

Tome  I  :  Instruments  de  mesure,. Hydrostatique.  —  Optique  géomé^ 
trique.  —  Notions  sur  les phe'nomènes  capillaires.  In-S,  avec  3 12  figures 
et  4  planches ',     10  fr. 

Tome  IF  :  Thermometrie.  Dilatations.  —  Calorimétrie.  In-8,  avec 
146  figures  et  a  planches .' )o  fr. 

MICHEL  (François),  ancien  Élève  do  TÉcole  Polytechnique,  Inspecteur 
de  l'exploitation  aux  chemins  de  fer  du  Nord.  —  Recueil  de  problèmes 
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spéciales.  Solution  des  problèmes  donnés  au  concours  d'admission  â 
l'Ecole  Polytechnique  depuis  i8(3o  jusqu'à  1900.  In-B,  avec  70  fig.; 
1900 6  fr. 

ROUCHË  (Eugène),  Membre  de  l'Institut,  Professeur  au  Conservatoire 
des  Arts  et  Métiers,  Examinateur  de  sortie  à  l'École  Polytechnique  et 
LÉVY  (Lucien),  Répétiteur  d'Analyse  et  Examinateur  d'admission  à 
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Tome  II  :  Calcul  intégral -«    {Sous  presse.) 
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PREVIER  COKGOIRS  DES  «  NOUVELLES  A\1VALES 
POUR  1900. 


Bésultat. 

Après  examen  des  Mémoires  parvenus  à  la  Rédaction, 
le  pri\  a  été  décerné  à  M.  A.  L\g range,  professeur  de 
Malbématiques  au  lycée  de  Saint-Etienne.  Nous  publions 
dans  ce  uuméro  le  Mémoire  de  M.  A.  Lagrange. 


[L=16c] 

PREMIER  CONCOURS  DES  «  NOUVELLES  ANNALES  » 
POUR  1900. 

Solution  par  M.  A.  LAGRANGE, 
Professeur  de   Mathématiques  au    lycée   de   Saint- Kticnne. 


I.   On  propose  cV établir  le  fait  suwant.  : 

Il  peut  arriv^er  de  drux  manicres  différentes  que 
les  neuf  droites  joignant  trois  points  A,  lî,  C  à  trois 
points  A',  B',  C  soient  tangentes  à  une  quadriijue  : 

1®  Les  trois  points  A,  B,  G  peuvent  correspondre  un 
à  un  aux  trois  points  A',  B',  C  par  le  fait  que  chacun 
des  trois  quadrilatères  qui  ont  pour  sommets  B,  G,  B', 
C  ou  C,  A,  G',  A'  ou  A,  B,  A',  B'  a  ses  quatre  points 
de  contact  dans  un  même  plan,  la  même  chose  n'ayant 
pas  lieu  pour  les  six  autres  quadrilatères  tte  la  figure; 

2**  Les  deux  points  G  et  G',  par  exemple,  poussent 
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jouer  un  rôle  à  part.  Les  poinls  de  conlnct  i,  2,  3,  4 
des  côtés  du  contour  AB'BA'  sont  dans  un  même  plan, 
les  droites  12  et  34  coupant  AB  en  S,  les  droites  i4 
et  23  coupant  A'B'  en  S';  pour  C'A  et  CB,  la  corde 
des  contacts  coupe  AB  en  S,  /tour  CA'  e/  CB',  /«  corde 
des  contacts  coupe  A'  B'  en  S';  /^.v  c/;/y  contours  ayant 
pour  sommets  les  points  de  l'un  des  systèmes 

ABA'C,         (  A'B'AC, 


/  ABB'C,         I 


A'B'BG, 


ont  donc  chacun  leurs  quatre  points  de  contact  dans 
un  même  plan. 

II.  La  figure  dépend  de  dix -huit  paramètres, 
.  Pour  le  premier  des  deux  systèmes  indiqués,  si  l'on 
se  donne  la  quadrique,  les  trois  tangentes  AA',  BB', 
ce  doii^ent  satisfaire  à  une  condition,  et  le  contour 
hexagonal  AB'CA'BC'A  dépend  alors  d'un  para- 
mètre; la  condition  en  question  est  satisfaite  en  par- 
ticulier si  les  trois  tangetites  A  A',  BB',  CC  sont  con^ 
courantes.  On  demande,  pour  les  deux  cas,  si  l'on 
peut  se  donner  arbitrairement  les  six  points  A,  B,  C, 
A',  B',  G  pour  déterminer  la  quadrique,  ou  s* ils  doii^ent 
satisfaire  à  une  condition  et  donner  lieu  à  une  infinité 
de  quadriques;  à  défaut  d'une  réponse  complète  à 
cette  partie  de  la  question,  on  demande  d^ examiner 
au  moins  le  cas  où  les  droites  AA',  BB',  CC  sont  con- 
courantes. 

PREMIÈRE    PARTIE. 

Les  propriétés  à  établir  étant  projcctives,  nous  pou- 
vons supposer  que  la  quadriqne  est  une  sphère.  C'est  ce 
que  nous  supposerons  dans  cette  première  partie. 

Faisons  une  projection  stéréograpliique  de  la  figure; 
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soienl  ahc^  alU d  les  projections  des  points  ABCA'B'C. 
Les  cercles  de  contact  des  cônes  circonscrits  à  la  sphère  et 
ayant  pour  sommets  A,  B, ...,  C  sont  projetés  suivant  des 
cercles  ayant  pour  centres  les  points  a,  6,  ...,  d \  nous 
les  désignerons  par  :  cercles  («),  (i),  ...,  (c').  Les 
cercles  (a),  (a'),  par  exemple,  sont  tangents  comme  pro- 
jections de  deux  cercles  tangents  au  point  de  contact 
avec  la  sphère  de  la  droite  A  A'.  Chaque  cercle  du  groupe 
(a)(i)  (c)  est  donc  tangent  à  chaque  cercle  du  groupe 
(a')(i')  (c').  Le  quadrilatère  AA'BB',  par  exemple, 
aura  ses  points  de  contact  avec  la  sphère  dans  un  même 
plan,  si  leurs  projections  sont  sur  un  cercle.  Or  ces  pro- 
jections sont  les  points  de  contact  des  cercles  (a),  (i) 
avec  les  ct-rcles  (a'),  (&').  En  représentant  par  (4-  i)  un 
contact  extérieur,  par  ( —  i)  un  contact  intérieur,  on 
sait  que  les  quatre  points  de  contact  des  cercles  (a),  (i) 
et  (a'),  [V)  sont  sur  un  même  cercle  si  les  deux  con- 
tact de  (a)  ont  le  même  produit  que  les  deux  contacts 
de(i). 

Définitions.  —  Posons  ei  =  =t:  i.  Étant  donnés  deux 
groupes  de  3  nombres 

(El  fil  83),     (eieie'a), 

nous  dirons  qu'ils  sont  égaux  si  Ton  a 

^  e/=e;-         (1  =  1,2,3), 

qu'ils  sont  symétri(/ues  si 

e/  =  --£;-        (1  =  1, a,  3) 

et  enfin  qu'ils  sont  inégaux  s'ils  ne  sont  ni  égaux  ni 
symétriques. 

Les  propriétés  suivantes  sont  presque  évidentes  : 


(  5;Va  ) 
I.  Si  deux  groupes  sont  égaux  ou  symétriques,  on  a 

quels  que  soient  i  et  j. 

IL  Si  deux  groupes  sont  inégaux,  il  existe  un  seul 
système  ij  tel  que 

ou,  ce  qui  revoient  au  même,  tel  que 

tit'i—tjtj. 

Les  deux  égalités  sont  équivalentes,  car  on  passe  de  la 
première  à  la  seconde  en  multipliant  les  deux  membres 
par  e^-ey.  Pour  les  démontrer  supposons,  par  exemple, 
tous  les  e  égaux  à  (+  i);  alors  parmi  les  e'  il  y  en  a  un 
de  signe  contraire  aux  deux  autres  et  la  propriété  est 
évidente. 

UL  Si  3  groupes  (€,£363),  (ele^ei),  («îe^e,)  sont 
deux  à  deux  inégaux,  il  n  existe  pas  un  système  de 
nombres  ij  tel  que 

ti  tj  r=  6/  Zj  =  6/  £/, 

Pour  s'en  rendre  compte  on  peut  supposer  les 
3  nombres  du  premier  groupe  égaux  à  (+  i).  Alors  ou 
a,  par  exemple, 

e;=:E;  =  -i-i,         ei=  — I,         d'où         e,et=e'i6'„ 
mais  on  ne  saurait  avoir 

car  e^  et  e'^  seraient  de  même  signe,  e^  serait  de  signe 
contraire  à  celui-là  et  les  groupes  (e'),  {t^)  seraient 
égaux  ou  symétriques. 

Cela  posé,  formons  le  Tableau  des  contacts  des  cercles 
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(a)y  (A),  (c)  avec  les  cercles  (a'),  (i'),  (c'),  les  contacts 
extérieurs  étant,  comme  nous  Tavous  déjà  dit,  repré- 
sentés par  +  I  et  les  contacts  intérieurs  par  —  i 


(a) 

(à) 

(c) 
»> 

(«') 

»i 

»i 

(f'') 

(c') 

^'. 

s'i 

^ï 

*î 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  i**  les  3  groupes  (e), 
(e'),  (e*)  sont  deux  à  deux  inégaux  ;  2"  deux  d'entre  eux 
sont  égaux  ou  symétriques.  Cela  résulte  de  la  théorie 
des  cercles  tangents  à  3  cercles  donnés  (c^),  (&'),  (cf)- 
On  sait,  en  elFet,  que  les  8  cercles  tangents  à  ces  3  cercles 
se  décomposent  en  4  groupes  de  deux,  les  cercles  de 
chaque  groupe  ayant  avec  les  3  cercles  donnés  des  con- 
tacts de  même  nature  ou  des  contacts  respectivement  de 
natures  contraires. 

Premier  cas.  —  Les  propriétés  (II)  et  (III)  nous 
montrent  alors  que  Ton  peut  trouver  trois  combinaisons 
pif  y  rs^  tu  des  nombres  i,  2,  3  telles  que 

par  exemple,  on  peut  supposer  que  l'on  a 

eiej  =  Ej£j,         g',  6j  =  £',  2^,         e]ei=£j£3. 

Donc  les  3  groupes  de  contacts 

(aba'b'),    (aca'c'),    (bcb'c') 

sont  sur  un  même  cercle  et  ce  sont  les  seuls.  Les  3  qua- 
drilatères AA'BB',  AA'CC/,  BB'CC  ont  leurs  points  de 
contact  dans  un  même  plan. 


(  534  ) 
Second  cas,  —  Les  deux  groupes  (eiSoSa))  (^i^a^a)» 
par  exemple,  sonl  égaux  ou  symétriques.  Le  Iroisièuiu 
groupe  (e*  e*  ej)  étant  inégal  aux  doux  premiers,  il  existe 
un  syslèiîie  de  deux  nombres  ('/),  et  un  seul,  tel 

nous  pouvons  supposer  i  =  i^  j  =  2-^  donc 

La  propriété  (I)  permet  de  joindre  à  ers  égalités  les 
deux  suivantes 

ei  63  =  Êj  e'j ,    '     £î  £3  =  e'i  Sj . 

Chacune  de  ces  5  égalités  exprime  que  l'un  des  quadri- 
latères a  ses  contacts  dans  un  même  plan,  car  leurs  pro- 
jections sont  sur  un  même  cercle.  Ce  sont  les  quadrila- 
tères 

AVBB',     AB'BC,     AA'BC,     AA'CB,     BB'GA'. 

SECONDE    PARTIE. 

Étant  données  deux  droites  (A),  (A')  tangentes  à  une 
quadrique,  on  sait  qu'il  existe  deux  séries  de  droites  tan- 
gentes à  la  quadrique  et  s'appuyant  sur  (A)  et  (A').  Les 
droites  de  chaque  série  ont  leurs  points  de  contact  dans 
un  même  plan  et  décrivent  sur  (A)  et  (A')  deux  divi- 
sions homographiques. 

Cette  propriété  bien  connue  étant  rappelée,  considé- 
rons 3  droites  (A),  (A'),  (A")  tangentes  à  une  quadrique  ; 
soit  A  un  point  quelconque  de  (A).  Construisons  un 
quadrilatère  AB'CA'  circonscrit  à  la  quadrique,  les 
points  B',  C,  A'  étant  respectivement  sur  A',  A'',  A; 
puis  construisons  un  second  quadrilatère  AC'BA''  cir- 
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consent  à  la  quadrique,  les  points  C,  B,  A'' étant  res- 
pectivement sur  A",  A',  A,  eu  eu  outre,  la  droite  C'B 
étant  de  la  même  série  que  B'C,  et  B^' A  étant  de  la  même 
série  que  AB'.  Pour  que  Ton  obtienne  un  système  de 
9  droites  analogue  au  système  du  premier  cas,  il  faut 
que  les  points  A'  et  A''  coïncident.  Or,  si  le  point  A  se 
déplace  sur  (A),  A  et  B'  décrivent  deux  divisions  liomo- 
graphiques,  de  même  B'  et  C,  C  et  A';  donc  A  et  A' 
décrivent  deux  divisions  honiograpliiques  sur  (A);  il  en 
est  de  même  de  A  et  A''.  D*autre  part,  on  remarquera 
que  A  se  déduit  de  A"  de  la  même  manière  que  A'  se 
déduit  de  A. 

Donc,  s'il  existe  une  position  du  point  A  telle  que 
les  points  correspondants  A' et  A''  coïncident,  on  pourra 
dire  que  le  point  A'  considéré  successivement  comme 
appartenant  aux  deux  divisions  décrites  par  A  et  A'  a  le 
même  homologue  dans  Tautre.  Ces  deux  divisions  sont 
alors  en  involutiou  et  A'  et  A"  coïncident  dans  toutes  les 
positions  de  A. 

En  d'autres  termes,  s'il  y  a  un  système  de  9  droites 
satisfaisant  à  la  question,  il  y  en  a  une  infinité  et  chaque 
système  ne  dépend  que  d'un  paramètre,  car  le  point  A 
peut  être  pris  arbitrairement  sur  (A). 

Montrons  que  l'on  peut  choisir  arbitrairement  les 
deux  droites  A^  A'  et  le  point  de  contact  de  A''.  Soit  G  ce 
point  de  contact;  soient  A'  et  B'  les  intersections  du  plan 
tangent  à  la  quadrique  en  C  avec  A  et  A'.  Menons  B'A 
et  BA'  tangentes  à  la  quadrique,  A'  étant  sur  A,  B  étant 
sur  A'  et  les  deux  tangentes  appartenant  à  la  même 
série.  Les  cônes  circonscrits  à  la  quadrique  ayant  pour 
sommets  A  et  B  coupent  le  plan  tangent  en  C  suivant 
deux  coniques  ayant  4  points  communs;  soit  C  un  de 
ces  points;  AC,  CC,  BC  sont  tangentes  à  la  quadrique 
et  les  6  points  A,  H,  C,  A',  B',  C  ainsi  déterminés  ré- 
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poudenl  à  la  qucslion.  11  en  résulle  que  l'on  peut 
prendre  pour  (A")  la  droite  CC 

Montrons  eneore  que  Ton  peut  prendre  pour  A,  A',  A*' 
3  tangentes  concourantes  quelconques.  Soit  Olcur  point 
de  concours,  et  soient  a,  p,  y  leurs  points  de  contact.  Si 
le  point  A  de  la  droite  (A)  est  pris  en  a,  les  deux  quadri- 
latères A.B'CA.'  et  AC'BA"  (t?o/rplus  haut)  se  réduisent 
à  OpOa  et  O^Oa  :  les  points  A'  et  A''  étant  confondus 
en  a,  la  condition  pour  que  les  droites  conviennent  est 
remplie. 

Considérons  maintenant  6  points  A,  B,  C,  A^  B',  C 
tels  que  les  3  droites  A  A',  BB',  CC  soient  concou- 
rantes, et  nous  allons  montrer  qu'il  existe  une  infinité 
do  quadriques  tangentes  aux  9  droites  AA',  AB',  . . . , 
ce.  Soit  S  le  point  de  concours  des  3  droites  et  soient 
o),  w',  (o''  les  points  d'intersection  des  diagonales  des 
3  quadrilatères  AA'BIV,  BB'CC,  CC'AA'.  Choisissons 
arbitrairement  le  point  de  contact  I  de  la  droite  AA' 
avec  la  quadrique  cherchée;  si  les  points  de  contact  de 
BB'  et  ce  sont  V  et  F,  la  droite  II'  passe  par  w  et  la 
droite  l'F  par  co'  (d'après  une  propriété  des  coniques 
inscrites  dans  un  quadrilatère).  Lorsque  I  varie,  les 
points  I  et  F' décrivent  deux  divisions  homographiques; 
si  I  vient  en  S,  il  eu  esl  de  même  de  F 5  donc  IF  passe 
par  un  point  fixe,  et  conmie  AC  et  CA'  sont  deux  posi- 
tions particulières  de  cette  droite,  ce  poiut  fixe  est  to". 

On  peut  donc  déterminer  3  coniques  S,  2',  2/'  inscrites 
dans  les  3  quadrilatères,  les  points  de  contact  de  ces 
coniques  avec  les  droites  AA',  BB',  CC  étant  les  points  I, 
r,  F.  Ces  3  coniques  tangentes  deux  a  deux  sont  situées 
sur  une  quadrique  répondant  à  la  question,  et  comme  le 
point  I  est  arbitraire,  il  y  a  une  infinité  de  quadriques 
tangentes  aux  9  droites  A  A',  A IV,  ...,  CC. 
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[F2] 
SUR  (INE  NOUVELLE  TRANSCENDANTE  QUI  TRANSFORME 
L1NTÉGRALE  ELLIPTIQUE  DE  PREMIÈRE  ESPÈCE  EN 
UNE  INTÉGRALE  CIRCULAIRE; 

Par  m.  E.  IAGGI. 


Considérons  la  fonction  elliptique 
(i)  M  =  sna?        (raodA:), 

dont  les  substitutions  sont 

(  a(2//n- i)K-i- 2/iiK — X 

et  la  fonction  circulaire 

(3)  7  =  sin^a7, 
dont  les  substitutions  sont 

(4)  \\  ,^  (/n  =  o,  ±i,±2,...). 
(  i{im  •+■  i)K  —  X 

Le  groupe  des  substitutions  (4)  de  la  fonction^  est 
contenu  comme  sous-groupe  dans  le  groupe  des  substi- 
tutions (2)  de  la  fonction  11,  Il  s'ensuit  que  la  fonction  u 
de  jc  est  une  fonction  uni/orme  de  la  fonction  y  de  x  (*). 

En  elfet^  si  l'on  se  donne  une  valeur  quelconque 
de  jK,  toutes  les  valeurs  de  x  qui  lui  correspondent  sont 


(*)  Ce  théorème  a  été  démontré  par  l'Auteur,  pour  des  substitu- 
tions quelconques,  dans  ses  Recherches  sur  la  Théorie  des  Fonc- 
tions,  Besançon^  1897. 
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données  par  les  forinules 
X  =  4/wK-ha 

^xr  (m  =  0,±f,  ±2,  ...), 

X  =  2(îà/ii  —  i)K  —  a 

a  étant  l'une  d'elles,  et  il  est  clair  que  les  valeurs  du 
sna:  qui  en  résultent  sont  toutes  égales  à  sua;  une 
valeur  de  y  ne  iléleruiine  donc  qu'une  valeur  de  n  et, 
par  suite,  u  est  une  loncliou  uniforme  dey. 

Nous  écrirons  donc,  (p  étant  une  fonction  uniformu, 

sna.  =  ?(sin^^), 
ou  simplement 

«  =  ?(>')  f  "  =  sn^»  r  =  ®*"nc  V' 

Cette   fonction  (p  jouit   de  propriétés   remarquables 
que  la  présente  Note  a  pour  but  d'indiquer. 
i«  On  a 

et,  par  conséquenl, 

(5)  ^?  =  iJi    /^^^^     . 

v/(i-?«)(i-A-«(p«)     «  /r=^ 

Cette  équation,  jointe  à  la  condition  évidente 

détermine  complètement  la  fonction  (9.  On  peut  d'ail- 
leurs écrire 

rf«p  __  2K  /(  1  —  y' ) (  1  —  A-» ;p* 

Cette  équation  parait  plus  compliquée  que  celle  qui 
détermine  u  comme  fonction  de  x.  Nous  verrons  cepen- 
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daiil  que  la  ronclioii  o(y)  a  une  forme  cx[y\\cilc  plus 
simple  que  celle  de  sn^. 

a*  On  sait  que  l 'intégrale  générale  de  Téquation  qui 
détermine  u=  siix  est 

sn(a?-+-  c), 
c  étant  une  constante  quelconque,  c'est-à-dire 
u  aX  +  X  Am 

où  Ton  a  posé 

Aa  =  v^(i  — a«(i  — A-ïa»), 

et  où  X  est  une  constante  quelconque  (A  =:  sue). 

Il  en  résulte  (|ue  Tintégrale  générale  de  Téquation 
diflerentielle  à  larjuelle  satisfait  <f{y)  est 

C'est  ainsi  que  se  transforme,  si  IVgard  de  'f  (>')»  le 
théorème  d'addition  de  sux. 

3®  Les  zéros  de  ©(  v)  sont  les  valeurs  de 

obtenues  par  les  valeurs  suivantes  de  x  qui  sont  les 

zéros  de  snx  : 

2m  K -h  2/»iK'. 

Ces  zéros  sont  donc  donnés  par  la  formule  générale 

l  y  =  sin  — r7(2/nK-+-  niK  )  =dt  ^xwniT,  -rr  = ^ — 

,   .      K  aK^  '^  K  11 

('>     )  /  _    KX 

(  U  =  ^     ''''/  (/l  =  0,±l,=fc2,    ...). 

Ces  points  sont  tous  purement  imaginaires,  à  l'excep- 
tion du  point  zéro  obtenu  en  annulant  /2. 
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Les  infinis  de  ^{y)  sont  les  valeurs  de^'  obtenues  par 
les  valeurs  suivantes  de  x  qui  sont  les  infinis  de  snx  : 

!imK  •+■  (an  -*-i)iK', 
Ces  infinis  sont  donc  donnés  par  la  formule  générale 
j^  =  sin— j^[a/wK-+-(a/i-M)«K  J  =±sin *'^"k 

(8)  <                  >«-H                «n-t-I 
=  ^     '      "^f ~     •      ('*  =  0,±:i,±2,   ...). 

Ces  points  sont  tous  purement  imaginaires. 

4**  La  fonction  cp(j^)  est  impaire.  On  a,  en  eÛ'et, 

sn( — x)  •=. —  sna? 
et,  par  conséquent, 

c'est-à-dire 

(9)  ?(— JK)=  — <?(r)- 

5**  La  fonction  ^{y)  étant  uniforme  a  des  subslilu- 
tions  qui  la  laissent  invariable  (').  La  manière  dont 
o(j^)  est  déterminée  donne  immédiatement  ces  substi- 
tutions. Ou  a,  en  effet, 

^{y)  =  sna?  =  sn(a7-+-2mK') 

=  o    sin  j|^(a?-i-2mK')    =  ^{b„y -han)/i—y^) 
où 

an  =  sin  niTZ  -^  ==  ^ ?■ —         (n  =  o,  lii  i ,  ±2,  . .  .)i 

,  .    K'        g'^-hq-"  /    •       -t        \ 

ba—  COS/ltTT-   =  2 1 (a,ÎH-05=l). 

K  2 

Posant 
(•)  /.ôc.  cit. 
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on  voit  que  (f{y)  admet  les  substitutions  réelles 


qui  sout  toutes  obtenues  par  répétition  ou  inversion  de 
la  substitution  fondamentale 

car  on  a 

Le  changement  de  a:  en  4K  +  x  ou  en  aK  —  x  ne 
donne  évidemment  pas  d'autres  substitutions  pour  la 
fonction  ç(j^). 

sno:  n'admettant  pas  d'autres  substitutions  que  celles 
dont  nous  nous  sommes  servis,  f{y)  n'admet  pas 
d'autres  substitutions  que  les  précédentes. 

6°  Si,  dans  l'égalité 

/  .      t:      \ 
u  =  siia:=  ç>  (  sin  — ït^)? 

on  change  x  en  K  +  x,  on  obtient 

(n)  V  =  '. —  =  oicos— ira?), 

où  i'  est  la  fonction  dont  nous  avons  parlé  déjà  dans  ce 
Journal ,  dont  les  propriétés  corrélatives  avec  u  montrent, 
mieux  que  cno:,  l'analogie  des  fonctions  elliptiques  et 
des  fonctions  circulaires,  et  dont  l'emploi  serait  de  na- 
ture à  simpliCer  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (*). 
L'égalité  précédente  montre  une  nouvelle  corrélation 
entre  u  el  v  :  u  et  v  sont  la  même  fonction  unifoime, 

L'une  de  sin  -^x,  l'autre  de  cos— =7^.  Ce  fait  montre 

2K    '  2*^ 

bien   comment,   à   l'égard  de   Ja    période   réelle   4^> 

u  joue  le  rôle  de  sinus  et  v  le  rôle  de  cosinus. 

On  pouvait  d'ailleurs  se  rendre  compte  directement 

(  *  )  Sur  les  fonctions  elliptiques  de  première  espèce  (  Nouvelles 
Annales  f  1898). 
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que  t'  est  une  fonction  uniforme  de  cos—^x  eu  remar- 
quant que  le  groupe  des  substilulions  de  ros  ^x 
4/7iK±a7        (m  =  o,  ±  I,  ± 'i,  . . .) 

est  contenu  comme  sous-gronpc  dans  le  groupe  des 
substitutions  de  la  fonction  v 

i/nK-¥-  iniK'zt  x         (m,  /i  =  o.  ±  i,  d:  2,  . . .). 
7**  La  fonction  ^{y)  étant  telle  quVn  posant 

on  obtient  la  fonction  n{x)^  et  qu'en  posant 

on  obtient  la  fonction  i'(x),  on  pourra  obtenir  de  deux 
manières  diflerentes  son  expression  en  y;  on  a,  en 
effet, 

?/77  -r       _  '  —  2^"»  cos  =Tar-+- y*" 


U  =   -7= =  -^  Sin   -rrrX  I     I    

)/ke(x)  y/A:         2K     JLl 


TT 

a^*»-'  cos  ^X'\-  qi^in-i) 

IV 

I  -+-  27*"  COS  -r^^X  -r-q^" 
^ï'*-»  cos  57  a?  -+-  y*t*«->> 


Hi(iF)  ^\/q  t:      f-T 

(/i  =  i,  2,  3,  ...). 

Si,  dans  la  première  de  ces  formules,  on  remplace 
sin  —I-  X  par  y^   ou  si  dans  la   seconde  on    remplace 

cos-r=^  X  par  y^  on  a  l'expression  cherchée  de  ^(y)  : 

n 

(n  =1,2,  3,  ...). 
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Sur  celle  formule  ou  vérifie  {acilemcnl  les  propriéiés 
que  uous  avous  déinoulrées  plus  liaul. 
Les  ronctions 

f  oùy  =  sîu  — jto:!  peuvenl  aussi  s'exprimer  par  des  Ibr- 

uiules  analogues  ralionuelles.  La  formule  de  la  dérivée 
?'(jO  *^'  transforme  d'une  manière  îuléressanlc  :  on  a 
en  etlet 

d'où 

,,     ,  Tt  ir  d  k'    H,(a7)e,(a7) 

el  par  conséquenl 

(,3)    tW=— /g^^ll[^,_^..-t).^4^>.-,^.j. 

(/i  =  i,  a,  3,  ...). 
8"  Si  Ton  a 

"(a^)=?(^)î 
on  aura 

i;(a?)  =  ©(v/l--^*), 

et  par  conséquenl,  grâce  aux  propriétés  connues  de  u 
el  de  \f  (*) 

relalions  qui  peuveul  être  réunies  dans  la  suivanle 
(')  Z.OC.  cit.  {.Nouvelles  Annales). 
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qu'on  pouvait  obtenir  en  faisant  c'=:  i  dans  le  théorème 
d'addition  (6). 

D'autre  part,  ce  théorème  d'addition  pourra,  grâce  à 
la  fonction  r,  être  transformé  au  moyen  des  relations 
connues  (*  ) 

u{a-hb)= ^ ^-^— ,       ç(a-^b)  =  — ^ 

En  posant 

a=sin-^a,  8  =  8111-576, 

la  première  de  ces  formules  donne 

I  o(a/i— p«  H-  pV'T  — a') 

(i4)    \         Q(«yy(/r:rpi)+^p)y(/r:n;i)_^ 

(  ,  +  A.icp(a)o(P)cp(/i-âO?(/r^O" 

En  posant 

a  =  cos— r-a,  8  =  005—176, 

la  formule  de  u{a  -{-  b)  donne 

Ces  formules  (i4)  et  (i5)  sont,  au  fond,  identiques; 
mais  si  l'on  y  fait  ^  =  a^  on  obtient  les  deux  formules 
distinctes 

/  r\  l       / ï\  2?(a)cp(/i  —  a*) 

(16)  ïpUa/i  — a»;=  î ,    .  » 

!-^A:«(p«(a)(p«(/i  — a«) 

(17)  o(2a*— 0= — !— î— ^^ L_Jil___^, 

i~A-»^«(a)?*(\/i-a*) 

(')  Aoc.  cit.  {Nouvelles  Annales), 
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qui  sont,  à  regard  de  f  (/)?  'es  transformées  des  for- 
mules de  multiplicatiou  par  a,  des  fonctions  elliptiques 
m(2j:),  i'(2x).  Les  formules  qui  donnent  m (3  j:),  v{ix), 
u(4jc)^  v{qx),  etc.,  se  transformeraient  d'une  manière 
analogue. 

Enfin;  on  peut  transformer  l'expression  de  la  dérivée 
de  la  manière  suivante;  on  a 


=  u\x)  =  i. 
et  par  conséquent 


1  —  M*  A:'*  t> 


[         =  — ^iL^;t'«      <p(v/r=^) 

Ces  formules  ne  contiennent  explicitement  pas  d'autre 
irrationnelle  que  le  dénominateur  y/ 1 — y^.  D'ailleurs 
o(v/i  — JK^)  ne  contient  pas  d'autre  irrationnelle  que 
y/i — y2  en  facteur  d'une  expression  rationnelle.  Ces 
formules  suffisent  donc  à  montrer  que  <f'{y)  est  ration- 
nelle en  y.  La  transformation  de  ^'(^)  ne  conduit  pas 
à  d'autres  formules. 

9*^  Les  formules  que  nous  avons  établies  permettent 
d'étudier  facilement  les  variations  de  la  fonction  réelle  o 
de  la  variable  réelle  <p  et  de  construire  la  courbe  repré- 
sentative de  ces  variations.  Remarquons  tout  d'abord 
que  cp  étant  une  fonction  impaire,  la  courbe  est  symé- 
trique par  rapport  à  Torigine  des  coordonnées  o  et  j^, 

(*)  Loc.  cit.  {Nouvelles  Annales). 
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et  qu'il  nous  suffira  de  faire  varier  y  par  des  valeurs  po- 
sitives. Les  é&alités 


9iy)  =  —  Y  i-yt  '         ?(o)  =  o,        cp(i)=i 

montrent  que  lorsque  y  croît  de  o  à  i ,  <p  croît  aussi  de 
o  à  I.  La  tangente  à  Torigine  est  donnée  par 


?'(o)  = 


iK 


La  tangente  au  point  i  nous  est  donnée  par  la  dernière 


formule  que  nous  avons  démontrée  pour  '^  (i8) 

Lorsque j^  croît  au  delà  de  l'unité,  o  croît  au  delà  do 
Tunité  et,  à  partir  de  ce  moment,  reste  toujours  compris 

entre  i  et  t  • 

cp  atteint  la  valeur  -r»  pour  les  valeurs  de  y  données 
par  la  formule 

j^  =  sin -^  [  K  -H  ( 2 n  -M ) e  K'] 
2  K 


îw  -ht  Iw-h  I 

2  /i-f- 1   .^  K'  _  g    ^     -^  g        ' 
•1 


2 


"=K 


(n  =  o,  :hl,±«,  ...) 


(  'A-  ) 

qui  sonl  données  par  l'égal i lé 

Ces  valeurs  annulent  d'ailleurs  cp'  et  rendent  néga- 
tive ff  que  Ton  calcule  facileineni;  on  obtient  donr 
ainsi  des  maxima  pour  (p.  Il   n'jr  a  de  ditlicullé,  pour 

trouver  le  signe  cp'^,  que  de  zéro  au  premier  maximum  j\ 

on  trouve  que  ^''  est  négative  dans  tout  cet  intervalle, 
mais  nous  \\\*\\  reproduirons  pas  ici  la  démonstration, 
qui  est  longue. 

<o  atteint  la  valeur  i  pour  les  valeurs  de  y  données 
par  la  formule 

TZ      ..               .-,,,                    .     K'         qn-^q-n 
y  ■=.  sin  — ^  (K-h  an/  K  )  =  cos/it::—  — '-    - 

(n  =  o,  ±1,  rt  2,  ...), 

qui  sont  données  par  l'égalité 

^{y)  =  snx  =  I. 

(^es  valeurs  annulent  toutes  f ',  sauf  la  première,  qui 
est  I  et  pour  laquelle  nous  avons  calculé  la  valeur  de  œ'; 
la  dérivée  seconde  'p"  est  positive  en  toutes  ces  valeurs, 
sauf  en  la  première,  où  elle  est  négative.  Ces  points  pour 
lesquels  ©  =  i,  çp'=  o  sont  donc  des  minima. 

Enfin,  si  Ton  calcule  Tintervalle  sur  l'axe  Oj^,  entre 
un  maximum  et  le  minimum  suivant,  ou  entre  un  mi- 
nimum et  le  maximum  suivant,  on  voit  que  cet  inter- 
valle croit  indéfiniment  et  au  delà  de  toute  limite. 

A  partir  du  point  j^  =  i,  la  courbe,  tout  entière  con- 
tenue entre  les  deux  parallèles  i  cl  t>  affecte  donc  une 
forme  sinueuse  et  oscille  entre  ces  deux  parallèles  de 
manière  que  les  sinuosités  s'élargissent  indéfiniment  et 
au  delà  de  toute  limite. 
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[M'5j] 

SUR  UNE  GERBE  DE  CUBIQUES  GAUCHES; 

Par  m.  STUYVAERT, 

Professeur  à  Gand. 


Tandis  que  les  coniques  ayant  un  double  contact 
constituent  un  cas  particulier  d'un  faisceau  ponctuel, 
dont  elles  possèdent  les  propriétés,  les  cubiques  gauches 
passant  par  deux  points  et  y  possédant  mêmes  tangentes 
et  mêmes  plans  osculateurs  s'écartent  beaucoup  de  celles 
qui  ont  cinq  points  communs  (*). 

Les  unes  et  les  autres  constituent  bien  une  gerbe,  et 
chaque  point  de  l'espace  détermine  une  courbe  du  sys- 
tème, comme  von  Staudt  Va  montré  le  premier  (^)î 
mais  là  s'arrête  à  peu  près  Tanalogie. 

M.  R.  Sturm  (')  a  d'abord  attiré  Tattention  sur  la 
gerbe  qui  nous  occupe.  Il  a  fait  voir  qu'un  tétraèdre 
d'osculation  ARCD,  lorsqu'on  ne  spécifie  pas  lesquelles 
de  ses  arêtes  sont  tangentes,  corde,  etc.,  appartient  à 
douze  gerbes  de  cubiques  gauches. 

A  son  exemple,  nous  ne  considérons  que  les  courbes 
qui  passent  par  A  et  C,  y  touchent  respectivement  AB 
et  CD,  et  y  osculent  les  plans  ABD,  CBD;  par  suite, 
AD  et  CB  sont,  pour  toutes  ces  cubiques,  deux  droites 
associées  de  Cremona. 


(')  Celte  dernière  gerbe  a  été  étudiée  par  MM.  Reye  {ZeiUch.  f. 
Math.  u.  Phys.,  t.  XIII),  \\.  Sturm  {Journ.  de  Crelle,  l.  79), 
Konigs  [Aouv.  Ann.  de  Math.  (3*  série),  t.  II]. 

(2)  Géométrie  der  La^e,  lieilrâge,  §  464. 

(  »)  Math.  Annalen,  t.  XWI,  p.  /|65-.k)8. 
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M.  tleinrichs  (*)  a  publié  une  étude  approfondie  du 
sujet,  en  se  servant  de  la  Géométrie  projectîve.  Après 
ce  travail  très  complet,  il  ne  reste  guère  de  résultat 
im(>ortant  à  trouver,  mais  on  peut  essayer  d'autres  mé- 
thodes pour  établir  la  théorie.  Dans  un  travail  récem- 
ment soumis  à  TAcadéinie  de  Belgique,  nous  proposons 
une  légère  modiOcation  à  la  représentation  paramé- 
trique des  courbes  gauches  du  troisième  ordre,  de 
manière  à  la  rendre  applicable  à  la  gerbe  de  cubiques 
ayant  même  tétraèdre  d'osculation. 

Ici,  nous  essayerons  de  retrouver  quelques-unes  des 
propriétés  de  ce  système  en  utilisant  la  Géométrie  ana- 
lytique plane. 


1.  Un   plan   v    ne   passant   par    aucun    sommet    du 
tétraèdre  ABCD  {Jig^   i)  coupe  respectivement  en  E, 


F,  G,  H,  I,  M  les  arêtes  AC,  AB,  CD,  AD,  BC,  BD  de 
ce  dernier  et  contient  Irois  points  P,  Q,  R  d'une  des 
courbes  de  la  gerbe. 

Le  cône  de  sommet  A  perspectif  à  cette  cubique  coupe 


(*)E.    Heinrichs,    Vebcr    den    liundel    dcrjenigen   kubischen 
JRaumcuri'en,  welche,  etc.  {Diss.  Munster,  1887). 
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le  plan  v  suivant  une  conique  passant  par  P,  Q,  R,  E,  F 
et  tangente  en  E  à  EG  et  en  F  à  FH. 

La  trace,  sur  v,  du  cône  de  sommet  C  perspectif  à  la 
cubii|ue  est  une  conique  passant  par  P,  Q,  R,  touchant 
F2F  en  E  et  GI  en  G. 

En  faisant  varier  la  cubique  de  la  gerbe,  on  engendre, 
dans  le  plan  v,  doux  faisceaux  de  coniques  ayant  un 
double  contact  et  situés  de  manière  (pie  Tune  des  tan- 
gentes communes  de  Tun  des  systèmes  est  corde  de 
contact  de  Tautre  et  inversement. 

La  généralité  du  raisonnement  ne  sera  pas  i*eslreinte 
si  nous  supposons  les  points  I  et  H  à  rinfini,  car  le 
principe  d'homographie  permettra  d'étendre  les  résul- 
tats. En  prenant  ensuite  EG  et  EF  pour  axes  de  coor- 


données, nous  pourrons  représenter  IG  et  FH  respecti- 
vement par  les  équations 

or  =  ûf,        y  =z  b. 

Dès  lors,  le  problème  est  ramené  h  la  recherche  des 
propriétés  des  ternes  de  points  P,  Q,  R  qui,  avec  l'ori- 
gine E,  constituent  Tintersection  de  deux  courbes  quel- 
conques des  systèmes  représentés  par  les  équations 

.T{jr  —  a  )  rrr  X^*, 

y  (y  —  b  )  rr.  jjLr-, 


(  55i  ) 
dont  la   première  se  rapporte  aux  coniques  ajaiit  un 
double  contact  en  E  et  G. 

Remarquons  en  passant  que  les  points  P,  Q,  R  com- 
muns à  deux  des  courbes  considérées  appartiennent 
aussi  à  une  conique  passant  par  H,  Ë,  G,  I,  car  les 
équations  précédentes  donnent,  par  multiplication, 

(a?  —  a)  ( jK  —  ô )  =  Xfi  a:^, 

et  cetic  relation  représente  une  hyperbole  a  asymptotes 
parallèles  aux  axes  coordonnés  et  passant  par  F  et  G. 

â.  Toute  la  question  est  de  préciser  la  liaison  des 
points  P,  Q,  R. 

Or,  un  point  P(x',  y')  détermine  une  conique  de 
clmcun  des  deux  systèmes  considérés  ci-dessus;  ces 
deux  courbes  ont  respectivement  pour  équation 

(i)  x{x  —  a)y^=  x'{x'  —  a)^', 

(•2)  y(y-b)x'i=y(y-b)x^. 

Multiplions,  par  bjc'  et  nj^,  respectivement  les  termes 
de  la  première  et  de  la  seconde  égalité  et  soustrayons; 
nous  obtenons,  après  quel(|ues  calculs, 

(xy — x'y)[(bx''hay'-ab){xy'' -h  x'y)  —  ahx'y\  —  o. 

Cette  équation  représente  deux  droites  passant  par 
E,  P,  Q.  R;  et  comme  le  premier  facteur,  égalé  à  zéro, 
représente  EP,  on  a,  en  faisant  abstraction  de  ce  facteur, 
ré(|ualion  de  la  droite  QR. 

Celle-ci  est  parallèle  à  la  droite 

xy  A-x'y  =  o, 

c'est-à-dire  à  la  conjuguée  harmonique  de  EP  par  rap- 
port aux  axes;  donc,  dans  le  cas  général,  les  droites  EP, 
QR  déterminent,  sur  HI,  deux  points  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  à  H  et  I. 
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Or  on  sait  que  les  points  d'une  droite  HI  alignés; 
avec  les  sommets  d'un  triangle  PQR,  sur  un  point  fixe  E, 
et  les  intersections  de  HI  avec  les  côtés  opposés  de  PQR 
sont  en  învolution.  Nous  voyons  ici  que  les  involutions, 
déterminées  de  cette  façon  par  les  triangles  PQR  relatifs 
n  toutes  les  cubiques  de  la  gerbe,  se  confondent  et  ont 
H  et  I  pour  points  doubles. 

3.  Pour  qu'une  courbe  du  système  soit  tangente  au 
plan  V,  il  faut  que  deux  des  points  P,  Q,  R  coïncident, 
ou  que  QR  passe  par  P;  celte  condition  s'exprime  par 
l'égalité 

(J)  bx-\-ay=  . 

Le  lieu  des  points  de  contact  du  plan  v  a\^cc  les 
cubiques  de  la  gerbe  auxquelles  il  est  tangent  est  une 
droite. 

Appelons  cette  droite  rf;  nous  y  reviendrons  bientôt* 
Remarquons  auparavant  que  les  points  P,  Q,  R  jouent 
évidemment  le  même  rôle  et  qu'en  faisant  coïncider  P 
avec  un  des  deux  autres  points,  nous  n'enlevons  rien  à 
la  généralité  de  la  soluiion  qui  précède. 

Nous  découvrirons  une  autre  propriété  en  exprimant 
que  les  points  Q  et  R  se  confondent,  ou  que  la  droite  QR, 
représentée  par 

(4)  (^y-^  à^' —  ab){xy-\-x'jr)  —  abx'y=  o 

touche  Tune  des  coniques  (i)  ou  (2),  par  exemple  celle 
qui  a  pour  équation 

x(x  —  «)/'*  —  x'{x' —  ci)y. 
En  posant 

ay  -h  àx  —  ao 
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on  peut  écrire  l'égalité  (4)  sous  la  forme 

arj^'n-  x*y  —  ahs  =  o. 
La  condition  de  contact  est  alors 


o  — x\x' — a)  o  x' 

y  x'  —  ahs 


o  o  —  abs 


=  o, 


ou,  en  développant, 

(5)  (a^-hôar'— aô)«=  4a6(ar'— a)(y— 6). 

SI  x'  ii\,y  sont  les  coordonnées  courantes,  cette  rela- 
tion représente  une  conique  S,  iieu  du  point  P,  tel  que  les 
points  correspondants  Q  et  R  coïncident. 

Les  cubiques  gauches  de  la  gerbe  qui  touchent  un 
plan  V  le  coupent  encore  sur  une  conique, 

La  conique  S  est  une  parabole  dont  Taxe  est  parallèle 
à  EM  et  qui  touche  MG  en  G  et  MF  en  F;  elle  est  tan- 
gente aussi  à  la  droite  d  dont  Téquation 

(3)  ay-4-  bx'= 

a  été  trouvée  plus  haut;  cette  droite  joint  les  milieux 
de  FlVf  et  GM  ;  son  point  de  contact  avec  S  est  au  milieu  N 
du  segment  déterminé  sur  elle  par  les  axes  coordonnés 
ou  par  FM  et  GM. 

Dans  le  cas  général,  S  touche  HI  au  conjugué  harmo- 
nique, relativement  à  H  et  I,  du  point  de  rencontre  de 
FG  et  HI5  le  point  N  est  toujours  à  l'intersection  de  d 
et  de  EM. 

Si  le  point  P  est  sur  rf,  l'un  des  autres  points,  Q  par 
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exemple,  coïncide  avec  P,  etla  droi le  correspondante  QR 
a  pour  équation 

(4)  {<^y -^  bx'  —  ab)  (yx' -^  xy')  —  abx'y  =  o, 

avec  la  relation 

/^v  ,       w    ,      ^^b 

(3)  ay  -^  bx  = 


2 


Cette  droite  coupe  la  conique  S  en  deux  points,  mais 
il  est  évident  qn*un  seul  de  ceux-ci  est  le  point  R. 

Pour  établir  la  distinction,  qui  sera  d'ailleurs  pré- 
cisée par  ce  qui  va  suivre,  on  peut  observer  dès  à  pré- 
sent que  ce  point  R  doit  se  trouver  sur  une  courbe 
déterminée  de  chacun  des  deux  faisceaux  considérés  au 
début. 

Si  Ton  cherche  l'enveloppe  de  la  droite  mobile  repré- 
sentée par  Téquation  (4),  ses  coeflicients  étant  liés  par 
la  relation  (3),  on  obtient  la  conique 

(  ay  -h6a7  —  3a6)'=4  abxy. 

C'est  encore  une  parabole  T  touchant  d  en  N  et,  par 
suite,  tangente,  en  ce  point,  à  la  conique  S;  T  louche 
les  axes  en  des  points  .r  =  3r/,  j'  =  3/>. 

Dans  le  cas  général,  nous  pouvons  énoncer  la  propriété 
suivante,  qui  s'établit  d'ailleurs  très  facilement  aussi 
par  la  Géométrie  projeclive  : 

La  droite  qui  joint  un  point  P  de  d  au  point  corres- 
pondant R  de  la  conique  S  enveloppe  une  conique  ï 
ayant  m^ec  S  un  double  contact,  en  N  et  sur  la 
droite  Hï. 

4.  Si  l'on  veut  chercher  directement  l'enveloppe  des 
tangentes  aux  cubiques  de  la  gerbe  qui  touchent  le 
plan  V,  c'est-à-dire  des  droites  QR  représentées  par 

(a/  -{-  bv' —  ab){yx'  -^  xy')  —  abx'y'=:  o, 
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les  cocfficicDls  x\  y'  (coordoiioées  de  P)  étant  liés  par 
la  condîlîon 

(ay-+-  hx'^  abY=z  iab{x' —  a){y--  b), 

les  calculs  sont  assez  longs.  On  les  évite  eu  posant 
^ay'-^-bx' — ab  ay'-^bx' — ab 

/^et  47  sont  alors  les  coordonnées  tang<*ntie]les  de  la  droite 
dont  on  cherche  l'enveloppe:  on  lire  de  là 

^r  ^  abq ^  r^  abp 

ap  -^  bq  —  abpq  '^        ap  -k-  bq  —  abpq 

Substituant  dans  la  condition,  on  obtient,  après  avoir 

simplifié, 

abpq  =^(i  —  bq)(\'-ap)y 

équation  représentant  une  conicfue;  on  l'écrit,  en  coor- 
données ponctuelles, 

(^ay  -h  ^bx —  3«6)*=  iQab.ry. 

On  reconnaît  une  ellipse  U  tangente  aux  axc»s  coor- 
donnés respectiveuient  en  des  points 

3rt  36 

4  4 

tangente  à  rf  au  même  point  N  où  cette  droite  touche  S 
et  T,  tangente  à  la  parallèle  à  FG  menée  par  le  milieu 
de  EF,  tangente  enfin  aux  droites  FH  et  HG. 

Dans  le  cas  général,  Venveloiype*.  fl^.s  fangenf.es  des 
cubiques  gauches  rie  la  gerbe,  situées  dans  le  plan  v, 
est  une  conique  touchant  les  traces  des  quatre  J aces  du 
tétraèdre  d^ oscillation. 

Comme  une  tangente  variable  d'une  conique  coupe 
quatre  tangentes  fixes  (EF,  EG,  FM,  GM)  en  quatn* 


(  55G  ) 
points  dont  le  rapport  anliarinoni(|ue  est  constant; 
eomme,  en  outre,  pour  la  tangente  spéciale  d^  ce  rapport 
est  {  et  ne  dépend  par  conséquent  pas  de  la  position  du 
plan  Vy  on  voit  que  les  tangentes  à  toutes  les  cubiques 
de  la  gerbe  coupent  les  laces  du  tétraèdre  d'osculation 
en  quatre  points  dont  le  rapport  anliarnioni(|ue  est  con- 
stamment égal  à  |.  Ceci  démontre  le  théorème  suivant, 
dû  à  M.  Sturni  et  précisé  par  M.  Heinrichs,  qui  a  trouvé 
la  valeur  |  du  rapport  anharmonique. 

Les  tangentes  aux  cubiques  de  la  gerbe  sont  les 
rayons  d'un  complexe  tétraédral, 

5.  Le  point  N,  Jéjii  rencontré  plusieurs  fois,  est  évi- 
demment le  point  de  contact  de  la  cubique  de  la  gerbe 
qui  oscule  le  plan  v. 

Dans  le  cas  général,  on  voit  donc  que  si,  en  trois 
points  A,  C,  N  d'une  cubique  gauche,  on  mène  les  plans 
osculateurs  a,  y,  v  :  i**  le  point  M  commun  à  ces  plans, 
le  point  N  et  la  trace  E  de  la  corde  AC  sur  le  plan  v 
sont  en  ligne  droite,  c'est-à-dire  que  M  est  dans  le  plan 
ACN  (théorème  de  Chasies)-,  a®  la  droite  NME  coupant 
en  L  la  droite  HI  du  plan  v  qui  s'appuie  sur  les 
droites  associées  AD,  CB,  on  a  le  rapport  anharmo» 
nique 

(MENL)  =  -f 

On  voit  sans  peine  que  la  conique  S  est  la  trace,  sur  v, 
de  la  développable  osculatrice,  à  la  cubique  gauche  qui 
oscule  le  plan  v. 

Des  relations 

ap  -^  bq  —  abpq  ap  -\-  bq  —  abpq 

on  déduit  encore  :  qu'une  seule  cubique  de  la  gerbe 
admet  pour  sc'ca nie  une  droite  donnée,  ayant  pour  coor- 
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données  tangentiellcs  p  et  q]  que,  si  le  point  J^(x',^') 
décrit  une  droite,  la  droite  correspondante  Q^{ptç) 
enveloppe  une  conique;  que,  si  QR  pivote  autour  d*un 
point,  P  décrit  une  conique. 

EnGn,  on  peut  établir  avec  j^récision  la  transformation 
dans  laquelle  un  sommet  du  triangle  PQR  répond  au 
côté  opposé.  Si  l'on  considère  le  point  Pi,  ayant  pour 
coordonnées  —  et  ->  on  voit  immédiatement  qu^l  cor- 

respond  à  P  dans  une  homologie  harmonique,  dont  le 
centre  est  E  et  dont  l'axe  a  pour  équation 

ay' -^  bx'  =  ^aby 

c'esl-à-dirc  que  cet  axe  joint  le  point  M  au  point  de  ren- 
contre de  HI  et  FG.  Quant  au  point  P|  et  à  la  droite  QR, 
on  les  déduit  Tun  de  l'autre  par  la  transformation  très 
simple  que  voici  :  QR  joint  les  points  où  HP|  et  IP, 
rencontrent  respectivement  EF  et  EG. 


[051] 
SUR  DEUX  THÉORÈMES  DE  GÉOMÉTRIE  DIFFÉRENTIELLE; 


Par  m.  C.  L\MI0M. 


M.  Bianchi,  en  partant  de  la  formule  qui  exprime  la 
deuxième  courbure  d'une  ligne  géodésique  en  un  point  M 
d'une  surface  (*),  a  démontré  les  deux  théorèmes  sui- 
vants : 

I  °  Si  une  ligne  de  courbure  est  géodésique,  elle  est 
plane. 

(')  Voir  Bianchi,  Lezioni  di  Geonietria  differenziale,  p.  iGi. 
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2°  Chaque   ligne  géodésique    plane   est    ligne  de 
courbure. 

Le  but  de  celte  Noie  est  de  donner  une  démonstration 
directe  et  très  simple  de  ces  deux  théorèmes. 

1 .  Soit  L  une  ligne  de  courbure  el  géodésîque  située 
sur  une  surface  ;  les  coordonnées 


d^un  point  (|uelconc|ue  de  L  peuvent  être  exprimées  en 

fonction  de  Tare  s  de  L. 

Soient 

X,     Y,     Z 

les  cosinus  directeurs  de  la  normale  à  la  surface; 

COSç,      C0S7),      cosÇ 

les  cosinus  de  la  normale  principale  de  L;  d'après  Thypo- 
thèse  qwk  nous  avons  posée,  nous  aurons  (  *  ) 

rfa^ .  ^  ^  ^  _  ^X  .  ^  .  rfZ 
'  ds  '  ds  '  €is  "^  ds  '  ds  '  ds  * 

(2)  X  =  COSj,  Y=COS7î,  2^=008^. 

En  dérivant  par  rapport  à  5  les  relations  (2)  et  en 
tenant  compte  des  formules  de  Serret,  on  obtient 


(3) 


Si  nous  exprimons  par  t  la  valeur  commune  des  rap- 


dX            cosa 

cosX 

ds                p 

T" 

^Y            cos? 
ds                p 

T 

dZ            cos  Y 

COSV 

ds                p 

T 

(■)  Voir  BiAXCiti,  Lezioni,  etc..  p.  9H. 
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porls 

dx         dy  dz 

ds    __    ds    _     ds 

ds  ds  ds 

les  formules  (3),  en  lenanl  compte  de  la  relation  (i)  et 
de  ridentité 

dx  dy  «  dz 

-,- =  cosa,  -^  =  cosS,  -=-=cosY, 

ds  ds  ^  ds  ' 

nous  donneront 

cosa        cosX 


A:  cosa  =- 


. ,.                          '   ,        Q           cosQ        cosu 
(4)  'A-cos?= -^ ^, 

COSY  COSV 

k  cos  Y  = *■ Fp-  • 

En  multipliant  respectivement  les  équations  (4)  par 

COsX,      COS|Jl,      cosv 

et  en  ajoutant,  on  obtient 

i 

d'aà  i)  suit  que  la  ligne  L  est  bien  une  ligne  plane. 

2.  Pour  la  démonstration  du  deuxième  lliéorème,  il 
faut  remarquer  que,  d'après  la  nouvelle  hypothèse 

les  formules  (3)  (vérifiées  aussi  dans  ce  cas)  nous  don- 
neront 

^         rfY         ^ 

ds    _    ds    ^    ds    __ 
'dx    '^  1^  ~  ~d£  ~  "  "''' 
ils  t/f  f/s 
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d'où  l'on  tire 

d\:cn:(rLz=Ldx:dy:dz\ 

proporlioii  caractéristique  que  l'on  obtient  en  se  dépla- 
çant le  long  d'une  ligne  de  courbure,  et,  par  suite,  la 
ligne  L  est  bien  ligne  de  courbure.  c.  q.  F.  d. 


CERTIFICATS  DETUDES  SUPERIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 


SESSION   DE  JUILLET  1900.  -  COMPOSITIONS. 


Montpellier. 
Calcul  dippërbxtirl  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Une  surface  est  représentée,  par 
rapport  à  des  axes  rectangulaires,  par  V équation 

Z=/(:r)H-(p(j.), 

déterminer  les  fonctions  f  et  «  de  façon  que  la  somme 
des  rayons  de  courbure  principaux  soit  nulle  en  tout 
point  de  la  surface. 

Calculer  les  rayons  de  courbure  principaux  de  la 
surface  obtenue,  et  déterminer  ses  lignes  asympto- 
tiques» 

Épreuve  pratique.   —    Calculer  la  surface  de  la 

partie  du  cylindre 

y*=  'xpx 

compnse  à  V intérieur  de  la  sphère 

X^ -\- yi -\-  Z^  =  (7.p  -H  a)x. 
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Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Déduire  du  principe  de  la 
gravitation  unwerselle  les  lois  du  mouvement  d'un 
corps  céleste  autour  du  Soleil, 

II.  Définir  les  éléments  d'une  orbite  elliptique  et 
faire  connaître  à  l'instant  t  : 

I**  La  position  de  la  planète  dans  son  orbite; 

2®  Ses  coordonnées  rectangulaires  héliocentriçues  ; 

3**  Ses  coordonnées  géocentriques  équatoriales . 

Épreuve  pratique.  —  La  latitude  géographique  de 
Montpellier  est  43^36'44",  o. 

Calculer  la  latitude  géocentnque  ^'  et  la  distance 
géocentrique  h  du  même  point  en  adoptant  les  valeurs 
suivantes  des  éléments  du  sphéroïde  terrestre  : 

Rayon  cquatorial a  =  6  377  397",  i5 

Rayon  polaire ^=6  356078",  96 

,    .  a  —  b  I 

e  =  aplatissement  = =  ^^» 

^  (t  299,133 

MÉCANIQUE    rationnelle. 

Épreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  fixe,  une  barre 
homogène  non  pesante,  AB,  est  mobile  autour  de  son 
extrémité  A  qui  est  fixe.  Un  point  M,  non  pesant, 
assujetti  à  se  mouvoir  sur  la  barre,  est  attiré  par 
chaque  élément  de  celle-ci  proportionnellement  aux 
masses  et  à  la  distance,  Vattraction  étant  égale  à 
l'unité  pour  des  masses  égales  à  r unité  placées  à 
l'unité  de  distance, 

I.  Etablir  les  équations  qui  déterminent  le  mouve- 
ment du  système, 
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H.  On  suppose  la  masse  de  la  barre  égale  à  3,  celle 
du  point  M  égale  à  ij  la  longueur  de  la  barre  égale 
àiyla  vitesse  angulaire  initiale  de  la  barre  égale  à  w, 
et  enfin  la  vitesse  relativ^e  initiale  du  point  M  sur  la 
barre  égale  à  o. 

Dans  ces  hypothèses,  étudier  en  détail  le  mouv^ement 
dans  les  deux  cas  : 

I  ^  La  position  initiale  du  point  M  est  A -^ 
9°  Cette  position  initiale  est  B. 

Epreuve  pratique.  —  Ox,  Oy^  Oz  sont  trois  axes 
rectangulaires.  On  considère  le  tore  engendré  par 
la  révolution  autour  de  Oz  d'un  cercle  situé  dans  le 
plan  zOxy  de  rayon  R,  et  dont  le  centre  est  placé 
sur  Ox  à  la  distance  a  du  point  O  (a  >  R). 

On  suppose  le  tore  rempli  d'une  matière  homogène, 
et  l'on  demande  de  calculer  les  moments  d'inertie  du 
tore  par  rapport  aux  trois  axes  Ox,  Oyj  Or. 

Grenoble. 

ASTRONOUIE. 

Épreuve  écrite.  —  Réduction  des  observations  mé- 
ridiennes pour  la  détermination  de  l'heure  du  passage 
d'une  étoile  au  méridien.  Formule  de  Bessei. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  longueur  Q  du 
méridien  terrestre  supposé  elliptique,  connaissant  l'ex- 
centiicilé  e  et  la  longueur  s  d*un  arc  mesuré  entre  les 
latitudes  \  et  )/. 

Données  numériques  : 

5   =55i583T,5,  X  =5i»  a'io',5, 

c»=  o,oo)979,  X'=  4i°2iVi4',8. 
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Calcul  MffPÉRBNTiBL  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  On  donne  l'équation  aux  déri- 
vées partielles 

>5*(2  -h/>*-4-  ^')  —  ipzx  —  iqzy  —  jc*  —  y^=  o 

définissant  des  surfaces  rapportées  à  trois  axes  rectan- 
gulaires : 

I  °  Démontrer  que  cette  équation  ne  change  pas  si 
Von  fait  tourner  les  axes  autour  de  Oz-^ 

2**  Rechercher  parmi  les  surfaces  intégrales  toutes 
celles  qui  sont  de  résolution  autour  de  Oz;  et  aussi 
toutes  celles  qui  sont  de  révolution  autour  d'une  droite 
du  plan  xOy\ 

3"  Intégrer  complètement  V équation  proposée,  et 
donner  sa  solution  singulière. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  la  courbe  d'in- 
tersection des  deux  surfaces 

et  l'on  demande  : 

1  ®  De  construire  ses  projections  sur  les  plans  coor- 
donnés; 

2^  De  rectifier  cette  courbe. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Un  tube  rectiligne  matériel 
homogène  OA,  de  masse  [X  et  de  longueur  a,  Lé  en  O 
à  un  axe  fixe  vertical  Oz  auquel  il  reste  peipendicu- 
laire,  peut  tourner  librement  autour  de  cet  axe.  Deux 
points  matériels  M  et  M|,  de  masse  m  et  m^^  glissent 
sans  frottement,  le  premier  dans  le  tube,  le  second  sur 
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l'axe  Oz.  Ces  points  sont  pesants  et  exercent  déplus 
l'un  sur  Vautre  des  attractions  mutuelles  proportion- 
nelles à  la  distance  qui  les  sépare.    On  suppose  à 
l'origine  M|  sans  vitesse,  le  tube  animé  d'une  vitesse 

Fig.  I. 


M, 


^. 


angulaire  donnée  o)  et  M  en  repos  relatif  dans  le  tube. 
On  demande  le  mouvement  du  système.  Le  tube  est 
bouché  en  O,  ous^ert  en  A.  Quand  M  s'éloigne  de  O, 
que  faut-il  pour  qu'il  ne  sorte  pas  du  tube?  Mouve- 
ment ultérieur  quand  M  peut  quitter  le  tube. 

Epreuve  pratique.   —   Un  cylindre  homogène  de 
révolution,  de  hauteur  /i,  est  supporté  par  une  tige  O  A 

Fig.  2, 

o 


nv 

A 

de  même  longueur  h  y  dont  on  néglige  la  masse  et  qui 
est  le  prolongement  de  son  axe  AB.  Cette  tige  est  liée 
en  O  à  un  axe  horizontal  autour  duquel  elle  peut 
tourner. 
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I.   Quel  doit  être  le  rayon  du  cylindre  pour  que  le 
pendule  simple  synchrone  ait  la  longueur  2 h? 

IL  Cette  Condition  étant  remplie,  an  ajoute  une 
masse  additionnelle  m  que  Von  fait  glisser  le  long  de 
la  tige  entre  O  et  A,  et  Von  demande  d'étudier  la 
'Variation  de  la  longueur  du  pendule  simple  synchrone 
suivant  la  position  de  m, 

Poitiers. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Trouver  V équation  générale  des 
surfaces  représentées  par  l  ^équation  aux  dérivées  par- 
tielles 

dz  /  / \       dz 

—  \-5*-f-  X  /a* — j^*—  z^)  —  -^  yx  -{- yz  =  o. 

Mode  de  génération.  Évaluer  la  surface  particu- 
lière qui  contient  la  droite  y=o^  z  =  o.  Evaluer  le 
volume  de  chacune  des  deux  nappes  de  cette  surface. 

Epreuve  pratique.  —  Intégrer  Véquation 

r-  - 

i^y-^y'-^  \y  )/x  =  x^ . 

ASTROIfOMIE. 

Épreuve  écrite.  —  Établir  les  formules  qui  déter- 
minent  V anomalie  excentrique,  le  rayon  vecteur, 
l'anomalie  vraie,  —  Calcul  approché  de  V anomalie 
excentrique. 

Epreuve  pratique.  —  Les  coordonnées  dUine  étoile 

sont  : 

Ascension  droite o'»3"5o» 

Déclinaison  boréale SS^SS'SS" 
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On  a   mesuré  la  hauteur  et   l'azimut  et   Von  a 

trouvé  : 

Hauteur 34'2i'25' 

Azimut  compté  du  point  sud  vers  l'ouest. . .     1 4i^25'45' 

Calculer  Vangle  horaire  et  la  latitude.  Vheure  fie 
V ohserv^ation  est  postérieure  ci  6''3o'"  de  temps  sidéral. 

MÉCANIQUE. 

Epreuve  écrite.  —  Un  point  matériel  mobile  sur 
la  sur/ace  engendrée  par  la  résolution  d'une  hyper- 
bole équilatère  autour  de  son  axe  non  transverse  est 
soumis  à  l'action  d'une  force  attractive  perpendicu- 
laire au  plan  du  cercle  de  gorge  et  inx^ersement  pro- 
portionnelle au  cube  de  sa  distance  à  ce  plan,  \l  étant 
r intensité  à  V unité  de  distance  :  il  part  d'une  hau- 
teur h  au-dessus  de  ce  plan  a\^ec  une  vitesse  ini- 
tiale v^Q  =  -~  tangente  au  parallèle.  Étudier  le  mou- 
uement*  Calcul  de  la  réaction. 

Épreuve  pratique.  —  Un  corps  de  résolution  se 
compose  d'un  tore  et  d'un  disque  circulaire  dont  la 


section  circulaire  moyenne  se  confond  avec  la  section 
moyenne  du  tore.  Le  rayon  du  cercle  générateur  du 
tore  égale  o™,o5,  le  rayon  du  disque  o"*,  25  et  son 
épaisseur  o",oi5  densité  8.  —  jF/i  supposant  ce  corps 
animé  d'un  mouv^ement  de  rotation  autour  de  son  axe 
dans  lequel  il  fait  i  ooo  tours  par  minute^  on  demande 
de  calculer  :  i"  5a  force  vis^e;  îi"  le  travail  mécanique 
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équivalent;  3^  quelle  quantité  de  chaleur  correspofi- 
drait   à  V anéantissement  subit  de  celte  force  vivç^ 
{Équivalent  mécaniquede  la  chaleur,  4^5*^*".) 


ECOLE  CENTRALE  DES  ARTS  ET  NAiHlIFACTIlRES. 
CONCOURS  DE  1900. 


PREMIÈRE    SESSION. 


Géométrie  analytique. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  prend  sur 
Taxe  Ox  les  points  A,  A'  dont  les  abscisses  sont  a  et  6ai 
puis,  sur  Taxe  Oj^,  le  point  B  d'ordonnée  3a.  On  consi- 
dère le  faisceau  des  hyperboles  équilatères  circonscrites  au 
triangle  AA'B. 

I**  Former  Téquation  générale  de  ces  coniques  et  en  déduire 
que  ces  courbes  ont  un  quatrième  point  commun. 

Trouver  le  lieu  des  centres  et  tracer  cette  ligne. 

2"  Trouver  le  lieu  du  point  M  du  plan  pour  lequel  l'hyper- 
bole équilatère  M  AA'B  se  réduit  à  deux  droites. 

3^  Former  l'équation  du  lieu  S  des  points  M  du  plan  pour 
lesquels  l'axe  de  l'une  des  paraboles  M  AA'B  est  également 
incliné  sur  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  circon- 
scrite au  même  quadrilatère. 

4**  M  étant  un  point  d'abscisse  a  a  et  d'ordonnée  positive, 
sur  le  lieu  S,  construire  les  axes  mêmes  des  paraboles  M  AA'B 
et  les  asymptotes  de  l'hyperbole  équilatère  passant  par  ces 
mêmes  points. 

5**  Voir,  par  le  calcul,  si  l'on  peut  déterminer  un  point  M, 
sur  le  lieu  S,  par  la  condition  que  toutes  les  coniques  circon- 
scrites au  quadrilatère  M  AA'B  aient  mêmes  directions  d'axes. 

Épure. 
Ombre  d'une  sphère  sur  un  hémisphère. 

On  donne  : 

1"  Une  sphère  G  de  rayon  r  =  5o""". 
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Projection  du  centre  G  à  iSo""  du  côté  gauche  du  cadre  et 
à  95"*"  au-dessus  du  côté  inférieur. 

Cote  du  centre  au-dessus  du  plan  horizontal  =  lao™"*. 

2*  Un  hémisphère  reposant  par  sa  base  sur  le  plan  hori- 
zontal, rayon  R  =  8o""". 

Centre  O  dans  le  plan  horizontal  à  260*°"*  du  côté  gauche  du 
cadre  et  à  i35"""  au-dessus  du  côté  inférieur. 

3*"  Une  direction  lumineuse.  Cette  direction  faisant  avec  le 


plan  horizontal  un  angle  de  io°  et  sa  projection  horizontale 
faisant  avec  le  grand  côté  du  cadre  un  angle  de  25",  et  Ton 
demande  de  déterminer  en  projection  horizontale  : 

a.  Les  ombres  propres  de  la  sphère  et  de  l'hémisphère 
éclairés  par  des  rayons  lumineux  parallèles  à  la  direction 
donnée; 

b.  L'ombre  portée  par  la  sphère  sur  l'hémisphère; 

c.  L'ombre  portée  par  l'hémisphère  sur  le  plan  horizontal. 
On  aura  soin  de  recouvrir  de  hachures  noires  régulièrement 

espacées  les  parties  vues  en  projection  horizontale,  qui  sont 
dans  Tombre. 

Les  courbes  d'ombres  propres  ou  portées  seront  déterminées . 
par  points. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  et  pour  chacune  d'elles  la  con- 
struction d'une  tangente. 

Il  sera  tenu  compte  de  la  recherche  des  points  et  droites 
remarquables. 

Cadre  de  270""  sur  45o'°'". 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Ombre  d'une  sphère  sur  un  hémisphère. 
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DEUXIÈME    SESSION. 


GÉOMÉTRIE  ANALYTIQUE. 

Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires,  on  considère 
la  conique  G,  qui  a  pour  équation 

j^«— 2/>a7  =  o, 

et  un  point  P  de  son  pian  dont  les  coordonnées  sont  désignées 
par  a,  p. 

i"*  Former  l'équation  de  la  ligne  S  qui  limite  la  région  du 
plan  dans  laquelle  doit  se  trouver  le  point  P,  pour  qu'il  existe 
trois  normales  réelles  et  distinctes  à  la  conique  C  issues  de  ce 
point  P.  Tracer  la  ligne  S. 

2°  Trouver  le  lieu  S'  du  point  P  pour  lequel  l'une  des  nor- 
males PQ  à  la  conique  G  passe  par  le  milieu  du  segment  inter- 
cepté sur  l'axe  Ox  par  les  deux  autres.  Déduire  graphique- 
ment la  ligne  S'  du  tracé  de  S. 

3**  Les  pieds  de  ces  deux  dernières  normales  étant  M  et  N, 
trouver  le  lieu  V  du  pôle  de  la  corde  MN,  quand  le  point  P 
parcourt  la  ligne  S'. 

4^  Le  pied  de  la  troisième  normale  étant  Q,  trouver  le  lieu 
du  pôle  de  chacune  des  cordes  QM,  QN. 

5°  Quel  est  le  nombre  des  points  P  tels  que  deux  des  nor- 
males à  G,  issues  de  ce  point,  soient  rectangulaires,  et  que 
l'une  d'elles  passe  par  le  milieu  du  segment  intercepté  sur  Ox 
par  les  deux  autres?  Gonstruction  graphique  de  ces  points. 

Épure. 
Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre. 

On  demande  de  déterminer  la  projection  horizontale  de 
l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre,  les  surfaces  étant 
définies  de  la  manière  suivante  : 

1°  Le  cône  a  sa  base  contenue  dans  un  plan  donné  par  sa 
trace  horizontale  RH  (R  sur  le  côté  gauche  du  cadre  à  240"**" 
du  côté  supérieur,  H  sur  le  côté  supérieur  à  180""  du  côté 
gauche)  et  son  angle  =  60^  avec  le  plan  horizontal,  de  manière 
que  le  rabattement  de  la  ligne  de  plus  grande  pente  soit  aP'. 
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La  base  de  ce  cône  est  un  cercle  tangent  en  A  au  plan  hori- 
zontal (A  milieu  de  RH),  son  rayon  est  de  65""". 
Le  sommet  du  cône  est  le  point  S  du  plan  horizontal  (la 


iA.-ï?-^.- 


droite  SA  fait  un  angle  de  So""  avec  RH),  la  longueur 
AS  =  350™». 

2®  Le  cylindre  a  sa  base  contenue  dans  un  plan  donné  par 
sa  trace  horizontale  LpK  parallèle  aux  grands  côtés  du  cadre 
et  son  angle  =  45°  avec  le  plan  horizontal.  Cette  base  se  pro- 
jette horizontalement  suivant  un  cercle  (o^  tangent  en  ^  à  la 
droite  LK;  le  rayon  de  ce  cercle  est  de  70"*".  Les  génératrices 
du  cylindre  sont  horizontales  et  parallèles  à  la  droite  RH; 
celle  qui  passe  par  ^  rencontre  la  droite  AS  au  point  A  tel 
que  AA  =  i4o"™. 

On  représentera  le  cône  opaque  en  supprimant  de  cette 
surface  la  portion  comprise  dans  le  cylindre,  cette  dernière 
surface  étant  enlevée.  On  limitera  le  cône  au  plan  de  la  base 
donnée. 

On  construira  ensuite,  à  la  place  indiquée  sur  Tépure,  la  pro- 
jection horizontale  du  solide  commun  au  cône  et  au  cylindre  en 
admettant  la  transparence  des  surfaces  qui  limitent  ce  solide. 

Les  constructions  nécessaires  à  l'obtention  d'un  point  cou- 
rant et  de  sa  tangente,  ainsi  que  celles  exécutées  pour  la 
recherche  des  contours  apparents  ou  des  points  et  tangentes 
remarquables  seront  tracées  à  Tencre  rouge. 

Cadre  de  270""  sur  45o"". 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 

Titre  intérieur  :  Cône  entaillé  par  un  cylindre. 

Reproduire  sur  l'épure  les  données  numériques. 
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OUBSTIONS. 


1876.  Pour  quelles  valeurs  de  Xi  et  x^^  la  somme 
I  I  I 


Xi(n — i)-f-ar,       Xi(n  —  7)-h2Xj       *"       Xi-^(h  —  i)arj 

a-t-elle  une  limite,  quand  n  grandit  indéfiniment? 

Calculer  cette  limite.  (E.  Weill.) 

1877.  On  donne  un  triangle  GAB.  Sur  A6,  AG  comme 
demi-diamètres  conjugués,  on  construit  une  ellipse  (E);  sur 
A6,  6G  on  construit  pareillement  une  seconde  ellipse  (E'). 
Étudier  les  intersections  des  deux  ellipses  (E),  (E'). 

(G. -A.  Laisant.) 

1878.  On  considère  une  ellipse  E  et  le  cercle  G  concentrique 
à  Tellipse  ayant  pour  diamètre  la  somme  des  axes  de  E.  D'un 
point  M  quelconque  de  G  on  mène  les  tangentes  à  £  dont  les 
points  de  contact  sont  P  et  Q.  So^t  (II)  la  parabole  tangente 
en  P  et  Q  aux  droites  MP  et  MQ, 

I**  Le  lieu  du  foyer  des  paraboles  (II)  est  l'ellipse  E; 

7.^  Les  paraboles  (H)  sont  tangentes  à  la  développée  de 
l'ellipse  E  ; 

3"  La  directrice  des  paraboles  (0)  enveloppe  un  cercle; 

4°  L'axe  des  paraboles  (H)  enveloppe  une  hypocycloïde  à 
quatre  rebroussements.  CE.-N.  Barisien.) 

1879.  La  tangente  en  un  point  M  d'une  conique  à  Centre, 
coupe  les  axes  en  A  et  B,  la  normale  au  même  point  les  ren- 
contre en  A'  et  B';  soit  m  le  centre  de  courbure  du  point  M. 
Démontrer  que 

mX'  _  MA 
mB'  "  MB' 

et  déduire  de  celte  propriété  une  construction  simple  du  centre, 
de  courbure.  (Droz-Farny.) 

1880.  Les  intersections  des  plans  principaux  d'une  quadrique 
avec  la  normale  en  un  point  M  de  cette  quadrique  déterminent 
trois  régions  sur  cette  normale,  I^  région  qui  comprend  le 
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point  M  ne  contient  aucun  des  centres  de  courbure  principaux 
correspondant  à  ce  point  M.  Pour  un  point  P  de  cette  région, 
PM  est  la  plus  courte  distance  du  point  P  à  la  quadrique,  si 
celle-ci  n'est  pas  un  ellipsoïde.  Dans  le  cas  de  rellipsoTde,  la 
région  contenant  le  point  M  se  compose  de  deux  segments  in- 
finis; pour  un  point  P  situé  dans  le  même  segment  que  M, 
PM  est  la  plus  courte  distance  ;  pour  un  point  P  situé  dans 
Tautre  segment,  PM  est  la  plus  grande  distance.  Pour  les 
points  P  situés  dans  les  autres  régions  de  la  normale,  PM  n'est 
ni  la  plus  petite  ni  la  plus  grande  des  normales  menées  du 
point  P  à  la  quadrique.  (A.  Pkllbt.) 

1881.  Les  pieds  des  quatre  perpendiculaires  abaissées  du 
centre  d'un  hyperboloïde  équilatère  sur  les  faces  d'un  tétraèdre 
conjugué  sont  situés  dans  un  même  plan. 

(A.  Pellkt.) 

1882.  Étant  données  deux  paraboles  focales  l'une  de  l'autre 
dans  l'espace,  la  surface  réglée  engendrée  par  une  droite  s'ap- 
puyant  sur  ces  deux  paraboles  et  parallèle  à  un  plan  passant 
par  l'axe  commun  des  paraboles  est  un  conoïde  droit. 

(A.  Pellet.) 

1883.  Par  chaque  point  de  l'espace  on  mène  une  perpendi- 
culaire sur  le  plan  polaire  de  ce  point  par  rapport  à  une  qua- 
drique donnée.  On  a  ainsi  un  complexe.  Les  droites  du  com- 
plexe situées  dans  un  plan  enveloppent  une  conique.  Trouver 
le  lieu  des  foyers  de  cette  conique  pour  les  plans  parallèles  à 
un  plan  donné.  (A.  Pellet.) 

1884.  Dans  le  plan,  une  courbe  de  troisième  classe  C  et 
une  cubique  G'  pouvant  se  correspondre  ainsi  :  l'un  des  trois 
systèmes  de  coniques  S  qui  admettent  G  pour  jacobienne  tan- 
gentielle  se  compose  des  coniques  inscrites  à  l'un  des  trois 
systèmes  de  quadrilatères  inscrits  à  S',  et  l'un  des  trois  sys- 
tèmes de  coniques  S'  qui  admettent  G'  pour  jacobienne  ordi- 
naire se  compose  des  coniques  circonscrites  à  l'un  des  trois  sys- 
tèmes de  quadrangles  circonscrits  à  G.  On  peut  se  donner  G', 
par  exemple,  et  il  y  a  alors  trois  courbes  G. 

(G.  Fontené.) 

1885.  Les  hexaèdres  complets  conjugués  à  quatre  quadrîques 
dépendent  de  deux  paramètres.  Démontrer  que  les  plans  des 
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faces  sont  osculateurs  à  une  cubique  gauche  r,  et  que,  si  /  est 
un  paramètre  qui  correspond  uniformément  aux  plans  oscu^ 
lateurs  de  la  courbe,  les  six  valeurs  de  t  pour  les  divers 
hexaèdres  sont  données  par  une  équation  de  la  forme 

/(O -t- X<p(/)  4- fx  4^(0  =  0, 

X  et  fx  variant.  (G.  Fontené.) 

1886.  Si  l'on  inscrit  dans  une  circonférence  un  quadrilatère 
quelconque  abcd,  et  un  rectangle  e/^hy  dont  les  diagonales  e^ 
et /h  sont  perpendiculaires  aux  diagonales  ac  et  bd  du  quadri- 
latère abcd^  les  quatre  côtés  de  deux  quadrilatères  se  coupent 
en  seize  points,  qui  sont,  de  quatre  en  quatre,  sur  des  lignes 
droites  I,  J,  K,  L.  La  polaire  du  point  d'intersection  de  deux 
quelconques  de  ces  quatre  droites  par  rapport  à  la  circonfé- 
rence passe  par  l'intersection  des  deux  autres  droites. 

(L.  Klug.) 

1887.  Dans  un  tronc  de  cône  de  révolution,  soient  B  le  rayon 
de  la  grande  base,  b  celui  de  la  petite,  et  soit  h  la  hauteur  du 
tronc.  Un  plan  mené  tangentiellement  à  la  petite  base  par  le 
centre  de  la  grande  détache  du  tronc  de  cône  un  onglet.  Si 
l'on  désire  connaître  le  volume  de  cet  onglet,  c'est-à-dire  la 
formule  de  ce  volume  en  fonction  de  B,  6,  h,  et  qu'à  cet  effet 
on  décompose  l'onglet  en  éléments  par  des  plans  parallèles  aux 
deux  bases  du  tronc  de  cône,  on  se  trouve  en  présence  d'une 
opération  longue  et  pénible. 

On  propose  de  trouver  une  marche  qui,  par  un  très  léger 
calcul,  ramène  tout  à  l'intégration  d'une  différentielle  unique 
et  de  la  forme  ^a-h  bx-h  cx^dx.  (Gii.  Ruchonnet.) 

1888.  Lorsqu'une  transversale  oc^Yï  ^  ^^  triangle  ABC,  passe 
par  le  centre  du  cercle  circonscrit  à  ce  triangle,  les  trois  cercles, 
ayant  pour  diamètres  les  diagonales  du  quadrilatère  com- 
plet ACay^B,  se  coupent  en  deux  points  qui  sont  situés,  l'un 
sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  l'autre  sur  le  cercle  . 
des  neuf  points  relatifs  au  même  triangle.  (G.  Blanc.) 

1889.  Lorsque  deux  triangles,  l'un  inscrit  dans  l'autre,  sont 
involutifs,  tout  système  de  trois  droites  passant  par  les  som- 
mets du  triangle  circonscrit  détermine,  sur  les  côtés  de  l'inscrit, 
trois  points  qui  forment  six  segments  involutifs. 

(G.  Blanc.) 
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1890.  Lorsque  trois  triangles  sont  homologiques  deux  à  deux, 
si,  dans  le  triangle  formé  par  les  trois  axes  d'homologie,  un 
sommet  est  un  centre  d'homologie,  chacun  des  deux  autres 
sommets  est  aussi  un  centre  d*homologie.  (G.  Blanc) 

1891 .  Dans  un  pentagone^  les  lignes  menées  par  le  milieu 
d'un  côté  et  par  le  milieu  de  la  droite  qui  joint  les  intersections 
des  diagonales  issues  des  extrémités  de  ce  côté  sont  con- 
courantes. 

1892.  Dans  un  pentagone,  les  cercles  de  neuf  points,  relatifs 
aux  triangles  formés  par  deux  côtés  consécutifs  et  une  diago- 
nale, se  coupent,  deux  à  deux,  en  5  points  qui  sont  sur  un 
même  cercle.  (G.  Blanc.) 

1893.  On  donne  une  parabole  P  représentée  par  jr» — ipx  =o; 
on  considère  les  paraboles  Q  qui  touchent  OX  en  0  et  dont 
les  directrices  sont  tangentes  à  P. 

i"  Former  l'équation  générale  des  paraboles  Q,  démontrer 
que  par  chaque  point  du  plan  il  passe  trois  de  ces  paraboles» 
déterminer  la  région  où  sont  situés  les  points  tels  que  deux 
des  trois  paraboles  qui  y  passent  soient  confondues; 

o!"  Former  l'équation  de  l'axe  d'une  parabole  Q,  en  déduire 
qu'il  passe  trois  axes  par  chaque  point  du  plan,  trouver  le  lieu 
des  points  tels  que  deux  axes  correspondants  soient  rectan- 
gulaires; 

3"  Trouver  le  lieu  des  foyers  des  paraboles  Q  ; 

4*  Former  l'enveloppe  des  tangentes  aux  sommets. 

(Gh.  Bcociie.) 

1894.  On  donne  les  trois  surfaces  du  n?  degré 

Q,=jz-f-a(5  — ^)-4-3a»=o, 
Qj  =s  ,3a?  H- a  (a?  —  5  ) -f-  3  a*  =  o, 
Q,  =  a;^ -f.  a(j^  — . a?) -H  3a«  =  o  ; 

T®  Démontrer  que  ces  surfaces  passent  par  une  même  cubique 
gauche; 

a°  Trouver  le  lieu  des  centres  des  quadriques  passant  par 
cette  cubique  ; 

3"  Trouver  les  droites  situées  sur  ce  lieu.      (Ch.  Bioche.) 

1895.  On  considère  l'hyperbole  équilatére  (H)  ayant  pour 
sommet  les  foyers  d'une  ellipse  (E).  D'un  point  quelconque  P 
de  cette  hyperbole,  on  abaisse  une  des  normales  dont  le  pied 
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est  en  A.  Du  centre  G  de  (E)  on  abaisse  la  perpendicu- 
laire OS  sur  la  tangente  en  A  et  OQ  sur  la  normale  en  A.  On 
obtient  ainsi  le  rectangle  OQAS.  Montrer  que  le  produit  des 
aires  des  quatre  rectangles  analogues  correspondant  aux  pieds 
des  quatre  normales  est  une  quantité  constante. 

(E.-N.  Barisien.) 

1896.  Étant  données  deux  tangentes  rectangulaires  à  Tellipse 
dont  les  points  de  contact  sont  A  et  B,  du  centre  O  de  Tellipse 
on  abaisse  les  perpendiculaires  OS  et  OS'  sur  les  tangentes  en 
A  et  en  B,  et  les  perpendiculaires  OQ  et  OQ' sur  les  normales 
en  A  et  B.  Quelle  que  soit  la  position  des  tangentes,  on  a 

OS  X  OQ  =  OS'x  0Q'=  constante. 

(E.-N.  Barisien.) 

1897.  Si  Ton  considère  toutes  les  hyperboles  équilatères  qui 
passent  par  deux  points  donnés  et  dont  les  asymptotes  ont 
une  direction  fixe  : 

i^  Le  lieu  des  centres  de  ces  hyperboles  est  une  droite; 

2^  Le  lieu  des  sommets  se  compose  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole  ; 

3**  Le  lieu  des  foyers  se  compose  aussi  d'une  ellipse  et  d'une 
hyperbole  concentriques.  (E.  Barisien.) 

1898.  Soient  ABCD  un  quadrilatère;  A',  B',  G',  D' les  centres 
des  cercles  inscrits  aux  triangles  BCD,  GDA,  DAB,  ABG  res- 
pectivement; a,  p,  Y,  0  les  périmètres  de  ces  triangles.  Dé- 
montrer que  le  centre  de  gravité  des  poids  a,  p,  y,  5  placés  en 
A,  B,  G,  D  est  le  même  que  celui  des  mêmes  poids  placés  en 
A',  B',  G',  D'  respectivement.  (G. -A.  Laisant.) 

1899.  On  donne  un  point  A  et  une  droite  D  située  à  une 
distance  d  du  point  A.  Une  longueur  BG  =  -—    se  déplace 

sur  D.  Montrer  que  la  droite  d'Euler  du  triangle  ABG  enve- 
loppe une  parabole.  (E.-N.  Barisien.) 

1900.  On  considère  deux  points  fixes  A  et  B  et  un  cercle 
décrit  du  milieu  O  de  AB  comme  centre  avec  un  rayon  égal 
à  OA/S.  Montrer  que  pour  un  point  G  quelconque  de  ce 
cercle  le  triangle  ABG  jouit  de  cette  propriété  que  l'axe  ra- 
clical  de  son  cercle  des  neuf  points  est  parallèle  à  la  médiane  OG. 

(E.-N.  Barisien.) 
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RECTIFICATION  A  UN  ARTICLE  DE  M.  LANDAU. 


Les  Nouvelles  Annales  ont  publié  dans  Je  numéro 
d'août  1900  un  important  article  de  M.  Landau  :  Sur 
les  conditions  de  divisibilité  d'un  produit  de  facto- 
rielles  par  un  autre.  Par  suite  d*un  malentendu,  cet 
article  a  été  inséré  sans  que  Tauteur  ait  pu  revoir  les 
épreuves,  alors  qu'elles  étaient  censées  avoir  été  revues. 
[1  est  résulté  de  ce  fait  un  certain  nombre  d'erreurs 
que  nos  lecteurs  sont  priés  de  corriger  d'après  Verrata 
ci-après  : 

An  lien  de  LiMz 


Pttet 

Lignes 

349 

16 

» 

» 

35o 

la 

35i 

4 

352 

10 

» 

32 

356 

12 

359 

36i 


22  et  23 


>7 

32 


diminuée 

P 
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P 

~< 
.P. 

< 

diminué 

P 


effacer  (t  =  i,  2, . . .,  r )  et  ajouter  à  la  fin  : 

tels  que  les  différences  1  ~     —  h^  aient 

la  même  valeur  A%  pour  t=i,2,  ...,/•. 
mettre  une    ban'e    de  fraction  entre  les 
deux  lignes  : 

y  4 

(11)  et  (12)  (10)  et  (11) 

5,  I,  3,  o  5,  i^  o,  3 

4»  I»  3,  o  4,  I,  o,  3 
effacer       x  ! 


ERRATA. 


3»  série,  t.  XIX,  page  190,  cinquième  ligne,  au  lieu  de  -,  lises^  t* 

n  4 
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